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Texte français, p. 711.

NOMENCLATURE

([ Semi-axis of ellipsoid oriented parallel to
the direction of motion.

li, c Semi-axes of ellipsoid normal ta the direc-
tion of motion (li ;:: cl.

cl Diameter of spherical particle.
d' Diameter of circulaI' disk.
Il Diameter of cylindrical container.
F External force acting on particIe.
f: Coefficient.
K Hesistance coefficient (F/ 3 TC [Jo Vci).
L Distance between two paralle! planc boun­

daries.
(i\. Ileynolds number of particle (Vdl v).
(i\.' Ileynolds number of fluid (VDh or Vsh).

s Distance betwccn ccnters of two parliclcs.
Distance between center of particle and

plane boundary.
V Velocity of particIe.
s Coefficient of surface viscosity.
o Angle between the vertical and the line of

centers for two spheres.
[Jo Dynamic viscosity of fluid medium.

[Jo' Dynamic viscosity of fluid particIe.
v Kinematic viscosity of fluid medium ([J) ?).
? Density of the fluid medium.
9' Density of the particle.
cp Angle of inclination betweell the vertical

and the plane of a disk.

INTRODUCTION

Just a century ago Stokes presented the
scientific world with his theOl'y of the "internai
friction of fluids "1 (*), which has since found
applications in many investigations. Perhaps
the best known result from this sludy is the
simple equalion for the motion of a sphere 2,

which is appropriately called the Stokes Law,
The derivalion was restricted to solid spherical
particles moving very slowly in a fluid both
homogeneous and infinite in extent. The im­
portance of the several restrictions has been
studied by others, and, as a consequence, the
efIects resnlting from veloeities. heyond "the

(*) Superscripts l'der ta the list of referenees at the
end (p. 719).

Stokes range" (* *), the presence of finite boun­
daries, other shapes than the spherical, and
parliele flnidily, have been evaluated. Analyses
and summaries of themovemenl of partiel es at
smaU Reynolds numbers have been presented
by Smoluchowski 3, Oseen 4, 'VeyssenhotI5,
Schiller G, and Lamb 7, among others, but with
Ihe presentalion of varions more recent inves­
tigations, some hitherto unpublished, these
treatments are no longer snffieient.

The lIlost significmlt resnlts ean convenienlly

C' ') Fol' simplicity of expression " the Stokes range"
will be used hereafter lo designate those eonditions fol'
whieh Stokes' methods of analysis arc applicable, i.e.
those fOI' which accelerations can be neglected without
introdueing signifieant en'ors.
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he hased on a slightly modilied form of the
Slokes Law (k * *) ;

the faetor K heing inserted in lhe othel'wise
familial' equalion; (J. is the viseosity of the fluid,
V the constant velocity of the sphere, dits
diameter, and F the external force prodl1cing
the motion (usuallv the huovant weiuht of tll~~

~ ,/ b

sphere). The dimensionless quanlily K, which
is the ratio of the external force to the viscol1s
force, can appropriately he designated as a
Stokes numher; in this defînilion the numerical
value has been so chosen that K 0--= 1 for a mo­
tion which meets the various conditions imposed
by Stokes. From another point of view, K is :1
funetion of one or more of the various quan­
tities which cause departures l'rom the Stokes
law, sueh as the inertia efTeets (if not small), the
extent of the fiuid, the ,shape of the particle,
and event the fluidity of the partiele as for
drops or hubbles.

For motion at smalt Reynolds numhers (* * * *),
the parameter K is preferable to the convention­
al coefficient of drag because the achwt resist­
ance varies liUle with the Reynolds numher. If
~cceleration.s are negIigihle, n;ere i s li tUe lit ility
lU a funellOnal relationship which, in efTect,
depends upon their relative magnitude. Thus,
E: = 1 is a more precise chnraelerization of the
motion of a sphere in accord:mce with lhe as­
sumptions of Stokes [han is CI) = 24/ Ln.. In
a whol1y analogous manner one could define a
Poiseuil1e number, which ois a constant for
laminaI' fiow in a circulaI' tube, in preference to
a resistance coefficient which varies adifîciallv
with the Reynolds numher. Bccanse of ils
greater signifîcance and ntilitv, K will be lIsed
in the ensuing discussion of the various modifi­
cations of the Stokes Law.
. '1'0 he sure, K varies significantly witb Li\..
If the latter exceeds approximately 0.1; this
variation is the hest known of the' several al­
ready mentioned. The works of Oseen and
Goldstein 8 and numerons experimental results
are so weIl documl'ntl'd in rl'ference works G, D

that they will not he reviewed in detail here.

But even for the study of this efI'ect, insofar as
wc are interested in depnrtures from the Stokes
law for comparatively low Heynolds numbers,
the parameter K appears to he preferable to the
drag coefficient. That is, Oseen's result, \vhkh
indicates the significance of inertia efTecls for
values of (i\.. below unity, is expressed simply as

Both theorelical and experimenlal sludies
have been conducted for lhe determination of
many other efI'eets, The results of the ex­
periments have served to define the region of
applicability of the theory, to delermine OCCUl'­

rences beyond these limits, and to provide in­
formation for cases in which the boundnrv
conditions are not readily adaptable 10 thc(;­
retical calculation.

The applications of these and related studies
appear to he limitless. In the natural sciences
the geologisl, the oceanographe l', the physicist,
and the met:eorologist aH have an aetive interest
in the prohlem. And in the applied sciences
the hydraulic engineer shares his interest with
the metallurgist, the chemical engineer, and
others. Even in the hiological sciences the l'aIl
velocity is important in 'slndies of hlood and
other suspensions'. For such a hroad field, no
lrealment couId he complete even l'rom the
stand-point of hihliogl'aphv, and the followin u
discussion is limite;] to' some of the mor~
significant cases on which our knowledge is
l'easonably weIl defined. In addition to a sum­
mary or the pertinent works which have heen
puJ?lished nlread,z' the results of new compu­
t~ltlOns and eXpel'llllents on the efTecls of orien­
tation and certain hOllndarv conditions are
presented. •

This sludy was hegun at the Iowa Instilute of
Hydraulic Hesearch and completed at the Nevr­
pic Hydraulic Lahoratory. The allthor was I;W­
.terially assisted hy members of the Neyrpic staIl'
lU the sem'ch for and the procllrement of the
necessary references, in the preparation of the
figures and Appendices, and in the translation of
the text.

(2)il,.,'--- 0,,"
16

K=l

(1)F = (il T; (J. Vd) K

EXTENT OF THE FLUID

As the infinite fiuid assumed bv Stokes is il

practical impossibility, much sh,{dy has been

(k * *) The equations presenled in this diseussion and
other e:lualions related lo lhe subjeet are given in the
Appendlx,

(H*,) Calculatîon of the Revnolds nurnber through­
out this diseussion is based (~n the diarneter of the
sphere (Li\.. =Vd/v).

devoted to the elTect of the hOllndarv of the fiuid.
Theories have heen devised and r;umerolls ex­
periments have been condllcled in evaluating the
necessary modifications if a particle l'aIls il; the
v.icinity of flxed houndaries or near other par­
1Ic1es. From the l'esu1ts of these studies, one
can evaluate the magnitude of the correction
for several comparatively simple cases.
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CYLINDHlC\L BOUNDAHY

The most common problem is the delermina­
tion of the efTect of a cylindrical container wi th
the sphel'e faUing along the axis of syulliletry,
a condition occurring in viscosity delerminatiolls,
in demonstrations of free l'ail, and in various
lahoratory investigations. The theories and
experiments for the resolution of this problem
are numerons, dating l'rom the elassie investiga­
tions of Allen in 1HOn 10, and those of l\.rnold JI,

Ladenbnrg 12, Cunningham 1:; and Smoluchowski
a decade later. Since then, manv stndies have
been made, and summaries have Î>een presented
by Schiller and Merrington 1J . In a recent study
at the Iowa Institute of Hyclraulic Hesearch!J5,
the scope of investigation was extended to the
limit fol' which the diameler of the sphel'e is
nearly equal to the diameter of the cylindl'ical
container.

In a theoretical stndy, Ladenburg, ntilizing a
method presented by Lorentz lG, derived an ap­
proximate expression for the elIed of a cyl in­
drical boundary. Faxén 17 inIroducec1 corredions
of a higher order in the elIect of d/D (the ratio
of the diameters of thc sphere and the cylincler),
and extended the study aJong the sarne Jine of
a1tack used hy Oseen to iucJude smaU accelera­
tive efTects. For very srnall Heyuolds numhers,
and for small values of d/D, Faxén's result (sec
Appenclix) reduces to :

tween the results for the eylindrical and the
spherical containers, the particle moving in the
laUer case at the center of the sphere at the
moment considered. Although the spherical
boundary itself holds only academic interest, the
fact that il closely resembles the cylindrical
boundary in the region of maximum importance
makes its calculatiou hy CUIlningham pertinent.
The exact expression ohtained for the compara­
ti vely simple houndary condition of the concen­
tric sphere, is presented in the Appendix; to a
second approxi mation this result hecomes:

K= 1 + ~ ~ + (~~ 2 (4)
4]) \\4D

1l is evident that the resistance for a spherical
houndary should exceed that for a cylinclricaJ
one, and the result of Ladenburg is thns un­
douhtedly too high, whereas that of Faxén is
([uaJitati vely substantiated.

An approxima te theory was given hy McNown
ct aJ 15 for the motion of a sphere within a
cylindric,al bonndary ,vith the diameter of the
sphere nearly equaJ to tha t of the eylincler. The
assurnption is made that the How between the
sphere and the eylinder is slowJy varied and
two-dimensionaJ, and that the resistanee is im­
portan t only within a srnall region near the
eql1atol' of the sphere. The ealculation resulted
in the foJIowing equation:

K=1-:-2.1~
D

K (5)

He pointed out that the coefficient 2.4 ohtained
hy Laclenhurg difTered from his result of 2.1
hecause of an error in the fonner's calculation.

An interesting comparison can he made he-

This simplified analysis can he modified to
include the case in whieh the sphere moves, Ilot
along the axis, but eceentl'icaJly with a roJling
contact at the cylinder wall. The space bctween

3"-'~

2 -

CI i
K~'+2"D~

~-~-_._~ i---~~~~~--~~~--A

d/D

° 0,10 0,20

FIc.!.
30 0,40
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(R)

(7)

IC oc" 1

HOIUZONTAL PLANE BOUNDAHY

VEHTICAL PLANE BOUNDAHIES

The slow motions of a sphericaI parti cIe in
Ihe vicinity of a singJe vertical "\vaU and between
Iwo vertical walls have been studied hv Lorentz lG

and Faxén 18, respectively. For a ~ingle plate
the resu Il can he expressecl in Ihe form:

in which L is the distance hetween the plates.
He also computed a modified form of this motion
in which the particle is a distance 1,/4 l'rom
one of the plates (sec Appendix).

The nnsteady motion of a l'l'cely falling sphere
as it approaches a horizontal plate was stndied

slanl have heen interpolaled l'rom Ihe experimen­
laI resulls (principally Ihose ohlained at Iowa ·IG).
I! is noteworlhy that fol' increasing values of
d/D, these curves approach Ihe lilniting cUl've
corresponding to motion with negligihle accelera­
lions, That is, the value of cR designating the
upper limit of the Sto1;:es range increases" wilh
increasing d/D. Faxén'sll1oclification fol' accel­
erative effects is illuslrated bv the inclusion
of a computed curve for cR '=c l'. The decrease
in the magnitude of these elfeeis with increasing
d/D, found experimenlally, is less marked in the
theoreticaI result; the modification is thus seen
10 be too large.

In the sludy at the Iowa Institute of Hvdraulic
Hesearch, the' resu Ils were also ohtHined 'fol' d /D
nearly equal to unity, as shown in Fig. 2. For
vaInes of d/D grealer than 0.95 the plol of the
cxperimental results was fOlmd to coincide "\vith
Ihat of Eq. (5), providecl that the tube was lruly
vertical and the Reynolds number very low
(Iess than 0.001 Î. If' either of these conditions
was not fulfilled, the sphere tended to move
asymmetrically, ro1ling as il fell. The resistance
Ihen corresponded close1y to that obtained l'rom
Eq. (fi), as also shown in Fig. 2.

in which s is the distance l'rom the center of the
sphere to the plane. Oseen 4 clerived an equation
which includes tenns of a higher order in d/D
and also indicated the magnitude of small iner­
lia effeeis through terms dependent on the quan­
ti ty Vs /'i. Fol' this motion he obtained H horizon­
tal eomponent whieh is also dependenl lIpon the
Intier quantily.

For a spherical parlicle falling hetween Iwo
parallel plates Faxen's expression, approximate
10 the tirst order, is as follows:

d
L

(fi)

1

1

T
D,Oô0,040,02

K= 0.8fi8 (1 _ ~ Y:J/2

2

105

8

6

4

2

10
4

8 E 1.16)

6

4

~
- -;

2
, 0

103

8

6

4 -

2 "-

102

0,006 0,01

~T­
--[~I-

1

the cylinder and the sphere at the equator is
assumed to vary i'rom zero to D ----- d in accor­
dance wi th the expression (D d) Cl -1- cos 0) /2
in which 0 is measured in the plane of the equa­
tOI'. The corresponding value of K is:

the resistance being about haU of Ihat fol' the
preceding case.

The various experimenls which have been
made with a sphere settling in a verlieal eylin­
drical container make possible a comparison and
evaluation of the severaI theories. Curves oh­
tainecl l'rom experiment are compared with the
theoretical curves in Fig. 1 fol' dimneter l'alios
l'rom 0 to 0.4. The linear approximation is
readily seen to have a very limited applicability,
whereas the higher order approximations are
fairly close to the IiJ.lIiting experimenlal curve
(for small values of cR) throughout most of the
inclicated range of d/D. Curves for 01 = con-

K
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by Lorentz. His ealeuhtions, in whieh aeceIera­
tive efTecls were neglected even though the 'leIoc­
ity of the sphere changes, [cd to the resuH,

For two eqnaI spheres following the saIlle ver­
tical path, the two forces are coIinear and the
resuIt is

K,=1 9 d
-~

16 s
CH)

K=1
3 d
_~ 1

8 s T
3 .É-y
.') s /

(l0)

in which s is an average spacing and k is a
constant coefficient which depends upon the
various simplifying assumptions made in the
ealculations. Values of k ranging l'rom 0.7 to
2.2 werc ohtained hy the various investigators.
From these calculations it is possihle to estimate
the efl'ecI of sediment concentration on the l'aIl
vclocit\,. However, particles of a given size and
a uniform spacing were assumed; the efTecis of
a random distribution and of the presencc of
partieles of various sizes remain to he determined
experimentally.

Equation (l1) is also a special case of Faxen's
rcsult for two non-equaI particles, and that of
Dahl (sec Faxen 22), these calculations having
been carried to higher degrees of accuracy. In
still another calculation hy Stimson and JetTery 2::,

similar values arc found 'for K provided that' the
distance between the spheres is more than tlll'ee
times the diameter. Il should be noted in this
connection that the assulllptions made in the
derivations of eqnations (7) to (lI) are not vaIid
if the spacing is less than a few diameters.

In Fig. 3, the resuIts of theordical caleula­
tions are compared with those obtained exper­
imentally by Bammi 21 for two spheres and for
one sphere near a vertical plate. The rather
wide divergence hetwecn the resuIts is a t Ieast in
part caused hy the presence of the container wall
and hottom. Bmmni found for two particIes
that the return tlow of the lluid could l'l'suIt
in values of K definilely greater than 1 in con­
trast to Smoluehowski's theoretienI resuH for
an infinite fiuirl. In a few isolated experiments
GhaIi aIso fOllI1d values of K both greatcr and
Jess than unity for a pair of spheres.

The foregoing considerations are directly ap­
plicable to douds of spberes. For an isolated
doud, thc velocity of each partic1e would he
increased, whereas the descent of particles more
or Iess unifonnly distrihuted throughout the
tluid would he retarded. The latter type of
motion is approached in studies of sediment and
has formed the basis of calculations hy Cunning­
ham, Smoluchowski, McNown et al, and Bur­
gers 25. The results can he conveniently expres­
sed in the form:

in which sis again the distance fromthe center
of the sphere to the plane houndary. Experimen­
taI resnIts presented hy Altriehter and Lustig Hl

indicate reasonably good correspondance hetvveen
theory and experiment if sld is greater Hum
approximately 15. For Iower values of sid, the
efl'ecl found experimentally is eonsiderably
greater than that indieated [rom Eq. (9).

Two on MonE SPHEllES

If a sphere l'aIls in a tluid medium in which
there arc other faIIing spheres, a mutuaI inter­
aelion is fOlmd. As eaeh Slillere tends to move
tluid with it, the veloeitv of each is increased
hy the motion of the oth~rs if the extent of the
tlnid is effeelively infinite. ln a restrieled fluid
medium there is, however, a compensating up­
ward flow such that the discharge across any
horizontal plane is zero. Near the sphere, in this
case, the induced velocity is downward, white
some distance away it is ~lpward, and the veloc­
ity of a neighhoring particle may thus he either
increased or decreased, Henee, one can explain
the conflicting conclusions reached by Sudry 20

and Ghali 21. for this kind of motion. For a num­
ber of particIes more or less uniformly spaeed
throughout the tluid the net efl'eel wonld be
a reduelion in the mean velocily or an increase
in the value of K.

Smoluchowski:1. caIeulated the forces aeling
upon each of two identical spheres in an infinite
fiuid medium. By means of a superposition of
the two sets of forces resuIting l'rom considering
each sphere fixed and the other moving, he ob­
tained two force components to hc comhined
with the Stokes resistance. One aels in the ver­
tical direelion, and is equaI to

[
il d 1 3 d -,

il 'JÇ !J. V d . - -.- i... 1 - -- -- .' _8 s \ 8 s .

The other aels aiong the connecting line and
in the direction toward the sphere in advance,
and is eqnai to

[
,3 dl 9 d\-I 03 T: 'J. Vd ~ - 1 1 - - - ,i . cos·

' .. 8 s '" 8 s:'_

in which 0 is the angle hetween the line joining
the centers and the vertical. If the two spheres
are in the same horizontal plane the second
componcnt is zero, and the corresponding rcsult
can be expressed as follows :

K = 1 -- JL .!l -+-
4 s

K == 1 k.!l
s

(11)

(12)
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FiG. 3.

PARTICLE SHAPE

Allhough the spherieal shape is hy far the
simplest to study either hy analysis or hy ex­
periment, in many cases information is 1"equirer!
for other shapes. As a l'l'suIt, extensive inves-­
tigations of shape ef1'ects have heen eonducted,
particularly in hydraulie engineering, geology,
the physics of very small partieles, and the
manufacture of coneretc aggregate. l'ilany COlll­
pl ieations are encountered in sneh studies he­
cause orientation hecomes signifieant for shapes
other than the spherical, and hecause no single
length parameter is sufficient for the definition
of the particle form. The ellipsoidal and the cy­
lindrical shapes have heen studied analytically,
and a wide variety of shapes have heen inves­
tigated experimentally, including hoth idealized
geometrical forms and natural shapes like those
of sand grains.

heek:2(; in 1R7G, and are sUlllnwrized hy Oseen 1

[lild Lamh T. 'J'hese equations lead to elliptic
integrals in their l'valuation, and until a reeent
publieation hy MeNown and MalailGl ::!T, the resist­
ance had heen delermined only for the special
cases of lhe disk and the spheroid ::!S. In This
puhlication ~T, equations and curves were given
for the evalualion of the resistance encountered
hy an ellipsoid l\1oving in the direetion of any
Olle of the three principal axes. These results
are suml\1arized graphically in Fig. 4, the semi­
axis a heing taken parallel 10 the direetion of
motion, and li and c heing so assigned tlwl
li ): c. The value of K l'an he defined in the
cqua lion:

K=~-­
il d ~

ELLTPSOIDS

'l'hl' fundamental equations for the slow mo­
tion of ellipsoidal parlicles were given hy Ober-

in which d is the diameter of a sphere with the
smne vohllne,

d = 2'0" abc
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a/JIbë
FIG. 4.

and ~ is, in general, expressible in tenns of elIip­
tic funetions.

In aIl, there are eight difTerent cases, as in­
dicated in Fig. 4, the reduced equations for ~

being different for each case (see Appendix); the
entire possible field is di vided into (a) a single

(14 )

0,6 0,8
Rapport des axes

-- ----_.-+------

IT! 16
\. = 3 dl ~

0,4
Axis ratio

c=o

0< ~ ~1

0,2°

0,2-t-------t-----t----t------!------i

1

1

i

L-()
0,4,-- \j)

~v

°

1,5++-Jf-----_!_

The variation of K' with the ratio of the two
non-zero axes is shown in Fig. 5 for the tl1ree
principal cases of motion: (a) normal ta the
plane of the disk, (b) in the direction of the
major axis, and (c) in the direction of the minaI'
axis. The limiting values of K' for the circulaI'

volume a]so approaches zero and K approaches
infinity (a logical result of the fact that the ter­
minal velocity of such a pal'ticle in free l'aIl
would be zero). For the sake of comparison,
therefore, il is desirahle ta utilize the diameter
of the circle as the reference length, or, in the
more general case of the elliptical disl<, thc c1iam­
eter of the circle of the same area. Designating
this length as dl and the corresponcling para­
me ter as KI, one can wri te:

16

1,8

1,7

~.-

i
1

K
1,4 -

b> 0) c

1,3

1,2

1,1

1,0
!

o=b=c

0,9
1/8 V4 1/2 4

point for the sphere, (b) four curve segments for
spheroids, and (c) thl'ee l'egions for general ellip­
soids. An interesting result of the computa tian
is the delineation of an ellipsoidal shape of min­
imum resistance for a given volume, which is
not spherical but spheroïdal with the long axis
in the direction of motion and nearly twice the
length of the other two. The cOl'responding min­
imum vaIne of K is 0.955. As the axis ratio
a/ylie hecomes eithel' very small for disk-like
particles or very large for rod-like partieles, the
value of K becomes very large approaching in­
fini ty as a limit.

DISKS FIG. 5.

Thc motion of a circulaI' disk, a limiting case
of the eIlipsoids, has also heen studied hoth
theoretically and experimentally. As one of the
three principal axes approaches zero in this case,
the diameter of the equivalent sphere of equal

clisk are 8/03 ,,) for the first case, and 16/(9 ,,)
rOI' the other two. Once again, the minimum
value of the resistance coefficient occurs for the
case or motion along a major axis approxima te­
ly twice as long as the minaI'.
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(15 )

For Heynolds numbers (based on d') which
are greater than approximately 0.1 the results
for the disk difTer l'rom those for the modiJied
Stokes Law in much the same way as do thosc
for the sphere. This occurrence vv,{s also studicd
by Oseen !, and he gave the theorctical rcsult

1(' = ,.8 (1 +(:1 /\
.l r. 2 7t)

for irregular partides. \Vithin the Stokes range
and for partiel es of several idealized shapes (each
symmetrical with respect to three mutally per­
pendicular planes) lVIcNown and rvralaika found
that the resistance is approximately equal to that
ohtained theoretieally for ellipsoids of the same
proportions.

OHIENTATION

90"

Vv --

cp
FIG. 6.

300

Eq (17)K'v

0 0

0.6i-------=,.-""'t-----

0.4t------t-------t---

K~ 0,8

O-joC:------!------+-------'r---

1,0-t--------+----T----i
!

lt is evident l'rom Fig. 4 that the value of K is
indeed dependent on orientation. For example, a
spheroidal particle with one axis four times the
other two would l'al! ,vith a veloeity equal to that
of a sphere of the same volume and density if
the long axis were vertical, and only 3/4 as fast
with the long axis horizontal. For Heynolds
numbers greater than about 0.1. nmuerous ex­
perimenters have found thnt only one orientation
is stable, viz., L1wt with the maximum cross sec­
tion normal lo the direction of motion. However,
it has also been ohservecl that an'," orientation
is stable within the Stokes range.'

1"'01' symmetrieal shapes su ch as ellipsoids,
Gans ~s superimposed the linear solutions for the
motions paraIJel to the principal axes. As there
is no torque in any of the motions, there is none
for any orientation. By means of the same con­
cept the variation in resistanee with orientation
can be determined l"rom the results used in
preparing Figs. 4 and 5. Il is to be expected Ihat
components of motion other th;lIl vertical c'ln
oeeur.

For Ihe circulaI' disk, onl)" two prineip,d eOIl1­
p(llIents of Illotion need !Je cO!lsidered, one in

(16)
2.00 --- Log, (1\.-

Fil

for the circulaI' disk moving in a direction nor­
mal to ils plane. The experiments of Sclullie­
del 2D indicate that Oseen's expression is valid
for Reynolds nmnbers up to approximately 1;
above this limit, as for the sphere, the correction
is Loo great.

In the analysis of an inlinitely long eylinder
moving slowly and in a direction normal to ils
axis, the cO!lventional theôry yie1ds an infinite
resistance pel' unit length, as pointed out by
Stokes. However, with the approxiIllation of
Oseen, a result is obtained in a form qui te
difl'erent l'rom those already discussed. Fol' the
resistance pel' unit length, Lamb ::0 obtained:

CYLINDEHS

in which (1\.- is based on the diameter of the cir­
culaI' cylinder. For an elliplical eylinder, Bair­
stow et al:n ohtained a more generai result, for
motion parallel to either of the two principal
axes of the ellipse.

IL should be noted that resuits of the type
represented by Eq. (1 (i) give a zero resistanee
for (il- cc= O. However, fol' Il<y"v past a Jixed cylin­
der between paralIel plates, the rcsistance was
found by Bairstow::2 to remain constant as the
Hevnolds number tends towards zero. Also in
a ~eries of experiments \Vhite ;;:; found that the
equation for the resistanee of a eylinder falling
in a restricted medium was similar in form to
that for a sphere, and that results of the loga­
rithmic type expressed in Eq. (1 (i) were ap­
proached only for containers comparatively very
large.

Stlldies of shapes other than those already
mentioned have heen described in a number of
papcrs. In a reeent summary by Durand ::1 the
efIeds of shape were summarized l'rom a study
of some 30 papers. The complex problem of
defining an inlinitely variable quantity such as
shape makes it difficult to draw general con-

. clusions. In accord with others, Durand con­
cluded that the most useful representations of
shape were based simply upon ratios of the prin­
cipal axes of the particle, and he showed that
even these could he measured in various ways
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related to that in Ihe \'('rLieal direction hv me:lI1s
of the expression,

the plane of the disk and the other normal to il.
The resistance coefficient for the vertical com­
ponent of motion of a falling disl< can he ex­
pressed as a funetioll of 9, the inclination of
the disk 10 the vertical:

The variations of ICy and VII/VY with 9 are
shown in Fig. 6. Although the results presented
are fol' the simplest case, they are nonelheless
representative of the results to he expeeted for
other shapes. For more nearly spherical shapes
the variation of both quantities is less. As
shown hy Gans, only for needle-like partieles are
Im'ger values of Vrr/Vy found.
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(17)

sin 2 9

1) + cos 2?

7ûH

Cl 8)

FLUID SPHERES

IL is often stated as an assumption fol' amtly­
ses of viseous llov,: lhal there be no slip helween
lhe fiuid and Lhe solid sphere. Although the
validily of this assumplion reillained in quesLion
even in the minds of oulsLanding seienLisls until
the carly part of Ihe present eentury, in\'('s­
tigators no longer admil the possihiliLy of a dis­
conti nuity in veloeity at a houndary unless the
size oftÎ1e partieles' approaehes lh~~ spaeing of
the molecllies as for extremely rarified gases or
colloidal suspensions. NeverLheless, for the
movement of droplets or hubbles, an efTeetive
slip occurs because the internai l1uid ean mow'
relative to the sphere iLself. Thus, for con­
tinuity of veloeity, il is not neeessary that the
velocity at the sUl'faee he equal to that of the
sphere.

The resistance to the slow motion of a fluid
sphere has been determined hy theoretical means
LIu'ee difl'eren t ti mes; Hvhczynski :jf, and Hada­
mard 3(; puhlished indepe;l(leI{tly the same result
in 1HII, and Bond:: ï , evidently unaware of these
works, (mce again published a ealeulaLion of
lhis type of molion in J \)27. The result ean he
wrilten :

in which !J. and IJ.' are the dvnamie viscosities of
lhe exlel'I~al ancl internaI filiids, respectively. If
the viseosity of the inlernal fluid is large eom­
pared 10 Lhal of lhe external, as for' a misL
droplel in air, the value of K is approximalel~'

unity as for the solid sphere. At the other ex­
treme, for example, an air huhble in a liquid,
K is equal to 2/il. Thus, the velocily of aseent
of a eompanltively inviscid huhhle wouId he
;>0 pel' eenl grealer than lhat for movemenl as a
solic1.

The result expressed in Eq. (Hl) is so weil
documenLed in technieal lilerature that il woulcl
hardly he worth furlher mention were il not for

the fact lhat eonflicting experimenlal results and
conclusions have hcen prescnted. Even for cases
in which the internaI viscosity of the lluid is
not large campal'cd to that of the externat, thcre
are apparently three c1itl'erent kinds of motion
possible for a fiuid partiele : Ca) the motion ('an
he lhe same as fol' a solid sphere; (b) the particle
ean he spherical andmove as though InIly l1uid;
Cc) fol' Im'ger bubhles, and fol' comparatively large
Heynolds numhers COl > 1(0), the particle is nol
spherieal and the motion is comparatively un­
steady. The thin} type of motion, which has
been SUIllmaI'ized by Hosenberg ::8, is oulside the
scope of this discussion wheI'eas hoth of lhe
other two molions, having been found within the
Stokes range, fOI'm logical parts of this tre[ll­
IlleIll.

The most likely cause of the anomalous hehav­
ior for small Heynolds numbers, as Stokes him­
self~, Boussines(I :;!), Due\aux 1o, and olhers have
suggested, is a kincl of surface rigidity resulting
fl'om eonlamination of the liquid interface by
olher suhstances. The fl'equent negleel of [his
important factor is surprising indeed, as Slokes
wrote, a few paragraphs aUer his elassie equa­
lion: " Possihlv the determination of the veloc­
i ly of asceut of very small bubhles may turn
out to be a good mode of measuring the amount
of friction in the superficial film of a liquid, if
it be truc that forces of this kind have any exist­
ence ",

Boussinesq calculated Ihe ef1'ect of a " surface
viseosity", and obtained the expression:

Ir ~ 2 s + (2 p. -+ 3 [J.') d (20)
,~ 2 è + C;l iJ. + iL') d

in which s is a coefficient of surface viscosity.
Although no direct melhod for the evaluation of s

exists, Eq. (20) indicates that the terms involving
the viscosilies become relalively less important
as the diumeler of the sphere decreases. Thus,
for a given degree of contamination some criti-



710 LA HOUILLE BLANCHE SEPT.-OCT. 1951

cal radius should exist below which the liquid
sphere would move as a solid.

In studies of the physical chemistry of sur­
faces,[l, it has heen demonstrated that foreign
matter will collect on an interface, and that a
layer one or more molecules thick will preven t
l'l'ce circulation at the surface. In place of a
uniform coefficient of surface viscosity, it is
probable that the contaminating particles colled
at the l'car of the sphere, and, heing unable to
leave, fonn a kind of protective shell increasing
in size until the particle is efIeetively enclosed,
Thus the surface of the particle can be Huid,
efIectively solid, or partly fluid and partly so/id
as far as the internai circulation of the fluid is
concerned (sec Fig. 7). That the efrect of con­
tamination can he sufficiently great to cause
this occurrence has been demonstrated hv Sll1ith
and Crane (sec Duclaux). In most expe'riments
\vith bubhles or droplets, the expected transition
l'rom the solid to the· fluid has been found to
occU!' with increasing size, but there is little
system apparent in the occurrence. Hosenberg

/' 1
....

1/
;t

V

~
t 1

~

~ ~

\ ~

\
(a) Uncontaminated interface

Interface fion contaminée

FI(;.

concluded from Allen's data and his own that a
Hevnolds number of 70 characterises the tran­
sitton, whereas Bond and Newion ·12 fOlllld various
values of (il between HP and 10 2 fol' four dif­
ferent combinations of gases and Iiquids. In
experiments for low H.eynolds numbers Sil­
veV'l'; found no "Hadamard effect" and con­
ch;ded that Eq. (Hl) did not hold for mercury
droplets in castor oil.

Il is quite possible that difIerent degrces of
surface contamination together with various sur­
face tensions could cause the scatter in the ex­
perimental results. Also, as the bubhle size in­
Cl'eases the hvelrodvnamic stahility of the motion
e1ecrea~es, an'e1 evc:n a l'ully contaminated sur­
face would he broken e10wn eventuallly. Il is to
be expected that a criterion for the complete
definition the transition hetween the two types
of motion woulei he complex, as it wouId presum­
ably include the eIIects of contamination, sur­
face tension, viscosi ty, and inertia. For the
present, il is possible to give only a qualitative
description of this phenomenon.

Layer of foreign particles
Couche de particules étrangères

V

\ " "
\ "

(b) Partially contaminated interface
Iflterface partiellement contaminée

RÉSUMÉ

Modifications of the Stokes theory for fal1îng
particles have heen presented for a variety of
boundary conditions. From nmnerous exper­
iments, information is at hand for delimiting the
applicahiIi(y of the various theories and for en­
larging the region of known performance.

The efIect of the H.eynolds number is relatively
weIl defined, and Oseen's method of including
inertia efIeets if small has been utilized in studies
of a variety of shapes and boundary conditions.

The eft'ect of a cvlindrical container on the l'aIl
of a sphere along the axi s of the cylinder is
known for a wide range of Reynolds numbers,
and for the entire range of sphere-to-cylinder

diameter ratios. Aelditional Iimits to the efl'ec­
tive extent of the fluiel such as plane boundaries
or other falling spheres have been studied.

The slow motion of cylindrical and ellipsoidal
particles has been computed. The importance
of pal'ticle orientation has heen c1emonstrated
quantitatively for eUipsoids and disks anel the
stability of orientation has been investigated.

Small HlIid spheres have heen found to move
sometimes as though solid and sometimes as
though iluid, with variation in surface con­
tamination being the probable cause of the
anomalous behavior.
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Particules en mouvement lent
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STAGIAIRE FULBIIIGHT AU LABORATOII\E n'HYDRAULIQUE NEYHPIC, GHENOBLE

DIl\ECTEUR-AD.IOINT DE L'INSTITUT DE HEClmnCHES HYDnAULIQUES DE IOWA-CITY (U.S.A.)

English text, p. 701.

Se reporter au texte anglais, p. 701, pour les figures

NOTATIONS EMPLOYËES

711

a Demi-axe de l'ellipsoïde orienté selon la
direction du mouvement.

!J, c Demi-axes de l'ellipsoïde normaux il la di-
rection du mouvement (!J ~ cl.

d Diamètre de la particule sphérique.
d' Diamètre du disque circulaire.
D Diamètre du récipient cylindrique.
F Force extérieure agissant sur la particule.
k Coefficient.
K Coefficien.t de résistance (FI 3 'r;!J, Vd).
L Distance entre deux limites pla'nes paral­

lèles.
lR- Nombre de Reynolds de la particule (Vd/-J).
(]l' Nombre de Reynolds du fluide (VD/v ou

Vsfv).

s Distance des centres de deux particules.
Distance du centre de la particule il un plan.

V Vitesse de la particule.
s Coefficient de viscosité de surface.
o Angle formé par la verticale et la ligne des

centres de deux sphéres.
~. Viscosité dynamique d'un milieu fluide.

~.' Viscosité dynamique d'une particule fluide.
v Viscosité cinématique du fluide ([LI?).

? Densité du milieu fluide.
?' Densité de la particule.
<p Inclinaison du plan du disque SUI' la ver­

tieale.

INTRODUCTION

Il Y a juste un siècle que STOKES a présenté au
monde scientifique sa remarquable théorie sur le
« frolitement interne des fluides)) J ('), si souvent
utilisée depuis dans les recherches. Le résultat
peut-être le plus connu de cette théorie est la
simple équation du mouvement d'une sphère:!, juste­
ment appelé « loi de STOKES ». Le calcul est valable
pour des sphères solides se déplaçant très lente­
ment dans un fluide homogène et infini. L'impor­
tance de ces conditions restrictives a été étudiée
par divers auteurs; c'est ainsi qu'on a considéré des
vitesses supérieures il celles du « domaine de STO­
EES )) ("), l'influence des condi tions aux limites, ou

(') Ces chiffres sc rapportent à la bibliographie p. 71 n.
('*) Pour faciliter l'exposè, nous emploierons dèsormais

l'expression « domaine de STOKES » ponr désigner l'en­
semble des eonditions pour lesquelles les méthodes

d'une forme non sphérique et le comportement des
particules fluides. Des études et des mises au point
pour les faibles valeurs du nombre de Heynolds ont
été présentés par S;UOLUCHOWSKI G, OSEEN -1, \VEYS­
SENHOFF 5, SCHILLER ü et LAMB 7, entre autres, mais
il la suite de di verses recherches plus récentes, dont
quelques-unes sont encore inédites, ces études se
sont révélées insuffisantes.

Il nous paraît préférable de résumer les résultats
essentiels en modifiant l'expression de la loi de
S'roIŒS ("') par l'insertion du facteur K dans l'équa­
tion classique qui devient :

d'analyse de STOKES sont applicables, c'est-à-dire les eon­
clitions permettant de nègliger les forces d'inertie sans
introduire d'erreurs appréciables.

('* *) Les équations contenues dans ce texte ct celles
qui se rapportent au sujet sont données en Appendice.

4
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dans laquelle [J. es,t la viscosité du i1uide, V la vitesse
constante de la particule, d son diamètre et F la
force extérieure produisant le mouvement (généra­
lement le poids apparent de la particule). Le coef­
ficient sans dimension K, qui est Je rapport des
forces extérieures aux forces de viscosité, peut il
juste titre être appelé nombre de STOKES. Par défi­
nition, sa valeur numérique est égale il 1 pour un
mouvement répondant aux diverses conditions impo­
sées par STOKES. On peut encore considérer K
comme étant une fonction d'un ou plusieurs des
divers facteurs q:tü peuvent entraîner des diffé­
rences avec la loi de STOKES: les e1fets d'inertie,
s'ils ne sont pas faibIes, les conditions aux limites,
la forme de la particule et même sa 1luidité dans le
cas des gouttes ou des bulles.

Pour des mouvements aux faibles nombres de
Heynolds ('"" "), le paramètre K est préférable au
elassique coefiicient de trainée car il varie peu avec
le nombI'e de Heynolds. Si les accélérations sont né­
gligeables, employer une relation faisant intervenir
leur valeur relative est de' peu d'utilité.

Ainsi, la relation K ~'" 1 caractérise d'une façon
plus précise le mouvement d'une sphiTc en accord
avec les hypothèses de STOKES que Ile le fait la re­
lation en = 24/(R.. D'une façon tont à fail analogue,
On pourrait définir un nombre de Poisenille qui se­
rait une cOllsta·nte pour l'écoulement laminaire dans
un tube circulaireall lieu d'un coefficient de pertes
de charge qui varie artificiellement avec le nombre
de Reyn.olds. Parce que plus significatif et plus
pratique, nous emploierons K dans l'élude des dif­
férentes modifications de la loi de STOKES.

Sans doute, K varie-t-il notablement avec Ol si ce
dernier dépasse environ 0,1; cette varia tion est la
plus connue parmi celles déjù mentionnées. Les tra­
vaux d'OSEEN et GOLDSTEI:\ s el: les nomhreux résul­
lats expérimentaux sont si bien exposés dans la lit­
térature technique 6, D que nous ne les reverrons pas
en détail ici. lVIais même pour l'étude particulière
de cet effet, tant que l'on s'attache aux écarts par

F=37.p.Vd.K (1) rapport il la loi de STOKES pour des nomhres de Bey­
nolds relativemen t faibles, le paramètre K apparait
préférable au coefiicient de traînée. Ainsi le l'ésultat
d'OSEEN, qui indique l'importance des forces d'iner­
tie pour des nombres de Heynolcls inférieurs il l'unité,
peut s'exprimer facilement par :

Ir 1 :3
.~ =" + ----. (r1(; ~

Les effets autres que ceux dus aux variations du
nombre de Heynolds ont été étudiés théoriquement
ou expérimentalement. Les résultats d'expérience
ont permis de définir le domaine d'application des
théories, (l'e préciser les phénomènes au delà de ce
domaine et de donner des renseignements pour les
cas où on peut difficilement prendre en considéra­
tion les cO]HIUionsaux limites.

Les applications des études sur un tel sujet sem­
blent être sans limite. Dans les sciences naturelles,
le géologue, l'océanographe, le physicien et le météo­
Iogue prennent grand intôrêt à ces problèmes, ainsi
que dans le domaine des sciences appliquées l'hy­
draulicien, le métallurgis~e, l'ingénieur chimiste et
bien d'autres. :Même dans les seÏences biologiques, la
vitesse de chute est importante pour les ôtudes sur
le sang et les suspensions diverses. Avec un champ
aussi vaste, ii ne peut y avoir de résumé complet
même du point de vue bibliographique, ct notre
ètude est limitée il quelques-uns des cas les plus
importants pour lesquels nos connaissances sonl: as­
sez bien établies. En plus d'un résumé des travaux
pertinents déjà pubIiôs, nous pr{~selltons les résultats
de nouveaux calculs et expériences sur les effets de
l'orientation de la partieule et de certaines condi­
lions aux limites.

Cette étude a été commencée à l'Institut de Recher­
ches Hydrauliques d'Iowa et terminée au Labora­
toire d'Hydrmllique Neyrpie. L'auteur a reçu une
aide matérielle des membres du Laboratoire Neyr­
pic dans la recherche et l'obtention des réfôrences
nécessaires, la préparation des figures et desappen­
dices, et la lr~lduetion (lu texte.

INFLUENCE DES CONDITIONS AUX LIMITES DU DOMAINE FLUIDE

COlllme la réalisation d'nn fluide infini considér{'
par STOKES est pratiquement irilpossible, de nom­
breuses études ont été consacrées il l'influence de
conditions aux limites différentes. Des théories ont
été proposées et de nombreuses expériences en tre­
prises dans le but d'évaluer les corrections il appor­
ter dans le cas d'une particule se déplaçant au voi­
sinage de parois fixes ou d'autres particules. Grâce
aux résultats de ces btudes, on peut évaluer l'im­
portance de la correction pour plusieurs cas rela­
tivement simples.

("" ') Nous définirons le nombre de Heynolds en uti­
lisant le diamètre cl de la sphèrc(~ =Vd/v.

LIMITE CYLIXDRIQUE

Le problème le plus courant est celui de la dder­
mination de l'influence de la paroi d'nn cylindre
sur une sphère se déplaçant suivant l'axe de symé­
trie de ce cylindre, problème rencontré dans les
mesures de viscosité, les expôriences de vitesse de
chute et diverses recherches de laboratoire. Les théo­
ries et les expériences relalives à cette qnestion sont
nombreuses depuis le travail classique d'ALLEX JO en
1900, et, une dizaine d'années après, ceux d'AH­
XOLD 11, LADEXIlUHG 12, CUNNI:\GIJAM T,; et SMOLU­
CHOWSKI. Depuis lors, maintes études ont été fai­
tes et des synthèses ont été prôsentées par SCHIL­
LEH et lVIEIUUNGTO:\ 11. Dans une {·tude récente exé-
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d
K = 1 + 2,1 1)

On peut adapter cette analyse au cas où la sphère se
meut non pas suivant l'axe, mais excentriquement
avec un point de contact permanent roulant le long
d'une génératrice du cylindre. Dans ce cas, la dis­
tance entre le cylindre et l'équateur de la sphère
varie de zéro il D -- d en première approximation
en accord aVI~c la quantité (D -- d) (1 + cos 0) 12,
dans laquelle 0 est mesuré dans le plan de l'équa­
teur. Pour ce type de mouvement, le résultat est :

Evidemment, l'effet dû il une paroi sphérique de­
vrait être supérieur à celui d'une paroi cylindrique,
et le résultat de LADENBURG apparaît alors indubi­
tablement trop fort tandis que celui de FAXE" pa­
raît vraisemblable.

Une théorie approchée pour le mouvement d'une
sphère dans un tube cylindrique de diamètre sensi­
blement égal fi été établie par l'auteur et ses colla­
borateurs 15. On admet que l'écoulement entre la
sphère et le cylindre est plan et varie lentement
dans ce plan et que la résistance effective est loca­
lisée dans un petit espace au voisinage de l'équateur
de la sphère. Le ca!eul aboutit il l'équation sui­
vante :

Il. a précisé que son résultat clifl'ère du coefficient
2,4 ob:tenu par LADENBURG par suite d'une erreur de
calcul de ce dernier..

On peut faire une comparaison intéressante entre
les résultats obtenus pour des récipients sphériques
et cylindriques, ta particule se déplaçant dans le
premier cas au voisinage du centre de la sphère il
l'instant considéré. Quoiqu'une limite sphérique ne
présente en elle-même qu'un intérêt académique, le
fait qu'elle se rapproche étroitement de la limite
cylindrique dans la région la plus importante jus­
tifie son calcul effectué par CUNNINGHAM. Il a ob­
tenu une expression exacte pour le cas simple d'une
limite constituée par une sphère concentrique. Ce
résultat est présenté en Appendice. L'expression de­
vient, au second ordre :

«())

(7)

d ... -5/~1---1))

K=l+~!:i
32 s

K = 0,8G8

Les mouvements lents d'une particule sphérique
près d'un plan vertical et entre deux plans verticaux
ont été étudiés respectivement par LOHE:\TZ 1G ct
FAXEN 18. Dans le cas d'un seul plan, on peut expri­
mer le résultat sous la forme suivante

LIMITES VERTICALES PLANES

dans laquelle s est la distance du centre de la sphère
au plan. A un ordre d'approximation plus élevé,
OSEEN 4 a obtenu une équation qui tient compte éga­
lement des faibles effets de l'inertie par des termes
variables avec la quantité Vslv. Dans ce mouvement,
il a trouvé une composante horizontale qui dépend
aussi de ce dernier rapport.

Pour une particule sphérique tombant symétrique­
ment entre deux plans paraJIèles, le résultat de
FAXEN e5it, en première approximation :

la résistance étant à peu près moitié de celle obte­
nue dans le cas précédent.

Les diverses expériences faites avec une sphère
tombant à l'intérieur d'un cylindre vertical permet­
tent de comparer les théories précéden.tes et de dé­
finir leurs domaines d'application respectifs. Les
courbes déduites des expériences sont tracées sur
la figure 1 et permettent une comparaison avec les
courbes théoriques pour des rapports de diamè ires
variant de 0 à 0,4. On peut voir facilement que les
approximations linéaires ne sont justifiées que dans
un domaine très limité tandis que celles d'ordrc
supérieur cadrent assez bien avec la courbe expé­
rimentale limite (aux faibles nombres de Heynolds)
pour la plupart des valeurs de dlD indiquécs SUl'

la figure.
Par interpolation on a déduit des résultats expé­

rimentaux (surtout ceux obtenus il Iowa 15), les cour­
bes 01-= constante. Il est remarquable que pour les
valeurs croissantes de dlD ces courbes tendent vers
la courbe limite correspondant aux mouvements pOUl'
lesquels les forces d'inertie sont négligeables. Ainsi
h\ valeur critique de (il correspondant il la lImite
supérieure du domaine de STOKES croît lorsque dlD
décroît. La correction de FAXEN relative à l'inlluel1ce
des forces d'inertie a été mise en évidence par le
tracé de la courbe théorique pour (il = 1. Le l'ai t· ex­
périmental que cette influence décroît lorsque dlD
croît n'est pas ~nlssi caractérisé dans les calculs
théoriques. On voit clonc que la correction cie
FAXEN est trop forte.

Au cours des études réalisées il l'Institut de He­
cherches Hydrauliques d'Iowa, les résultats furent
étendus aux valeurs de dlD voisines de 1 (fig. 2).
Pour les valeurs de dlD supérieures à 0,95, les ré­
sultats expérimentaux correspondent bien à l'équa­
tion (5) si le tube est exactement ver:ical et si (l\­
est très petit (inférieur il environ 0,001). Si l'une
des deux conditions précédentes n'est pas remplie,
la sphère tombc excentriquement· en roulant et la
résistance obtenue est en accord avec l'équation (6),
comme indiqué sur la figure 2.

(4 )

(5)
(. ci -5/2

K 1 (" .= ,lb 1 1 - -,---
\ D

K-1 ..!!-~ (..!!-~ 2
- +4 D+(\4 D

cutée il l'Institut de HecllCl'ehes Hydrauliques
d'Iowa 15, le champ d'investigation a été étendu au
cas où le diamètre de la sphère est voisin de celui
clu cylindre.

Dans une étude théorique, LADENBURG, en suivant
une méthode présentée pal' LORENTZ lU, a obtenu
une expression approximative pour l'influence des
parois cylindriques. FAXEN 17 est allé beaucoup plus
loin en introduisant des corrections cI'ordre plus
élevé pour l'influence du rapport dlD (des dia­
mètres de la sphère et du cylindre) et, orientant
son étude dans la voie lIldiquée par OSEE", en con­
sidérant l'effet cles forces d'inertie.

Pour de très faibles valeurs du nombre de Hey­
nolds et du rapport dlD, le résultat de FAXE" (voir
Appendice) sc réduit à :
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où L est la distance entre les parois. Il a aussi cal­
culé une forme modifiée de cc mouvement dans
laquelle la particule est il une distance L/4 d'une des
parois (voir Appendice).

Ir 1 cl
\.= +­

L
(8) , r-:-J li 9 IYj;l TI: 'J. Vd .. - 1- - _l_. cos 0

. Il s 8 s)_

dans laquelle 0 est l'angle entre la ligne des centres
et la verticale. Si les deux sphères sont sur le même
plan horizontal, la deuxième composante est nulle ct
le résultat correspondant s'exprime comme suit

LIMITE lIOIUZONTALE PLANE
3 d (3 cl \2

K=1---+ --,
8 s \8 s)

(H»

CAS DE DEUX OU PLUSIEURS SPHèRES

r
- 3 d / :~ Il \-1

3TI:!J.Vd ... - -- 11- - - i.
.. 8 s \ Il s)

L'autre agit le long de la ligne des centres des sphè­
res et dans la direction de la sphère la plus basse, et
est égale il :

Le mouvement irrégulier d'une sphère tombant
vers un plan horizontal a été étudié par LORENTZ.
Dans ses calculs, il a négligé les etrets d'inertie, bien
que la vitesse de la sphère change, ct il est arrivé
au résultat :

(12)K=1+le d
s

Pour le cas de deux sphères sur une même verti­
cale, les deux composantes sont co-linéaires ct le
résultat correspondant est :

3 d /:3 d 2
K=1---+( (I1)

4 s \ '4 s

dans laquelle s est l'espace moyen entre les parti­
cules ct le est un coefficient constant qui dépend
des diverses hypothèses faites dans les calculs. On
a obtenu des valeurs de le de 0,7 ù 2,2. D'après ces
résultats, on peut estimer l'effet de la concentration
des sédiments sur la vitesse de chute. Pourtant, on
n'a considéré que des particules de même dimension
e.t .uniformément répar,ljes. Les effets d'une répar­
tItIon quelconque et ceux de diverses dimensions
devraient être déterminés expérimentalement.

L'équation (11) peut ètre aussi obtenue comme cas
particulier des résultats calculés il un ordre plus
élevé par FAXEN pour deux particules inégales, ou
par DAHL (voir FAXEN 22). Dans un autre calcul, STIM­
SON ct JEFFERY 28 ont 'trouvé des valeurs de K cor­
respondant bien il l'équation (11) lorsque la dis­
tance entre les sphères est supérieure ù trois diamè­
tres. Mais il est ù remarquer que les conditions de
calcul des équations (7) il (11) ne sont pas valables
si l'espacement est inférieur à quelques diamètres.

Sur la figure 3, les résultats des calculs théoriques
sont comparés avec ceux des expériences de RUDJI 2J
pour le cas de àeux sphères ct pour le cas d'une
sphère près d'un plan vertical. La divergence assez
grande des résultats provient en partie de la pré­
sence de la paroi et du fond du récipient. BAMMI a
trouvé que pour deux particules l'écoulement ascen­
dant du fluide peut conduire à des valeurs de K su­
périeures il 1, contrairement au résultat théorique de
SMOLUCHOWSKI pour un fluide infini. Dans quelques
expériences isolées, GHALI a aussi trouvé des valeurs
de K supérieures ct d'autres inférieures il l'unité pour
deux sphères.

Les considérations ci-dessus sont tout il fait appli­
cables si l'on considère un grand nombre de sphè­
res, Dans le cas d'un nuage isolé de sphères, la vi­
tesse de chaque particule augmenterait, alors que
dans le cas de particules plus ou moins uniformé­
ment diS'tribuées dans tout le fluide cette vitesse
diminuerait. Cc dern.ier type de mouvement est il
peu près identique il celui des études de CUNNING­
HAM, Si\oIOLUCHOWSKI, l'auteur et ses collaborateurs
ct BUHGERS 25. Les résultats s'expriment d'une fa­
çon commode SOUs la forme :

(9)
d

s

\)
K=l+ Hi

dans lequel s est encore la distance du centre de la
sphère au plan. Les résultats expérimentaux exposés
par ALTIUCHTER ct LUSTIQ lü sont en bon accord avec
ceux de la théorie de LORENTZ, si la valeur de sid
est supérieure il 15 environ. Pour de plus faibles
valeurs de sid, l'effet trouvé expérimentalement est
beaucoup plus grand que celui obtenu d'après l'équa­
tion (9).

Si plusieurs sphères se déplacent en chute libre
dans un fluide, il y a une interaction réciproque.
Comme chaque sphère tend il entraîner une partie
du fluide avec elle, la vitesse de chacune croît il
cause du mouvement des autres si le fluide peut être
considéré comme infini. Au contraire, dans un fluide
limité, il y a un écoulement ascendant compensateur
de telle sorte que le débit à travers un plan horizon­
tal quelconque est nul. Près de la sphère, dans ce
dernier cas, la vitesse induite eS't dirigée vers le bas
alors qu'un peu plus loin elle est dirigée vers le hau!.
La vitesse d'une sphère voisine peut donc soit croi­
tre soit décroître, ct on peut ainsi expliquer les résul­
tats contradictoires de SUDRY 20 et GIL\LI21 concer­
nant les mouvcmenJs de cc type. Pour un grand nom­
bre de particules plus ou moins également espacées
à travers le fluide, l'effet résultant serait une ré­
duction en vitesse moyenne ou bien une augmenta­
tion de la valeur de K.

SMOLUCHOWSKI B a calculé les forces s'exerçant sur
chacune de deux sphères identiques se déplaçant
dans un fluide infini. Par une superposition des
deux distribUi!Ïons de forces que l'on trouve en
considérant successivement chacune des sphères
comme étant fixe tandis que l'autre est en mouve­
ment, il a obtenu deux composantes qu'on doit com­
biner avec la rés!.stance de STOKES. L'une est ver ti­
eale et égale il :
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FORME DE LA PARTICULE

(14)

Bien que la forme sphérique soit de beaucoup la
plus simple à étudier soit par l'analyse, soi t par
l'expérience, on a souvent besoin de renseignements
sur les autres formes et des recherches sur cc sujet
ont été effectuées particulièrement par les hydrau­
liciens, les géologues et les techniciens du béton. Des
complications supplémentaires apparaissent car
l'orientation devient un facteur importan t pour les
particulcs non sphériques et parce qu'une seule di­
mension ne suffit plus à les définir. Les ellipsoïdes
et les cylindres ont été étudiés analytiquement et
des expériences ont été effectuées sur un grand
nombre de formes géométriques artificielles ninsi que
sur des corps de formes naturelles telles que des
grains de sable.

DISQUES

Le mouvement d'un disque circulaire, cas limite
des ellipsoïdes, a aussi été étudié théoriquement et
expérimentalement. Dans ce eas, lorsqu'un des trois
axes tend vers zéro, ]e diamètre de la sphère équi­
valente tend vers zéro ct K tend vers l'infini (résultat
logique puisque la vitesse d'une telle particule en
chute libre serait nu11e). Pour les comparaisons, il
est donc utile d'employer le diamètre du cercle
comme longueur de référence ou, dans le cas plus
général d'un disque elliptique, le diamètre d'un cer­
cle de même surface. En nolant cette longueur d' et
le coefficient correspondant K', on peut écrire

K' = 16
3 d' ~

ELLIPsoïDES

d = 2 --ijaTic

dans laque11e d est le diamètre de la sphère ayant
le même volume,

(lü)

(15)
T' 1 \

1+~\
27C/

2,00 -logcLR..
F/l

4 'TC 1), V

Pour l'analyse du mouvelnent lent et normal à
son axe d'un cylindre infiniment long, la théorie
classique donne une résistance infinie par unité de
longueur, comme STOKES, lui-même, l'a mentionné.
Pourtant, avec l'approximation d'OSElèN, on obtient
un résultat qui est assez différent dans sa forme
de ceux déjà mentionnés. Pour la résistance par
unité de longueur, LAMB r:o a ohtenu

CYLINDRES

dans lequel LR.. est hasé sur le diamètre du cylindre.
Pour un cylindre elliptique, BAIRSTOW, CAVE et
LANG 31 ont obtenu un résultat plus général pour un
mouvement parallèle à l'un ou l'autre des deux axes

pour le disque circulaire sc déplaçanl normalement
à son plan. Les expériences de SCIlllJ1EDEL 2û incli­
quent que l'équation d'OsEIèN est valable pour les
nombres de Heynolds allant jusqu'à 1 environ; au­
dessus de cetle limite, comme pour la sphère, la cor­
rection est trop grande.

La variation de K' a,vec le rapport des deux axes
non nuls est indiquée dans la figure 5 pour les trois
directions principales : a) normalement au plan dtI
disque; b) dans la direction du grand axe; c) dans
la direction du petit axe. Les valeurs limites pour le
disque circulaire sont 8/(3 'TC) pour le premier ca,s, et
lG/(9 'TC) pour les deux autres. Une fois de plus, la va­
leur minimum du coefficient de résistance apparaît
pour le cas d'un mouvement para11èle au grand axe
lorsque cc dernier est approximativement deux fois
plus grand que le petit [ixe.

Pour les nombres de Heynolds (basés sur d') su­
périeurs à 0,1 les résultats pour le disque diffèrent
de ceux de la loi de STOKES modiflée, à pen près de
la même façon que dans le cas de la sphère. Ce
phénomène a aussi été étudié par OSEEN -1 et il a
obtenu le résultat théorique :

(13)
lü

3 d ~
K=

Les équations fondamentales. du mouvement lent
d'un ellipsoïde ont été données par OBEHBECK 2iJ en
187ü et sont signalées par OSEEN 4 et LAMB 7. Ces
équations nécessitent l'emploi des intégrales ellipti­
ques pour leur résolution et, avant une récente
étude publiée en collaboration avec lV1ALAIKA 27 on
n'avait déterminé la résistance que dans les cas spé­
ciaux des disques et des ellipsoïdes de révolution 28.

Cette étude 27 établit les équations et les courbes per­
mettant l'évaluation de la résistance d'un ellipsoïde
se déplaçant suivant l'un queleonque de ses trois
axes principaux. Ces résullats sont représentés gra­
phiquement figure 4, le demi-axe a étant pris paral­
lèle à la direction du mouvement, et b et e étant
choisis de sorte que b ;): e. LR valeur de K peu t être
définie par l'équRtion :

et s est, en général, exprimable en termes de fonc­
tions elliptiques.

En tout, il y a huit CRS ditréren ts, comme l'in(li­
que la figure 4, les équations fin RIes pour s étant
différentes pour chaque cas (voir l'Appendice); le
champ possible se divise alors en : a) un seul point
pour IR sphère; b) qURtre courbes pour les ellipsoï­
des de révolu!tÎon; c) trois régions pour les ellipsoï­
des en général. Un résultat intéressant de cc calcul
est la détermination de la forme ellipsoïdale de ré­
sistance minima pour un volume donné; ce n'est pas
la sphère mais un ellipsoïde de révolution dont le
grand axe est dirigé dans le sens du mouvement et
eSll sensiblement le double des deux autres axes. La
valeur minimum correspondante de K est 0,955.

Si le rapport des axes (a/,/lJe) devient soit très
petit (cas des disques), soit très grand (cas des bâ­
tonnets), K devient très grand et tend vers l'infini.
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Le rapport des composantes horizontale et verticale
de la vitesse est donné par l'équation

mais n'atteint que les trois quarts de cette valeur, si
le grand axe est horizontal Pour des nombres de
Reynolds plus grands que 0,1 environ, de nom­
breux expérimenb:\lteurs ont trouvé qu'une seule
orientation est stable, celle correspondant à la sec­
tion de surface maximum à la chute. Remarquons
cependant qu'on a observé que toute orientation est
sta,ble dans le domaine de STOKES.

Pour des formes symétriques telles que lcs ellip­
soïdes, GANS 28 a combiné les solutions linéaires ob­
tenues pour les churles parallèles aux axes princi­
paux. Puisqu'il n'y a pas de couple dans ces cas, il
n'yen a pas non plus pour une orientation quelcon­
que. De plus, les variations de résistance avec l'orien­
tation peuvent être déterminées d'après les résultats
utilisés pour tracer les figures 4 et 5. On pem aussi
s'attendre à ce que le mouvement présente une com­
posante horizontale.

Pour le disque circulaire, deux composantils seu­
lement doivent être considérées, une dans le plan du
disque et l'autre normal à celui-ci. Le coefficient de
résistance pour le mouvement vertical du disque
tombant pcut être défini comme une fonction de 9,
l'inclinaison du disque sur la verticale.

principaux de l'ellipse. II est il remarquer que les
résultats du type représenté par l'équation (16) don­
nent une résistance nulle pour oi.. = O. Cependant,
pour un écoulement autour d'un cylindre fixé entre
deux parois verticales, la résis :ance trouvée par
BAIRSTOW 32 reste constante lorsque le nombre de
Reynolds tend vers zéro. A la suite d'une série d'ex­
périences, "WHITE 33 a trouvé que l'équation de la
résistance d'un cylindre se déplaçant en chute libre
dans un fluide limité, était semblable à celui de la
sphère et que les résultats en log R du type de l'équa­
tion (16) ne sont valables que pour des cylindres
très petits par rapport à l'étendue du fluide.

Des études de formes autres que celles déjà men­
tionnées ont été présentées dans un certain nombre
d'articles. Dans une mise au point récente, DURAND :ll

a présenté un résumé des effets de la forme à partir
cI'une trentaine de références. La complexité du pro­
blème consistant à définir une qualité aussi variable
que la forme rend difficile l'énoncé de conclusions
générales. En accord avec d'autres auteurs, DURAND
a conclu que les représentations les plus utiles cie
la forme sont basées simplement sur les rapports des
axes principaux de la pàrlicule, et il a précisé que
même ceux-ci pouvaient être mesurés de différentcs
façons dans le cas de particulcs irrégulières. Dans le
domaine de STOKES, l'autcur et MALAIIU. ont trouvé
que pour quelques particules de formes idéalcs (eha­
cune symétrique par rapport à trois plans perpen­
diculaires), la résistance est approximativcmcnt
égale à celle obtenue théoriquement pour les ellip­
soïdes de mêmes proportions.

8 ,1
K'=

3 ~ 5 + cos 2 9

sin 2 9
5 + cos 2 9

(17)

(18)

L'ORIENTATION

Il est évident, d'après la figurc 4, que l'oricntation
d'une particule non sphérique peut modifier sa ré­
sistance. Par exemple pour unc particule en forme
d'ellipsoïde de révolution avec un grand axe quatre
fois plus grand que le petit axe, la vitesse de chute
est égale à eelle d'une sphère de même volume et
dcnsité si le grand axe est parallèlc au mouvemcnt

Les variations de K' et Vn/V" avec 9 sont mises en
évidence sur la figure 6. On a présenté les résultats
pour le cas le plus simple, mais ils sont représenta­
tifs des résultats pour les autres formes. Pour des
forme plus proches de la sphère, ces variations sont
moins marquées. Comme GANS l'a montré, c'es,t seu­
lement pour des particules en forme d'aiguille qu'on
trouve des valeurs plus fortes de VIl/Vyo

SPHÈRES FLUIDES

fluide, a été déterminée théoriquement à trois repri­
ses: RYBCZINSKI ',35 et HADAMARD 36 ont exposé indé­
pendamment le même résultat en 1911, et BOND Bi,

ignorant certainement ces travaux, a présenté un
calcul sur ce même type de mouvement en 1927. Les
trois résultats peuvent s'écrire :

où fL et !L' sont les viscosités des fluides respective­
ment extérieur et intérieur. Si la viscosité du :!Iuide
intérieur est grande par rapport à celle du fluide
extérieur, comme pour une goutte d'eau clans l'air,
la valeur de K est approximativement ég'ale à l'unité,
et le résultat est le même que pour une sphère so­
lide. A l'opposé pour une bulle d'air dans' un li­
quide, par exemple, K est ég'al à 2/3. Donc, nne
bulle dans un liquide relativement visqueux doit

Dans l'étude des écoulements visqueux, on énonce
souvent l'hypothèse qu'il n'y a pas glissement au
contact entre le fluide e,t la sphère. Bien que la va­
lidité de cette condition soit restée en question même
dans l'esprit des savants les plus éminents jusqu'au
commencement de ce siècle, les chercheurs n'admet­
tellit plus la possibilité d'une discontinuité de vi­
tesse à la surface d'un solide, sauf dans les cas où
les dimensions des particules tendent vers celles de
l'écartement compris entre les molécules, soit par
exemple pour des gaz extrêmement raréfiés, soit
pour des suspensions colloïdales. Cependant, dans
le cas du mouvement des gouttes et des huIles, il se
produit effeetivement un glissement, flù au fait que
le fluide intérieur peut se mouvoir par rapport il la
sphère elle-même. Alors, pour satisfaire la condition
de continuité fies vitesses, il n'est pas nécessaire que
la vitesse en surface soit égale à celle de la sphère.

La résistance, en mouvement lent, d'une sphère

K=" 2!J.+ 3 !J.'
3!J. + 3 [J.'

(19)
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dans laquelle é est le coeffieient de viseosité de sur­
face. Bien qu'il n'y ait aucune méthode directc pOUl'
la mesure de c, d'après l'équation (20), les termes
dans lesquels in terviennen t les viscosités deviennent
relativement moins importants lorsque le diamètre
de la sphère déeroît. Alors, pour un degré de eon­
tamination donné, pour toutes valeurs du rayon infé-

monter à une vitesse 50 % plus granüe que celle
qu'clIc atteindrait si elle sc mouv>\it comme un solide.

Le résultat exprimé par l'équation (19) a été si
souvent discuté dans la littérature technique qu'i! ne
vaudrait guère la peine de le faire à cette place si
des résultats expérimentaux et des conclusions con­
tradictoires n'avaient été présentés il son sujet. Même
pour les cas dans lesquels la viscosité du fluide inté­
riéur n'est pas grande par rapport il celle du fluide
extérieur, il y a apparemment trois types différents
possibles de mouvement d'une sphère flui de : a) le
mouvement peut être le même que pour une sphère
solide; b) la particule peut rester sphérique elt se
mouvoir comme si elle étnit vraiment fluide; c) pour
(les bulles plus grandes ct pour (les nombres de
Heynolds relativement grands (Li{. > 100), la parti­
cule n'est plus sphérique et le mouveillerll est relati­
vement irrégulier.

Le troisième type de mouvement dont HOSE:\BEl\G ::'i
a donné un résumé sort du cadre de cet m·tic1e, con­
trairement aux deux autres mouvelllents qui :lpptll'­
tiennent au domaine de STOKES.

La cause la plus probable du. comportemen t a uor­
mal aux faibles nomhres de Reynolds, .col1lme STO­
IŒS lui-même 2, BOUSSI.':ESQ :lil, DUCLAUX JO ct d'au­
tres l'ont mentionné est une sorte de rigidité super'fi­
cielle due à une contamination de l'interface liquide
par d'autres substances. Le fait que cette eause est
si souvent négligée peut paraître surprenant ear STO­
KES écrivit, quelques paragraphes après son équation
classique : « LU! détermination de la vitesse d'as­
eension de très petites bulles pourrait être un bon
moyen de mesurer le frottement dans le film super­
ficiel de liquide, si toutefois de telles forces exis­
tent ». BOUSSŒESQ n ealculé l'effet (l'nne « viseosité
de sUl'faee » et obtenu l'équa,tion :

K
2 s + (2 iJ. + 3 p.') il
. ~-",----~--_._~.._"-'-- .

2 z + (3 iJ. + 3 !J.') d
(20)

rieures à UIle valeur eritique, les sphères devraient
sc comporter comme un soli cie.

Dans des l,tudes de propriétés physieo-chimiques
de surface -II, on a montré que les matériaux étran­
gers se rassembleront sur l'interface et qu'une cou­
che d'une ou plusieurs molécules en épaisseur peut
empêcher une libre circulation à la surfaee. Au lieu
d'un coeffieient uniforme de viseosité de surface, il .
est probable que les partieules contaminant la sur­
face se rassembleront au dos de la sphère et, étant
ineapables d'en partir, forment une espèee d'écoree
protectrice qui croV en surfaee jusqu'à ce que la
pm·tieule soit efl'eelivement cnveloppée (voir fig. 7).
Ainsi, si l'on eonsidère la eirculation intérieure clu
Iluide, la surface de la partieule peut être fluide, ou
identique à un solide, ou un môlange des deux. Le
fait que l'efret de l'impureté peut être suffisamment
important pOlir expliquer ce phénomène ri été mis
en évidence pal' SMITH ct CIL\.':E (voir DUCLAUX .LO).

Dans la pluptu't des expéricnees SUI' les bulles e(
les gouttes, on a trouvé TIne transition de solide à
fluide si le diamètre augmente, mais le phénomène
ne se produit pas systématiquement. HOSENREIlG a
eonc1u, d'après les données d'ALLEN el les siennes
propres, qu'un nombre de Heynolds de 70 earactérise
la transition, alors que Bo.':n et NEWTON ,12 ont indi~

qué diverses valeurs de cR. entre 10- 7 et 10-2 pour
qnatre combinaisons difrérentes de gaz ct de fluides.
Au cours d'expérienees aux faibles nombres de Hey­
nolds, SILVEY 4'3 n'a trouvé aucun « effet d'HAD!\.­
MAIln )) et il en a condu que l'équation (19) n'est
pas vala·hle pour les petites gouttes du mercure dans
l'huile de riein.

Il est bien possible que les variations de la teneLll'
en impuretés de la surfaee et eelles des tensions su­
perficielles de la surfaee puissent être la cause de
dispersion des résulta,ts expérimentaux. De plus, lors­
que la grandeur de I~I bulle eroît, la stabilité hydI'O­
dynamique du mouvement déeroît et une surface
lout à fait eontaminée pourrait éventuellement sc
r'ompre. Mais un critérium définissant la transition
cntre les deux types de mouvement serait complexe
paree qu'il devrait comprendre les effets de conta­
mination, de tension superficielle, de viseosité et
d'accélération. Pour le moment, il n'est possible de
donner qu'une description qualitative de ce phé-.
nomène.

RÉSUMÉ

Des modifieations à la loi de STOKES pOUl' les par­
tieules en chute lihre ont été données pour les di­
verses conditions aux limites. Grâce il de noulf>reu­
ses expériences, on peut définir les conditions d'ap­
plieation des diverses théories et étendre davantage
le domaine des comportements connus.

L'influenee du nombre de Heynolds est reblive­
ment bien définie ct ln méthode d'OSEE.': pour l'in­
troduction des petits effets d'accélération a été ap­
pliquée il l'étude de diverses formes et conditions
aux limites.

L'influence de parois cylinclriques SUI' le mou­
vement libre d'une sphère suivant l'axe cI'un eylin­
dre est connue pour un large inlervalle de nombres
de Reynolds et pour toutes les valeurs clu rapport

des diamètres de la sphère et du eylindre. D'autres
limitations au libre mouvemen t du fluide, telles que
la présence de parois planes ou d'autres sphères en
mouvement, ont été étudiées.

On ft déterminé le mouvement lent des particules
ellipsoïdales et cylindriques. L'importanee de l'orien­
tation ft été montrée quantitativement llour les ellip­
soïdes et des disques ct les conditions de stabilité
d'orienta tion ont été étudiées.

On a enfin mis en évidence que les sphères flui­
des se meuvent tantôt comme Un solide ct tantôt
eomme un fluide, la variation de l'état de contami­
nation de la surface étant la cause probable de ce
eomportcment anormal.
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APPENDICE

FORMULAIRE

1. STOKES' EQUATIONS.

nes ist an ce 2:

Free fa1l 2 :

Modilied equation J5;

L - EQUATIONS DE STOKES.

Hesistance :

F=:l"p.Vd

Chute libre:

10'---0
V = -- -'--' (Je[2

18 !J. •

Equation modilléc :

F = (:l" p. Vd) K (1)

II. -- EFFECT OF SMALL ACCELERATIONS.

Oseen .1;

Goldstein 8;

II. - INFLUENCE DES FAIBLES ACCÉLÉHATIONS.

1" 1 3"\ = . + 16°\- (2)

III. - CYLINDHICAL BOUNDAHY.

K 1 + 3,., 19 J")' 71 IR ;; ...
= 16°\- - 1280 (\..- -r 20,480 ~ ~

III. - FRONTIÈHE CYLINDIUQUE.

(a) d/D < 1

Ladenburg 12;

K=1+2.'1 ~

Faxén 17:

1 3 d /' (VD \
- = 1- -(/1- - 1-) + 2.09
K 16 D \ '1

d
D

in which:

Approximate value:

dans laquelle :

VD
0 2 4 8 20

v

f 2.104 1.7G 1.'18 1.04 OAG

Valeur approchée:

d
K = 1 + 2.1

D

(b) d/D -) 1

Symmetric motion 15: Mouvement symétrique:

3 ~2 " (1.- Dd) 5/2 •. ( d \-5/2
\ =: 1.66 1·- D ) (5)
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Asymmetric motion:
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Mouvement dissymétrique:

719

45,,3 ( dK= --11---,
512 \ D

"'ii/2
() C'('Q ('1 d
.0)0 \ ,,- -j) (6)

IV. - SPllEHIC,\L BOUNDAHY.

Cunningham 13:

(v. FnoNTll;UE SPHJ~HlQUE.

1- !J d
4 D +

Approximate value:

V. ---- PLANE BOUNDAlUES.

One vertical plane.

Lorentz If.:

Valeur approchée:

!J d n d
K=l+ +

-~r-D 4D

V. - FnoNTll;HES l'LANES.

Un plan vertical.

(4)

(7)

Stock 6;

K=
1
n d

1--­
32 s

d \:l
-'1
4sJ

n
82
~\
s )

Oseen 4:

Faxén 18 :

1 =1-~~+ (d\:;

K 8 48 \4S)
1 (,d \5
-2 4"8)

in wlüc'h:

1 = 1-~(Jl + 9 d f (VS,) + (~y _ 45 (~)-l
K 16 8 -48 2 v ) 48 j 16 \ 4 s

dans laquelle:

> ("d)5-2 -
4s

( Vs \ 4 2:~ " tG..,:H7 ,1 8 _ [- 25'1 -1 x
f \\ 2 ,,) = t (;1') = 1-3 x ..i- lti x-- g- ;r" + 1)(j4.r + 9" :r" -- ,,24:t + ... __ log 1.781-2"

Two planes parullel and vertical.

Symmetric:

Faxén 18:

Dellx plans verticaux et parullèles.

Symétriques:

1 d (d \:;
- = 1 ----- 1.00'1 - + 0.411) I\-}.)
K L -

(U tin ( !!.-.) "
\L/

Sphere at quarter-point: Sphere au quart cIe l'interplan :

Faxén 18:

~( = 1 - 0.652G 4I~ + 0.1475 CI~Y ---- (U:ll
·ld\'! '" (4d)"\ --- u.()()44 --

) \ L

Horizontal plane bOllndary.

Lorentz 16:

K.==I+

Frol/tière plane et horizontale.

d
s

(9)
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VL Two OH "IOHE SPHEIŒS. VL -- DEUX OU PLUSIEUHS sPIIÎmEs.

1'wo spheres in the same horizontal plane ;:: Deux sphères dans le même plan horizontal;::

K
8

il
+

:l ri
8 s

(1 ())

1'wo spheres in the sa me vertical line ;:: Deux sphôres sur la même ver:ieale;: :

K
:l cl :l ri ')

- -L - (11 )1,1 s ,1 s

Sinee the extremely complicated expressions of
Faxén 22, Dahl 22 and Sti mson and JeJrery 2:;;

are equivalent to that of Smoluchowski vvithin
the llseful range, they have not been dupli­
ented here.

Puisque les équations extrêmement compliquées
cIe Faxén 22, Dahl 22 et Stïmson et Jetrery 2;;

sont équivnlentes à celles de Smoluehowski
cIans le domaine pratique, elles n'ont pas été
reproduites ici.

Uniformly clistributed spheres: Sphôres uniformément réparties

cl
K="l+k­

s (12)

Cunningham 1::: 1.i < k < 2.2il

Smoluchowski ::: k = 1.1(;

Burgers 2,,: k 1.4

McNown et aIl,,: k = 0.7

VII. --- ELLIPSOIIJAL l'AHTICLE. VII. PAHTICULE ELLIPsoïDE.

:\IeNown and Malaika 27:

K IG
:~ ri ~

o:!)

in which: clans laquellc :

ri 2\Ya67

and for the eight possible cases: cl pour les huit cas possibles:

8
1. {{=b,=-=c: ~=

3{{

2. (1 == li > c :
c

j
-.,--b"

k l = ..5!~:'-=--.

\ ., .,
11- -. c-

YI = ;11'C cos
(l

c

(~~ l, y;: = arc cos (clb), k;;

(~~--1,

2{{
-(i~--- c 2

~== 2 [C~_~l~ b 2)F(Yl'k l ) 02E(yl' "t)]
(0 2 -- b2) '/ (12 ~ ci

il. a < b = c :

G. ([ > b> c :

8. b> (1 > c :

:~. (1 = C < b :
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VIII. -- DISE:.

Elliptical disk:

CirculaI' disk. -- [nerlia e1I'eets:

Oseen 4:

LA HOITILLE BLANCHE

VitI. -- DISQUE.

Disque elliptique:

1\'

Disquc eircul:lil'e. Ell'ets d'inertie:

721

Etreet or orientation:

8 j' ,
K' 1 +

l \

i~ .. (Il' < O.t

Influencc de l'orientation

(5)

8 .[

+ COS?
(7)

(K'v is the resisiance coeffieient for the vertical
component of motion.)

Horizontal movement:

(K'v est le coefficient de résistance pour la com­
posante veriicale du mouvement.)

\Iouveillent horizontal

IX. Two DL\1ENSIOè'iAL MOTIOè'i.

CirculaI' cylinder:
Lamb 30:

sin 2 cp
~-----------_ .._,-~-

;) + cos 2 ?

IX. -- MOUVEMENT A DEUX DIMENSIQè'iS.

Cylindre circulaire:

(8)

Elliptlcal cylinder:

Bairstow::2 :

F/I 1

2.00 loge cil

Cylind['(~ elliptique:

(1 G)

10'/1
-1 7: [J.

1

X. --- FLvID SPHEHES.

Rybczinski ::G, Hadamard :':G:

x. Sl'HÈHES FLVIDES.

Surface viscosity:

Boussinesq ;-:9:

Viscosité superficielle:

K == 2 s + (2 y. + :~ 'J:) cl
-"2 ê + (il [J. + 3:~~T((

(19)

(20)
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