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Théorie de la génération
de la houle cylindrique par un batteur plan
(2° ORDRE D’APPROXIMATION)
Theory of the generation of a cylindrical wave

by a straight-fronted wave generator

(Second order of approximation)

PAR PIERRE FONTANET

ANCIEN ELEVE DE 1’ECOLE POLYTECHNIQUE

La théorie du mouvement engendré par un bat-
teur plan dans un canal indéfini, de profondeur
et de largeur constantes, rempli d’'un fluide par-
fait, pesant et incompressible, a été faite au
premier ordre d’approximation par MM. Have-
lock, Biesel et Kravichenko. Le présent travail
est consacré a Pétude de la deuxiéme approxi-
mation, ainsi qu’au calcul de I'’harmonique non
linéaire émis par le volet. Les abaques relatifs
au batteur pision ont été tracés et reproduits
dans le texte.

La solulion se présente sous la forme d'une
somme de séries uniformément convergentes
dans {oufe la masse du fluide, ainsi que sur les
frontiéres, sauf aux extrémités du volet, o la
solution posséde des singularités logarith-
miques.

The theory of the movement produced by a
straight-fronted wave generator in an indefinite
canal of constant depth and breadth and con-
taining a perfect ponderable and incompressible
fluid, has been established to a first order of
approximation by Messrs. Havelock, Biesel and
Kravichenko. The present work is concerned
with the study of a second order of approxima-
tion and the calculation of the non-linear har-
monic emilied by the flap. Graphs for a
plunger-fype wave generator have been plotied
and are reproduced in the texl.

The solution takes the form of a sum of uni-
formly converging series throughout the fluid
mass and at its boundaries, except at the flap
ends, where logarithmic singularities occur.

AVANT-PROPOS

La théorie de la génération de la houle par un batteur a été faite au premier ordre
d’approximation par M. Havelock, en 1929, et par M. Biesel, en 1951.

Ce dernier auteur a notamment établi la validité de la solution formelle de M. Have-
lock. Ces démonstrations ont été complétées et achevées par M. Kravtchenko dans une publi-
cation ultérieure.

Lorsque le mouvement du batteur est sinusoidal, la solution de MM. Havelock et Biesel
se compose d’une houle cylindrique et d'une oscillation sinusoidale ayant toutes deux méme
période que le batleur. L’oscillation est donnée sous la forme d’une série infinie dont les termes
contiennent les facteurs exponentiels :

e~ %o

En pratique ils deviennent négligeables dés que I'on s’éloigne du batteur d’une distance égale
4 deux ou trois fois la profondeur du canal.
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La série représente ainsi une oscillation locale qui sert & I'ajustement de la condition a
la limite le long du batteur. En effet, sauf construction spéciale —— jamais réalisée, en fait —
le déplacement du volet différe du déplacement d’un fluide agité par une houle pure. L’écart
est précisément compensé par l'oscillation locale, qui permet au fluide d’épouser exactement
le mouvement du batteur (*).

Si le mouvement du générateur de houle n’est pas sinusoidal, tout en restant périodique,
on peut le décomposer en série de Fourier. A chacun de ses harmoniques correspond une
houle ct une oscillation locale de méme période. Dans Papproximation du 1¢ ordre, qui uti-
lise des équations et conditions aux limites linéaires, le mouvement du fluide est obtenu simple-
ment en additionnant les divers mouvements harmoniques. Cette théorie a été développée par
M. Apié dans une thése soutenue devant la Faculté des Sciences de Grenoble.

Mais ces diverses études ne permettent pas d’expliquer I’émission de houles harmoniques
par un batteur dont le mouvement est rigoureusement sinusoidal. Ces derni¢res, en effet, appar-
tiennent & la catégorie des phénoménes non linéaires.

Le présent travail a donc pour but de compléter les théories précédentes, par la prise en
comple des termes du 2° ordre. Il permet notamment de calculer Famplitude et la phase du
deuxi¢éme harmonique émis par un batteur sinusoidal.

La méthode qui a été suivie est une méthode d’approximations successives. Elle prend
comme point de départ la solution du probléme au 1¢* ordre d’approximation. On calcule les ter-
mes du 2° ordre (**) qui doivent étre ajoutés a la précédente solution pour satisfaire aux équa-
tions et conditions aux limites du canal indéfini jusqu’au 2° ordre d’approximation. L’expression
ainsi obtenue satisfait d’autre part 4 la condition frontiére le long du batteur au I°r ordre
d’approximation.

Elle contient, en effet, deux composantes :

— La premiére, de période T, est constituée par les termies du 1¢r ordre qui continuent a épou-
ser exactement le mouvement du batteur;

~— La deuxiéme, de période T/2, est formée des termes du 2° ordre rajoutés.

Comme le mouvement du volet ne contient pas d’harmonique de période T/2, il fau-
dra, pour satisfaire a la condition limite au 2° ordre d’approximation, compenser cetie
seconde composante, tout le long du batteur, par I'addition de termes complémentaires. On y
parvient en ajoutant une houle harmonique et des oscillations sinusoidales de période T/2,
dont les amplitudes et les phases sont convenablement choisies.

Ces derniers termes représentent, du reste, des solutions élémentaires du mouvement
du fluide dans un canal indéfini. De plus, leur amplitude étant du 2° ordre par rapport a
Pamplitude du fondamental, leurs interactions mutuelles et leurs interactions avec les termes
précédents sont du 4° et du 3° ordre et peuvent étre négligées. Les équations et conditions aux
limites du canal indéfini ne cessent donc pas d’étre satisfaites au 2° ordre d’approximation
aprés laddition de ces derniéres expressions.

En résumé, la solution formée, comme il vient d’étre dit, comprend :
-— La houle fondamentale et l'oscillation locale, du 1¢* ordre et de période T;
— Les termes du 2° ordre accompagnant la houle et I'oscillation du 1¢r ordre;
- - La houle harmonique et l'oscillation locale de période T/2.

Elle satisfait a4 toutes les équations et conditions aux limites du probléme. Elle décril
au 2¢ ordre d’approximation le mouvement cylindrique engendré par un batteur dans un canal
de largeur et de profondeur constantes, rempli d’'un fluide pesant supposé parfait et incom-
pressible.

Les calculs étant assez lourds, je me suis contenté, en fait, de déterminer 'amplitude
et la phase de I'harmonique émis par le batteur. Pour décrire complétement le mouvement,
il faudrait, en outre, calculer I'amplitude et la phase de Poscillation locale de période T/2. Les

3

calculs seraient tout & fait analogues 4 ceux (ui ont été développés dans ce texte. Leur intsé-

(*) Par « exactement », il faut entendre, en réalité. au premier ordre d’approximation.

(*7) Ce sont d’une part les termes du 2° ordre associés a4 la houle et a Poscillation locale (termes
:aleulés par M. Miche} et d’antre part les « termes d’interaction », entre honle et oscillation locale
ttermes calculés par MM. Biesel et Daubert).
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rét pratique serait cependant limité, car, &4 une courte distance du générateur, il ne subsiste,
au 2° ordre d’approximation, plus que trois termes, tous les autres se trouvant en fait amor-
tis. Ces trois termes sont :

— La houle fondamentale (période T, amplitude du 1e ordre, célérité de I'onde libre de
période T);

— Le terme de 2° ordre qui ’accompagne (période T/2, amplitude du 2° ordre. Célérité de 'onde
libre de période T);

--- L’harmonique émis par le batteur (période T/2, amplitude du 2° ordre. Célérité de l'onde
libre de période T/2). :

Pour décrire le mouvement & quelque disiance du batteur, il suffit donc de connailre
Pamplitude et la phase de ces trois termes.

Les calculs numériques ont été exécutés par le service de calcul scientifique de la Société
Grenobloise d’Etudes et d’Applications Hydrauliques (SOGREAH) a laide d’une calculatrice
¢lectronique IBM 650.

Les résultats sont rassemblés dans deux abaques donnant 'amplitude et la phase de I’har-
monique émis par le batteur piston. Les abaques du batteur volet n’ont pas été calculés.

Le présent travail comprend, en outre, un chapitre consacré a4 'examen de la validité des
opérations formelles effectuées. La convergence des séries utilisées pour la représentation du
mouvement du fluide et pour le calcul numérique des abaques, résulte du fait que les singulari-
tés des fonctions qui décrivent la solution sont relativement faibles. J’ai ulilisé pour cette étude
des méthodes déja employées par M. Kravtchenko et M. Biesel pour la recherche des smgula-
rités au 1er ordre.

Au terme de cette étude, il me reste a exprimer ma profonde sratitude envers M. le pr ofes-
seur Klavtchenko, pour l'aide affectueuse et dévouée qu’il m’a appmtee, durant ces trois der-
niéres années. Par ses cours de spécialités d’Hydrodvn'umque (3" cyele), il m’a initié aux théories
mathématiques de la houle, dont la connaissance m’était indispensable pour entreprendre ce tra-
vail. Ses suggestions, les trés nombreux conseils qu’il m’a prodigués et son concours effectif en
maintes circonstances, m’ont permis en outre de résoudre les difficultés rencontrées, et d’attein-
dre le but que Je m’étais fixé.

Je remercie également M. le professeur Santon qui, par ses cours de spécialités, a com-
plété mes connaissances sur la physique de la houle. Avec la collaboration de M. Marcou, chef
des Travaux Pratiques au Laboratoire de Mécanique des Fluides, il m’a de plus initié aux tech-
niques expérimentales du laboratoire 4 houle, techniques trés délicates mais si précieuses pour
le chercheur aussi bien que pour I'ingénieur.

Je tiens a souligner Iimportance de la contribution apportée a cette thése par M. Biesel,
chargé de cours & la Faculté et directeur technique de la SOGREAH. Je lui dois la méthode que
j’ai employée pour construire la solution. Le calcul des termes du 2° ordre constitue d’ail-
leurs une application de sa « théorie de la houle irréguliére », laquelle, rappelons-le, est une
généralisation de la théorie de M. Miche (*).

Jexprime d’autre part ma reconnaissance envers la Direction de la SOGREAH qui m’a
accordé les loisirs nécessaires & I'exécution de cette thése et qui a assumé la charge finan-
ciere du calcul numérique des abaques.

Je remercie aussi Mlle Clément, ingénieur & la SOGREAH, pour avoir amorcé les calculs
qui, par leur volume, constituent une part importante de ce travail.

Je remercie enfin MM. Chabert d’Hyéres, Daubert, Jolas, mes camarades de cours du
3° cycle d’Hydronynamique, le personnel du Laboratoire de Mecanlque des Fluides, et le Ser-
vice de Calcul Scientifique de la SOGREAH, pour les emprunts que j’ai effectués a leurs diver-
ses recherches, et pour la collaboration amicale qu’ils m’ont apportée.

INTRODUCTION

La présente élude constituant une application de la méthode d’approximalions succes-
sives de M. Miche, nous emploierons des variables de Lagrange, sous la forme ulilisée par cel

(*) La théorie de la houle irréguliére a été reprise récemment par M. Daubert dans des condi-
tions générales (houle rotationnelle au 1o ordre) et poussée jusqu’au 3° ordre d’approximation.
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auteur. Ce sont donc les coordonnées de repos de la particule qui remplaceront dans nos
équations les coordonnées usuelles de Lagrange (*).

La solution du probléme au 1er ordre d’approximation, qui servira de point de départ &
notre étude, a été écrite par MM. Havelock et Biesel dans le systéme de variables d’Euler. On
pourrait transcrire cette solution dans le systéme de variables que nous avons choisies, par sim-
ple substitution des variables x,, y, aux variables x, y. En effet, les premiéres ne différent des
secondes que par des quantités du 1er ordre. Par suite, la solution écrite en variables de Lagrange
(ou en variables de Miche) ne différe de la solution écrite en variables d’Euler que par des quan-
tités du 2° ordre au moins. Elle vérifie elle aussi les équations et conditions aux limites du pro-
bléme au 1¢ ordre d’approximation.

On trouverait d’autre part dans les diverses références citées dans la bibliographie, la
démonstration de la validité de la solution formelle, démonstration que 'on pourrait appliquer
sans difficulté & notre systéme de variables, moyennant quelques adaptations.

Cependant, pour donner plus d’unité 4 notre exposé, et pour permettre au lecteur de sui-
vre plus facilement certains développements de notre théorie, nous suivrons une voie un peu
différente. Aprés avoir posé les équations du probléme, nous reprendrons avec les variables
%o, Yo les grandes lignes de la théorie au 1¢ ordre, laissant le soin au lecteur de se reporter
aux mémoires originaux de MM. Havelock, Biesel et Kravtchenko pour plus de détails.

CHAPITRE 1

MISE EN EQUATION DU PROBLEME
SOLUTION AU PREMIER ORDRE D’APPROXIMATION

Les équations du mouvement s’écrivent en coordonnées de Lagrange :
— Equation de continuité :
D@y _ 4
D (a, b)
— Equation dynamique (**) :
D [(@%x/of), ] | D [(0%/0f), y] 0
D (a, b) D (a, b) o

On substitue aux variables de Lagrange qa, et b, les variables de M. Miche. Cette transfor-
mation, que nous supposerons possible, respecte les volumes el vérifie 1a relation :

D @ Yo) __ 4
D(a, b)

Elle laisse donc invariantes les équations du mouvement qui deviennent :

D@y _; D[@2/0m),2] , D[@y/om),y] _
D (o, yo) D (zy, yo) D (xy, yo) o

0

(*) Les coordonnées de Lagrange (a, b) définissent un point particulier de la trajectoire d’unc
particule (position de la particule au temps t = t,). Les coordonnées de repos x,, y, telles que les a
définies M. Miche représentent la position de la particule lorsque le fluide est au .repos.

(**) On obtient cette équation en éliminant la pression p par dérivations croisées entre les deux

équations classiques :
1o , oxox , (%% oy _
e 2a T 3E 24 +<at2 +*">aa =

1 op  owow (2, \3y _
. o6 T o op T\ o "’g>a—b_°
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y ou y,

X OU Xg
7

Fig. 1
On utilise un systéme d’axes rectangulaires défini comme suit :
~— L’axe Oz ou Ox, est horizontal et confondu avec le fond du canal;

— L’axe Oy ou Oy, est vertical ascendant et confondu avec la position de repos du batteur.

On se limite a I'étude des mouvements cylindriques, de sorte que la 3° coordonnée ne
figure pas dans nos équations.

Dans le systéme des variables de repos, les conditions aux limites s’expriment simple-
ment (*) :

Ce sont :
1. La condition au fond du canal, exprimant que le déplacement est horizontal :

y=0pour yo=0 x,=0

2. La condition & la surface libre, exprimant que la pression y est constante :

1 ©op 2%r ox <3‘-’y oy
Lo Zxow Ltg)gl =0
o ox,

pour yo=nh x,=0
3. La condition au batteur, exprimant que le mouvement du fluide épouse le mouvement du
batteur. On suppose que ce dernier est défini par I'équation :
x = ef (y) sin kt
(e représente I'infiniment petit principal).
4. Pour clore le domaine, il faut ajouler une condition a Pinfini. On supposera que la solution

est bornée pour x, = 4 « et qu’elle représente une ou plusieurs houles se propageant
dans la direction des x positifs.

L’équation dynamique peut s’écrire sous une forme un peu différente :

o [D [(x/ot), x] D [(@y/ob), y] "J —0
at D (:120, yo) D (x()’ y())‘

Pexpression figurant dans le crochet étant égale au double du rotationnel. IL’équation dynamique
exprime ainsi la propriété classique énoncée par le théoréme de Lagrange : le rotationnel atta-
ché 4 I'élément de volume qui entoure une molécule déterminée (caractérisée par sa position de
repos xg, yJ,) ne dépend pas du temps. Il se conserve donc au cours du mouvement. On remarque
d’autre part que le rotationnel est une fonction arbitraire introduite par 'intégration de I'équa-
tion dynamique. En le désignant par ¢ (z,, y,), on a finalement :

D@y _ | o D[0Ox/2D, 2] D [(9y/ob), |
D (x, yo) D (x, yo) D (xy, yo)

== 21 (X, [y)

Pour résoudre ces équations, on appliquera la méthode des petits paramétres de Poincaré
et on supposera que x (X, Yo, £) et y (@, yo. 1), { (g, y,) sont des fonctions analytiques de la

(*) L’intérét principal de la transformation de M. Miche est, en effet, de substituer au domaine
occupé par le fluide en mouvement, un domaine dont toutes les limites, y compris la surface libre,
sont connues a priori.
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variable e, régulicres dans le voisinage de e == 0. Lorsque e tend vers zéro, on admettra que I'agi-
talion du fluide devient nulle. Les fonctions z, y, et { se réduisent alors aux valeurs « de repos » :

Xy Yoo Lo =0

On peut ainsi effectuer les développements en série :
x =1, + eX; (Xo Yo V) + Xy (@, Yo 1) + . ..
g =y, + €Y (@p Yoo 1) + €2Ys (g, Yo, 1) + . .. D
== ety (e, Yyo)  + 2o (xp go) + ...

A notre connaissance, la démonstration de la convergence de ce développement n’a jamais
¢1é faite. Nous admettrons simplement qu’elle a lieu pour des valeurs de e suffisammnient petites.
Nous reviendrons plus loin sur ce point.

Dans l'approximation du e ordre, on admetira de plus qu’il est légitime de limiter les
développements & la premiére puissance de e. En substituant dans les équations du mouve-
ment, en écrivant qu’elles sont vérifies pour toutes valeurs de e et en négligeant les termes du
2° grdre, on obtient :

K B 2 <8Y] X,

0 Pp 2 — —2
%o e ot \ oz, ayo> & @or go) (D

De méme, les conditions aux limites s’éerivent :

1) Y, =0 pour y, =20 2,20
92X, oY

2) S5 +9g ax:) =0 pour yo=h xy =0

3) Xy =f(yo) sin ki pour rt,=0 . O0<K<y,<h

On a supposé f (y) analytique et régulié e pour les valeurs 0 < y, < h sauf peut-¢tre pour
un nombre fini de valeurs de y,. Nous reviendrons sur ce point.

4) X,, Y, bornés pour x, = - . Pas d’onde venant de l'infini.

Le systéme définissant le vecteur déplacement de coordonnées X, Y; s’obtient par une nou-
velle intégration de I'équation dynamique

29X, oY, .. .

o e =div. (X;, Y) =0
oy, X1 rot. (X, Y)) =21, (o o) X t 4 Cy (@or yo)
ox, oy,

olt Cy (zy, yy) Teprésente une fonction arbitraire ne dépendant pas du temps.

La solution générale de ce systéme est la somme d’'une solution particuliére de I’équation
compléte et de la solution générale de I'équation sans second membre (gradient d’une fonetion
harmonique). On peut donc écrire :

24 ? 26G
X, = 1 , 1 (e (o
1 (20, go) X ¢ 3o (o, o) + N (X0, Yo, 1

oy,
o 991 Gt
Y, = DT, (g, yo)» Xt + o (o> Yo) + 57 (gs Yoo 1)

Les fonctions ¢;, ¢;, G; satisfaisant elles-mémes aux équations :

AG =0 Ay =+ 2¢ (xy, yo) Aoy = - Gy (g, Yo
et vérifiant les conditions limites,
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Le premier terme peut représenter soit un terme séculaire, soit le premier terme du déve-
loppement en série d’'une fonction périodique, comme I’a fait remarquer M. Kravtchenko en s’ins-
pirant des résultats classiques de Poincaré et des travaux de M. Daubert.

Nous écarterons de notre étude le deuxiéme cas dont la discussion parait difficile, quitte
a réduire la généralité de la solution trouvée.

Dans ces conditions, si nous admettons que, dans le canal a houle, le niveau moyen ne peut
s’¢lever ou s’abaisser indéfiniment, Y; ne peut contenir de termes séculaires, d’ob :

Oy o
2%, =00

Dans 'expression de X, le terme (dy,/dy,) X t représente un courant de masse paralltle
au fond, dépendant de y, seul.

dyg }——-

Fic. 2

Le courant qui traverse un élément de surface de hauteur dy, doit donc étre débité a tra-
vers le batteur.
Si nous supposons celui-ci étanche, nous devons avoir :

Ay =0, ce qui entraine ¢, = Cle
dy,

et2€1:’A4)1:O

En vertu de la premiére hypothése faite sur le courant de masse, le rotationnel était indé-
pendant de z,. En veriu de la deuxi¢me hypothese (étanchéité du batteur), le rotationnel doit
étre au moins du second ordre.

Les conditions de surface et de fond s’écrivent maintenant :

Qo oG
2= 0 Yo =20 a‘;{i—}"al]_;:
_ 2*G, oy, PG
w20 yo=h om0 5o T g ey T
ou @
azGl _aﬂ ?..(h Ju— te
38 T 9%, 795, =C

On peut égaler la constante & zéro, ce qui revient a changer I'origine de 1'échelle des
pressions.
Dans ces expressions, seul le terme 99,/9x, ne dépend pas du temps.

On doit donc avoir séparément :

2y =20 yo=10 68%1“ = ( gyg] = ()
0 0
90 022G oG
o > posavend hp N == gl ¥ - —-ﬁl o
2o=20 yo=nh S 0 5 +g o 0

(*) Ceci correspond 4 lexploitation d’un canal & houle avec un volume d’eau constant.
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De méme, sur le batteur, on doit avoir :

991 Gy

S == in /
=0 0<y,<h 1, -+ o2, f (yo) sin kt
d’ot :
09y __ aGy e f ink
M 0 >, == f (y,) sin kt

Ainsi, le changement de variables z; = x, — e (991/2y,), Yy ==y -} ¢ (09;/0x,) représente
un déplacement du 1¢ ordre qui conserve les volumes puisqu’il satisfait, au 2° ordre pres, a
Péquation :

D (xla y]) —
D (s yo) o

Il remplit également les conditions imposées aux limites du canal lorsque le fluide est au
repos.

Il fait partie d’un groupe de transformations étudié par M. Chabert d’Hiéres. Ce groupe
transforme le domaine étudié en lui-méme et correspond donc a4 un simple changement des
coordonnées de repos.

En effectuant ce changement de variables, les expressions :

a@l 3G1
rT=2x
0" aJO Te dx,
! aGl
J= 0 al]o
prennent la forme plus simple :
oG
r=ux,+e a—x;
0G4
y= l]l + € aJl

G, étant une fonction harmonique de x; et y, au 2° ordre prés. D’autre part, comme on le recon-
nait aisément, les conditions limites conservent la méme forme au 2° ordre prés.

En résumé, pour résoudre au 1¢ ordre d’approximation le mouvement du batteur, compte
tenu des hypothéses faites ci-dessus, on doit chercher une fonction harmonique G; satisfaisant
aux conditions limites (*) :

G,

° > = =
1 Lo = 0 Yo 0 ayo 0
2°G aG
20 x0>o -l]():h atzl + - :0
3° xy=0 0<y,<h %, f (yo) sin kt
oz,
4% xog=+ G, borné, pas d’onde venant de l'infini.

La formulation du probléme & P’aide de la fonction résolvante G, (**) est donc tout i fait
identique a4 celle qui a été¢ faite par M. Biesel 4 I'aide du potentiel des vitesses.

(*) On remplace les indices 1 par les indices 0, ce qui est possible, puisque sur le fond et sur la
surface libre y, = y, = 0 ou A, alors que sur le batteur z; = x;, =

(**) ou potentiel des déplaccments G;.
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On connait des solutions élémentaires & variables séparées qui vérifient les conditions 1,
2 et 4. Elles sont obtenues en posant :

G (y, Yos ) == g1 (7)) g2 (o) sin kt
AG devient :

g9’ (330) s (llo) —m?
g1 (@) g2 (o)

d’ou les solutions de la forme :
G = (C; em 4 Cy e—imm) . (Dy em¥ - Dy, e—™%) sin ki

On détermine les constantes C;, Co, Dy, Dy pour satisfaire aux conditions limiles 1, 2 et 4
et Pon obtient deux types de solutions :

1° m REEL :

__a, chmyy, Kt —
G—-————moe “Shmh meh cos (kt — myxy)

m, est 'unique racine réelle et positive de k2 = mg th mh (condition de surface).

I

X, = 96y = 4 a; —c—ll—o*l&sm (kt — mgx,)

(X
oGy ay chmgyy,
— 2 Q It —
Y, S e s cos (kt — mgx,)

Cette solution représente une houle progressive de demi-amplitude a,, se propageant vers
les x, positifs.

2° m IMAGINAIRE PUR (m == —1)) :
2 —Ay .
G = — =Dt cos Allo sin kt
P sin Ak
2, est 'une des racines réelles de I'équation k* = -—)gtgarh :
2 a,e—N% .
X, = oG _ 2ae ™ cos Mo gin ket
0%, e sin 2,h
—Ap i .
Y= oG _ 2aemh SIN Mo sin ket
[5) 8 e sin 2,k

Ces solutions représentent des oscillations sinusoidales qui s’amortissent & courte distance
du batteur. Elles forment une suite infinie comme-les racines 3, elles-mémes.

Les équations et conditions aux limites étant linéaires et homogénes, une combinaison
linéaire de ces solutions élémentaires vérifie ¢galement les équations et les conditions 1, 2 et 4.

On choisira donc les coefficients a,, a, de maniére a satisfaire & la condition au batteur.
Celle-ci s’écrit :
Xy == 0

0<yo<h

__ @ ch Molfo. | ¥ 2 a, €08 WY
X1 (0, yo) ¢ “shmh 21 S h = f (1o

Comme Pont indiqué MM. Biesel et Kravtchenko, la possibilité de ce choix résulte du fait
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que la snite formée par les fonctions ch mg y, el cos i, y, est a la fois compléte et orthogonale (*).

Dans ces conditions, la fonction arbitraire f (y,) peul étre développée en série de fonc-
tions orthogonales sous réserve que f (y,) vérifie certaines conditions de régularité et certaines
conditions limites. Nous reviendrons plus loin sur ce point.

Les « coefficients de Fourier » a, et a, se calculent par les formules classiques :

g — Jo" [ (o) eh moyody,
e sh myh {o" ch? myy.dy,
2a,  __ fo"f (o) cos X, yo dyo
esin)h fo cos? X, yody,

En particulier, pour le batteur piston.. f(@y =1;
pour le volet simple... [ (y) =y/h;
pour lec volet balancoire f(y) ==1 4 (Ae/he) y.

y y Y
e/|T_/

e T4

x X e X
o o

e}

Piston Volet simple

Fic. 3

Volet balangoire

On a donc pour ces trois types de batteur plan les formules générales :

@ — 2 e sh2 myh 2 Ae sh myh (mgh sh myh — ch myh +- 1)
™" mgh + sh mgh ch myh myh (myh - sh mgh ch myh)
20 2 e sin? ),h 2 Ae sin ), h O,k sin 2,h 4 cos A,h — 1)
= p

= Mt 4 sin )k cos 3 h + A R+ sin i,k cos A h)
Pour le batteur piston, on fera Ae = 0;

Pour le volet simple, on fera e = 0.

Houle

e composante
de I'oscillation locale

U
Y ; /
/

/
——————— 2& composante Mouvement
/ / de |'oscillation locale / résultant

Fic. 4

(*} Ce sout les fonctions propres de l’équation différentielle U” + pU = 0, U étant une fone-
tion définie dans lintervalle (0, h) et satisfaisant aux conditions limites :

0 =0 gU’ (h) — I2U (h) = 0
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Le mouvement du fluide est représenté par les expressions :

ch myy, . & v COSA U .
= ag ——2L sin (kt — myz 2 a e~ ———240 gip Lt
T=2 o oy mgh ( o) + 21 7 Teinyh

o0
Y=y, + a %hﬁ—%?—‘;% cos (kt — myx,) -+ ? 2 a,e—N% —ssli?l—)‘fj]l—l‘l sin kt
ou le deuxiéme terme représente la houle émise par le batteur et le troisiéme, 'oscillation locale.

On a figuré ci-contre les déplacements correspondant & la houle et aux premiéres com-
posantes de P'oscillation locale pour les molécules qui restent en contact avec le batteur (a,==0).

En additionnant tous ces déplacements on obtient le mouvement résultani qui est déja
assez voisin du mouvement du batteur.

On concoit qu’en augmentant le nombre de termes des séries représentant l'oscillation
locale, on puisse amener le fluide & épouser exactement le mouvement du volet (au premier ordre
d’approximation). Cette remarque nous conduit & examiner de plus prés la convergence de ces
séries.

Convergence des séries dans la masse du fluide.

La solution formelle obtenue ci-dessus étant écrite sous la forme de séries infinies, il
importe de montrer que celles-ci représentent hien des fonctions définies et continues véri-
fiant les équations dans toute la masse du fluide et satisfaisant aux conditions limites sur les
bords du domaine. Or, les termes des séries contenant les facteurs exponentiels e~%% (*) {on
reconnait qu’elles sont absolument convergentes ainsi que leurs dérivées d’ordre quelconque),
quels que soient x, et y, (xy+0). Elles sont donc uniformément convergentes dans tout le
domaine intérieur, et représentent bien des fonctions continues et dérivables satisfaisant aux
équations du mouvement. Il en sera de méme sur les limites du domaine sauf au droit du bat-
teur ot 'on a x, = 0. Les exponentielles se réduisent alors & I'unité et la convergence doit étre
¢tudiée soigneusement.

Convergence des séries sur le batteur.

On doit vérifier que pour x, =0, la série donnant le déplacement horizontal converge
uniformément vers la fonction f (y,) (condition limite au batteur).

Dans ce but, M. Biesel a fait 'étude de la valeur principale des coefficients a, et a,.

En remplacant dans leurs expressions les quantités i, sin it el cos i h par les déve-
loppements limités :

N 1 < , 1 . k*h 1 1
Jolt == pm -0 <—~— cos i h=(—1)»1 0 <~—7> sin AN = (— 1)P+1 —— — + O <——>
P v ' oA ’ gw p O
on obtient :

1

2a, 2 k2h L~ 1 n
esini,h ~ R [1+ gr? X P2 TO\})] '/0 1 (o) cos 2, y0dy,

On admet que f(y,) est continue pour (0:<y,<<h) ainsi que ses dérivées premicres el
secondes.
. On suppose que fo* f” (yo)sin dy,dy, est borné. On obtient alors, au moyen de trois inté-
grations par parties successives :

h i 4
/0 f () €08 Wgjodyy = — ——{cos Wk [(k2/g) f (W) — [ (B)] + f* (0) b — —f-/—gl’l sin W
-~ \ 7'

2
22,

1 A 444 -
+ FEA K [ (go) sin dyyody,

") Pour p assez grand, i, ~ (px/h). En effet, ),k est obtenu en coupant la tangentoide — cotg Ah
par la droite )h (g/k*h). On reconnait que ),k est ainsi voisin de pz, d’ou A,h = pr—¢, On a d’ail-
leurs k2h/g = A tg h  (k2R/g) = (pr—¢,) tg ¢, d’olt ¢, = (k2h/gm) X (1/p)+0 (1/p2).
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2aq, 2 | » | K2 , m 11 /1
—_ — Lo{(— 7 R — R — (] 7 — —_—
sin 3,k =n | [.q F f(l)_]+f(0)5p2‘+o<p3>

Si f(y,) satisfait anx mémes conditions aux limites que les fonctions propres qui servent
a la représenter sur lintervalle (0, h), (k2/g) f (h) = f'(h) et f7(0) = 0 et si la fonction [ (y) est
continue ainsi que ses deux premiéres dérivées, on voit que les séries donnant les déplacemecnts
x (0, yo) et y (0, y,) ainsi que les séries dérivées sont absolument convergentes. La convergence ne
dépendant pas de la valeur de y, est d’ailleurs uniforme.

Si f (y,) ne satisfait pas aux mémes conditions limites que les fonetions propres, la série
représentant f (y,) est encore absolument et uniformément convergente. Par contre, le terme
général de la série dérivée est :

2 | k? , sin p [x— (zyo/H) ] 2 s Sin p (=y,/h) 1
=— = | — f(h) — 0L L ) AT/ =
u” wh2[g F f(h)J P T IO P +O<p2>

La convergence de la série u, est de méme nature que la convergence des deux pre-
miéres séries, puisque le reste O (1/p?) est le terme général d’une série absolument conver-
gente (*).

Or, en vertu du théoréme d’Abel, les séries de la forme (C/p) sin pg sont uniformément con-
vergentes dans I'intervalle ouvert :

0<pB<2a(™)

soit pour la premiére série :
0<n(l—yy/h)<2x ou —h<y,<h

et pour la deuxié¢me série :
0 <wmyy/h<2m ou 0<yo<2h

On peut done conclure : la série dérivée sera uniformément convergente sur tout linfer-
valle (0, h) sauf a celle des extrémités ol la fonction f (y) ne vérifie pas la condition limite (c’est-
a-dire aux extrémités ol il y a des discontinuités. Nous reviendrons plus loin sur ce point).

On aboutirait 4 des conclusions analogues si f(y,) ou ses deux premiéres dérivées
n’étajent pas continues sur lintervalle (0, h). Les séries ol leurs dérivées seraient uniformé-
ment convergentes dans tout intervalle ol f () (ou sa dérivée) sont continues, mais elle présen-
lerait le phénoméne de Gibbs aux points de discontinuité (***). Ces résultats sont classiques et
nous n’insisterons pas.

Nous remarquerons simplement, en nous reportant a la figure 4, que toutes les fonc-
tions propres ont une tangente wverticale au fond du canal. Leur somme aura donc elle
aussi une tangente verticale en ce point alors que la pente du volet y est inclinée. Cette

(*) En effet, O (1/p?) peut étre majoré par M/p2?, M étant une Q11.antité finie (sinon le terme ne
serait pas de Yordre de 1/p2).

(**} On sait d’ailleurs que f‘. SII;pB = T'ZB pour 0 < B8 < 2m.

1
Pour B = 2 kr, la fonction représentée par la série trigonométrique est discontinue et la conver-
gence ne peut étrc uniforme dans le voisinage (phénoméne de Gibbs). On a de plus :

+Er\\

X 2

ff sinpf f@ln—0) +[@kz + 0) == 0 pour B = 2 kg g

F 2 \110 \‘1277

Fic. b

S|

(**") Dans Ie calcul des coefficients, Pintégration par parties donnerait en effet des termes de la
7o

forme :
2 [ft+0—fl—07] . 3
— » sinp —
si f(y,) avait au point y, = » une discontinuité de premiére espéce.
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derniére passe ainsi brusquement de la valeur 0 & la valeur Ae/he et les dérivées du déplace-
ment subissent en ce point une discontinuité de premiere espéce. Par suite, les séries qui les
représentent ne peuvent étre uniformément convergentes au pied du volet.

Les conclusions seraient contraires pour le batteur piston, puisque sa trace esl elle-méme
verticale.

Au sommet du batteur, la pente des fonctions propres est liée a leur valeur U (h), par
Iéquation U’ (h) == (k?/¢) U (). La pente de [ (y,) ayant en général une valeur différente en ce
point f7 (h) s« (k%/g) f (h) les dérivées du déplacement y subissent une discontinuité, et les séries
dérivées ne peuvent converger uniformément en ce point.

Les difficultés de convergence sont dues au fait que les fonctions propres sont mal adap-
tées a la représentation de la fonction X, (0, y,) =7 (y,) vers les extrémités du batteur lorsque
f (o) ne vérifie pas les mémes conditions limites.

Etude a priori des singularités.

En rappelant ci-dessus les grandes lignes de I'étude faite par M. Biesel, nous avons remar-
qué que la convergence des séries sur le volet est essentiellement lice & I'existence des singu-

Y

larités de la fonction que I'on cherche & représenter par une série.

M. Kravtchenko a fait une étude des singularités de X; (xq, yy) et Yy (x, y4). Cette étude
permet de connaitre le comportement des fonetions au voisinage du pied et du sommet du bat-
teur. Elle permet également de déterminer les singularités de X, (O, y,)et de prévoir la nature
de la convergence des séries sur le batteur. Nous allons maintenant en rappeler les résultats en
Padaptant 4 notre systéme de variables.

Les coordonnées du vecteur déplacement X;, Y; sont solutions du systéme :

X, — o(—Yy) 0X, - 0(—Yy) ™
al‘o ayo ayo axo

Les fonctions X; et —Y,; sont donc harmoniques conjuguées. Par suite, F (z,) = X, —iY,

est analytique dans le domaine étudié. Elle est d’ailleurs réguli¢re en tout point intérieur, puis-
que X, et Y; sont solutions d’équations a coefficients réguliers.

Les fonctions X; et Y, vérifient de plus les conditions de fond et de surface et la condition
a Tinfini qui s’expriment par des équations a coefficients réguliers. La condition limite sur le
batteur est également réguliere si f (y,) et ses dérivées ne possédent pas de discontinuités sur
Pintervalle o, h (**).

La fonction F (z) ne peut donc posséder de singularités & l'intérieur ou sur les limites du
domaine sauf peut-étre aux points d’angles (extrémités du batteur). En effet, en ces points, X,
et Y, doivent vérifier simultanément deux conditions limites qui sont en général différentes. Par
exemple, si T'on approche du sommet du battenr en suivant la surface libre, la fonction
U (g, yp) = k?X; — ¢ (0Y,/0,) = k?X; — ¢ (9X,/9y,) reste constamment nulle et ’on a :

U (0, h) = 0.
Mais si on approche du sommet du batteur en suivant I'axe oy,,

U (0, yo) = K% (yo) — g [df (yo)/dy,],
et on a: U (0, h) = k?f (h) — gf’ (h),

- (*) En effet, on a montré que le rotationnel ¢ (x,, y,) était nul. D’autre part, on peut prendre
Gy (xy, yy) = 0, ce qui revient a effectuer la transformation du groupe Chabert d’Hiéres. Le second mem-
bre de I'équation dynamique (voir systéme d’équations II) est donc nul.

(**) Dans le cas contraire, les fonctions X; et Y; présenteraient une singularité en tout point
de Pintervalle o, = 0 0y, << h ou f(y,) ne serait pas réguliére. Nous reviendrons sur ce point.
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qui n’est pas nul en général. Ainsi, la fonction U prend deux valeurs différentes au point (o, h). I
en est de méme pour F (z,) et I'on peut conclure en disant que le sommet du batteur est un point
critique (& moins que f (y,) ne satisfasse a4 la condition limite en surface k2 f (h) — gf’ (h) = 0).

On aboutirait a des conclusions analogues pour le pied du batteur. On va maintenant
chercher a préciser Ia nature de ces singularités.

A) Etude du point situé au pied du batteur.

+h Yo
wl
M X4
o e Xo
M’ X4
-Y,l
| S—

Fia. 6

La fonction F (z,) est définie dans le voisinage de ce point par une condition mixte
(valeur de la partie réelle sur Oy,, valeur de la partie imaginaire sur Ox,). Il est commode de
se ramener a des conditions limites plus simples fixant les valeurs de la partie réelle sur tout le
contour. On considére dans ce but le mouvement image du mouvement réel, le miroir étant
constitué par le fond du canal.

En deux points symétriques M et M" on a :
Xl (xo U t) = Xl (1'0’ Yos 1) Y1 (x()a Uos t) = - Y1 (1’0, Yos t)
Sur le fond du canal, on a de plus Y; (x,, 0, ) = 0.

On peut donc enlever la paroi constituant le fond du canal sans perturber le mouvement.
Celui-ci se trouve maintenant défini dans la bande :

=0 —h<yy<+h
Dans le nouveau domaine, la fonction F (z,) = X; — iY; est déterminée par les conditions
limites (o= =h I2X — g (0X{/0xy) =0 et 2, =10 X, =[(y,) sin kt).

On peut séparer le facteur temps en ajoutant uune houle venant de I'infini (ce qui revient &
modifier la condition & l'infini et ne change pas la nalure de la singularité a Porigine).

On a alors
X (g, Yor 1) = X (g, yy) sin kt Y, (@, yo, 1) =Y (2, yo) sin kt

Lorsqu’on parcourt Paxe Oy, en traversant I'origine, X, (0, yo) = f (y,) est continu, mais
il est clair que 9X,/9y,= [’ (y,) subit une discontinuité égale 2 :

(85)s0 ~ Q) =2 ri=r o,

Or, 9X,/9y, est la partie réelle de la fonection i [dF (z5)/dz,] qui est également analytique dans
le domaine étudié.

En posant : i —q%z")—z o (o, o) + 1 (0, 7o)
0

on reconnait que dans le voisinage de T'origine, I’écoulement représenté par le potentiel com-
plexe o - iy est du type tourbillon :
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2

o+ i) =-— 2L tog 7, ()
En retranchant la singularité, on obtient une nouvelle fonction analytique :

i dF (z,)
dz,

2 if’
-+ I“ log z,

kY

dont la partie réelle est nulle et continue a I'origine.

q): "fIO
V= cre
0
P=-fo @ = Cte

Fra. 7

Sa dérivée est encore une fonction analytique puisque dans le domaine intérieur F (z,)
et log z, sont réguliéres. On a d’ailleurs :

ood /. dF(z) | 2ife .. \]_ X, 2f,cos0
6{ l;l dzO <l dzO _I— ™ IOb 20 )] — ayoz - TC@

Sur Paxe Oy, (0 = =/2), cette expression se réduit a f” (y,) qui est continue & origine (**).

On a encore :

R

C @ dF () 28 N X, |, 2[,sin20
(Iz2<l dz, + w08 “’) ’~ y,? 2 ng2

qui se réduit a {7 (y,) sur Paxe Oy,,.

La partie réelle de cette fonction subit la discontinuité 2 .

Elle se comporte donc comme la partie réelle de :

Oi///
:‘_u.lodz
0
. o

On peut écrire ainsi en développant [ (y,) autour de 'origine (***) :

5 9 i Ly
R (__ d(fz(i dF(zo)+_ -:IIO logzo>+2£~°‘10gzo =y, [V ) < a< 1
_ dz : '

dz,

(") En effet, dans ce type d’écoulement, le potentiel subit une discontinuité quand on traverse
Porigine : ¢ = Q2 f,8/m) (o, o—o_o) =2f¢/n [{n/2) —(—n/2)] =2 [’,. Les lignes de courant sont des
cercles centrés sur lorigine allant du potentiel 4+ f’, au potentiel — f/,.

(**).En effet, la courbure du batteur image est égale i la courbure du batteur réel. D’ailleurs,
Ia fonction f(y,) est paire dans Pintervalle — h < y, < h. Ses dérivées d’ordre pair sont donc égales
de part et d’autre de lorigine, mais ses dérivées d’ordre impair y sont opposées.

(***) On suppose que f” (y,) et fIV (y,) existent dans Pintervalle 0, h, d’ou1 :

aaX 744 74
"ay—osle Wo) =" + Yo [*V (ayo) 0<axl
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Cette égalité montre que la partie réelle de la fonction écrite ci-dessus est nulle et conti-

nue au sens de Lipschitz pour y, = 0.
D’aprés le théoréme de Fatou, la partie imaginaire (définie 4 une constante additive pres)
sera au moins de Pordre de y, log |y,| et la fonction, elle-méme, de Pordre de z, log z,.

On peut donc écrire le développement limité :

d> /. dF(zp) , 2if 20" . 2 i
J— dzo2 Kl dzoo + 7:0 log zo>__,——--—ﬂ lob ZO+O("U log 4(,) *+ ICO

En intégrant, il vient successivement :

A AF (z0) 4 21 z0>= 21", Jog zo— zo) + O (22 log 7o) + iA 2o + B
dz, dz, n b

—i B _ 2o oz, 270 (20085 B4 SAED 4 Bry 4 G4 O (ot log 2
dz, - 2 4 2 ~

7

- < 532 Tn %“) zo3 + O (z4° log z;)

Si T'on avait poursuivi le processus d’exiraction des singularités, on aurait eu dans le déve-
loppement limité des termes de la forme :

fo¥ zo° log z, fo¥ I zy"log 2z, . ..
Dans le cas du batteur plan f7y=f"o=/[,Y = ;" = ... == 0, le développement se réduit
am:
2

F (z) = iD — 2L 20 log 2, + (210 +iC> 2o+ 2 22 + O (z?)
\

ot D =D, +iDy €= C; +iC,

On pose :
‘%3" zy? == (ay - iby) (Py + iQa) (ay + 1by) 2y = (a3 + iby) (Pg + 1Qy)
o Py, Qo P3, Q3 sont des polyndomes harmoniques conjugués.

On peut séparer les parties réelles et imaginaires :

., 2 v 2 74

Xy=-—-Dy— 7{0 (g log o — 0yy) + ( 7]:0 — C2> 2y — Cyyy + 2Py — 04Qa + 3Py — 03Qs3 + .
27

~n=nﬁ—£°mmw+mo+Qm+@ﬁ—4@m+mm+@m+%m+@%u.

Ces fonctions doivent salisfaire aux conditions limites :

Y;=0pour yp=0 et 0=0 dou D, + Cixy+ byx,>2+ ... =0

(*) Remarquons que la partie réelle de la fonction F(z,), soit X,, est conlinue a P’origine an
sens de Lipschitz. Mais la dérivée 9X,/9y, étant discontinue, F (z,) est de ordre de z,logz, Comme
on I'a vu plus haut, ce terme provient de Vintégration de la singularité de la dérivée : (2 if’y/x) log z,.
Plus généralement, si la premiére dérivée discontinue était d’ordre n, la partie principale de f(z,) serait
de la forme z," log z,. On retrouve le résultat de Fatou en le précisant.
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On en déduit: Dy =C;=b,= ... =0.
De méme, pour xy,=0 et 0=(x/2) X;=f =Ffo+ vl
— Dy + [0 — Cigo —aoye® + bsyo® + - .. =fo + yofo
d’ott : Dy ==—Ff, Ci=a,=0b;=0
On posera dans la suite C, = — q,.

En définitive, on a les développements limités valables au pied d’un batteur plan :

Xy =fo— 20 (xy log ¢ — 8ye) + (gﬁ‘g + ao) Ty 4 ag (T — 3 yo») — by (Yo — 10 2% yo® -+ 5 2?4

1
Y= 2Lo o tog o + om0 — (210 4y} yo— aggo (3 2 — 9) + boma (mt — 1022 po? + 54®) +

Ainsi, les déplacements X; et Y; sont finis et continus au voisinage du pied du batteur.
Sur le batteur (x, = 0), X; et Y; sont des fonctions de y, seul. Leurs dérivées :

OXy __ 21, oP; 4 2Q;

g w T By, TPy T
oY, _ 21, . ©Qg oP;
%o = loge— @ —a 9y, s oy,

présentent des discontinuités de premiére et deuxiéme espéce, si [y 0, c’est-d-dire si f (y,)
ne vérifie pas la condition limite au fond.

Elles sont cependant de carré intégrable. En vertu d’un théoréme connu, les développe-
ments en séries de fonctions orthogonales convergent « presque partout » vers la valeur des
fonctions 9X;/9y, 0Y{/0y,. En particulier, si f"(y,) est continu dans Pintervalle (0,:¢), ce
développement est uniformément convergent dans l'intervalle (0, ¢) extrémités comprises.

Si 7 == 0, les dérivées 0X,/0y, et 0Y,/dy, sont continues au pied du batteur, et le dévelop-
pement est uniformément convergent dans Pintervalle (0, ) extrémités comprises. Il est d’ailleurs
absolument convergent, car les dérivées 92X,/9y,?, 02Y,;/9y,? sont de carré intégrable et conti-
nues et lear développement en série est lui-méme uniformément convergent.

Si f (y,) présente des points de discontinuité dans I'intervalle (O, ¢) lout en étant de carré
intégrable, il en sera de méme de X;. Le développement sera alors uniformément convergent
dans tout intervalle ne comprenant pas le point de discontinuité. Connaissant la nature de la
discontinuité de f (y,), on pourrait, par des raisonnements semblables 4 ceux qui ont été faits
ci-dessus, déterminer les singularités de X; et Y;. Par exemple, si f (y,) a une discontinuité de
premiére espéce (pour y,=r1) X; se comportera comme la partie réelle de :

— 2L+ 0 —f (= 0)] logz,
Y, se comportera donc comme :
— 2+ 0 —f (1—0)] loge

qui est de carré intégrable. Le développement de Y, sera lui aussi uniformément continu
dans tout intervalle ne contenant pas le point de disconlinuité. On étudierait de manitre ana-
logue linfluence des discontinuités de [’ (y,).

On retrouve ainsi les résultats obtenus par I'étude des coefficients de la série. Mais Pon
connait en outre le comportement des fonctions X; et Y, dans le voisinage des points singuliers.

Rappelons, pour terminer, que M. Biesel avait déterminé les singularités aux extrémités
du batteur en cherchant une fonction irréguliére dont le développement en série soit précisément
fa partie principale de la série étudiée.

La lenteur de la convergence étant imposée par la nature des singularités, on concoit en
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effet que la série représentant la fonction se comporte comme la série représentant les singu-
larités.

B) Etude du point situé au sommet du batteur.

Il est commode de transporter I'originc des axes au point étudié :

Yo

U =—k2ﬂy°)+ Ftyy) canal image
Xo
0
U=k fly1-g £ yo) canal réel

Fi1a. 8

On considére la fonction harmonique U == k2 X, — g (0X,/9y,) partie réelle de la fonclion
analytique (*) :
0X,
%Yo

—i (k2Y1 +g %{ol — X F (z) — gi —ﬁdﬂz(:@

G(Zo) =k2X1'——'g

On effectuera le prolongement analytique de cette fonction (par réflexion a travers la surface libre,
cette fois-ci), de facon & transformer le point d’angle en un point ordinaire du contour limitant
le domaine. Ceci est possible puisque U est nulle sur la surface libre.

Dans le canal image on définira U par I’équation :
U (xp, yo) = — U (1, — o)

La fonction harmonique U est déterminée par les valeurs prises sur la limite du canal
réel ou de son image (**).

En particulier, on a sur le batteur :
U=Fk2f(y,) —9f (yy) cOté canal réel
U=—1«f(yy) + 9f (yy) coOté canal image
La fonction U subit donc 4 la traversée de Iorigine une discontinuité :
U(4+0) —U(—0) =—2 [k (0) — gf" (0) ]
On posera :
[0 =f, [0 =f R = 2/= (k*f, — gf'n)

On en conclut comme précédemment que la fonction G (z)) se comporte au voisinage de Iori-
gine comme :

(2 i/m) (k2f;, — gf";) log zy == IR log z,

IR log z, constitue ainsi le premier terme du développement de G (z,).

) (*) F (z,) étant analytique dans le domaine et les fonctions X; et Y, y possédant des dérivées
continues, i [dF (z,)/dz,] est aussi analytique.
(**) On peut calculer ces valeurs & partir des valeurs de X, et Y, ainsi que de leurs dérivées.
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Pour déterminer les termes suivants, il faut éiudier le comportement des dérivées au voi-
sinage de I'origine.
Or il est clair, d’apres la figure, que de part et d’autre de y, =0, les valeurs de la pente

oU/0y, sont égales, alors que les valeurs de la courbure (et donc les valeurs de 22U/0y,?) sont
opposées. On a ainsi une discontinuité pour la partie réelle de :

2 [ axq

_ _— aXl _,ii —2if
oyo® | X9 3y, ¢

1—9 ayo‘ ?2

-
—_— k2
dz T ox, Oy [_ X

qui se réduit sur Paxe Oy, [0 = = (=/2)] & °2U/0y,2

—.‘1'-:-2- (G (z5) — iR log 7] =

Cette fonction se comporte comme 2 i/x (k2f”;, — gf”;) log z,

En utilisant le théoréme de Fatou pour déterminer le reste et en intégrant, on {rouve :

7 2 2\
G (zy) = iR log zy + Co + Cyzo — 2_5’ k2" — gf ") <—’;;’— log zy — Zfl ) + O (z¢% log zy)

Pour le batteur plan, la dérivée seconde et les dérivées d’ordre supérieur sont identique-
ment nulles. Le développcment se réduit a :

IoF (29) — gi- T2 E0) — iR log 2, + Co + Cuzo + Care? + O )
0

L’équation sans second membre a pour intégrale F (z;) == Ae—2% out 'on a posé :

ik2
v =
g
En considérant A comme fonction de z, on trouve facilement :
_ R B, el Ree Gy | iC/,  1
F ()= - log 20 + - e / et dzy e Togzy <b0 -
G (s 22 _2_>
+ g (zo a + 2

En développant e—%%, on obtient finalement une expression de la forme :

y o2 2
F (z) = a, + ibo~%zo log 2o + (ay + ib1)zo +- ‘?f“g? 202 10g 2o -+ (s -+ iby) 22 — ‘;;f;‘

zs% log zo - .

Enfin, en séparant les parties réelles et imaginaires et en appliquant les conditions aux
limites, on a successivement :

2 2
Xy =a,— ’]5‘ (o log o — 0yo) + ayxg — byYo — ]zi’;_z 0 (2 — yo?) — %’?“ ToYo 10g o - ap (o — ¥o?)
— 2 byxgyy -+ O (% log o)

2 2
— Ya = by (g Tog o 05 -+ Buo - sy — 0% (e Yo Jog o — Mgy -+ by (it — g

+ 2 axxoyy 4 O (¢3 log o)
To=1yo=10 X1 (0,0) =ay=u

Paroi du batteur :
Ty = 0 6= — 'l'l7/2

Ky Kof (o) — gF (o) = Kofa— g'n+ yo Ue3fn) =Ky + bug + k2 (222 1, )y,
Yo . k
— (ask® + 3 gby) yo* + ...

2X,—g
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Surface libre :
yo - O 0 == O

kX, — g ?;51 — Ky + gby + <k2a1—{— 9 bog -+ ’;“? > 2o 4 (2ay + 3 gbs) T2 + ... =0
0
c 2
On en tire : ay==f a, arbitraire by = — —k—g&
k2 9 y ke
t=— gz Bh—glD b= h—gf)
d’ol1 le développement :
2 2
Xi=fr— R (o log o — 0y) + sty + i Yo — 'R [0 (@e® — yo?) + 2 oy l0g o]
9 g 2 ¢
2; k4nR
T Iil ;1; (xg? — Yo*)— 6;3 xoYo + O (o* log 0)
2 2 k2zR
Yi=—"bo+ %(yo log ¢ -+ bxp) + E‘qh Lo — Aylfo — écgl: [(@? — yo®) log o — 2 bx0yo] + —;‘g‘z— LoYo

k=R

Ty (2% — 7o) + O (¢ log o)

Comme au pied du batteur, X, et Y; sont partout finis et continus.

Sur Yaxe Oy, X; et Y; sont des fonctions de y, seul et leurs dérivées ont pour expression :

oX;4 RO k2f;, k2R I2nR
= —tn 7,0 Z cen
0o q -+ g + 7 yob -+ 2 2 Yo +
oY R R k2R k2R k=R
ay; = logo + v —a; + - yolog o + 5 g2 Yo -+ 6g° Yo+ ...

La premiére dérivée posséde une discontinuité de premiére espéce, la seconde, un infini
logarithmique si R 40, c’est-a-dire si la fonction f(y,) ne vérifie pas la condition limite de
surface. Mais, méme dans ce cas, les dérivées sont toutes deux de carré intégrable. Leurs déve-
loppements en série sont donec uniformément convergents dans tout intervalle ol les dérivées
sont continues. Les développements de X; et Y, obtenus par intégration des précédentes sont
absolument convergents.

Si R =0, les dérivées sont continues au sommet du batteur, ainsi que les dérivées secon-
des. Les développements en série de 0X,/9y,, et 9Y,/0y, seront absolument convergents.

CHAPITRE I1

SOLUTION AU DEUXIEME ORDRE D’APPROXIMATION

Pour calculer la deuxié¢me approximation, nous limiterons les développements en série
(voir. systéme d’équations I) a la deuxiéme puissance de e.

En substituant, comme ci-dessus, dans les équations du mouvement ainsi que dans les
¢quations exprimant les conditions aux limites, en négligeant les termes du 3° ordre, et en


http://Ja.nv.-Fev

JANV-FEV. 1961 — N° 1 P, FONTANET 23

éerivant que les équalions sont vérifiées pour toutes les valeurs de e, il vient, compte tenu
de ce que X, et Y, vérifient les équations au 1er ordre :

8X2+ oY, DX, Yy
ox, oY D (o, yo)
0 /0Y, 90X D [(@X,/21),X;,] D [(@Y,/01), Y,] ,
e - —_— L ‘L 2 2 ]
3t (810 300 ) = "D (ag, g D o, Yo) 2 (o yo)
avec les conditions frontiéres :
1° Y,=0. pour y, =0, xy =0, t quelconque
5o O0Xo 9Y, = 92X, oY 0%Y, )
9 T +g = 38 ’0‘1-01 — 55 a 0poul Yo =nh, y =0, t quelconque
3o X, = Y,f’ (y,) sin kt. xy =0, 0<yo < hy, t quelconque.
4° Xy, Y, bornés. Pas d’onde venant de l'infini.

Les deuxiémes membres des équations et conditions aux limites sont connus. On a
trouvé dans le chapitre précédent :

hm © 2a cos A, 1

X, — %o C oo - 7. D o=z Yo o

1= Shmph Sib (kt—meZy) 4 = €T sin 2, h sin kt
Yl———- o _SM“_ sin Lt

———t 4
e shmyh r e sin), h

Chaque jacobien figurant dans le second membre des équations peut étrc décomposé en
un double infinité de jacobiens, qui sont obtenus en combinant entre eux ct de toutes les manic-
res possibles les diverses composantes de X; et Y;.

On trouve ainsi trois catégories différentes de termes.

La premiére catégorie correspond i l'interaction de la houle avec elle-méme. C’est le terme
classique de 2° ordre calculé par M. Miche, et qui accompagne la houle émise par Ile batteur.

La deuxié¢me catégorie correspond & Pinteraction, entre elles, de deux oscillations sinu-
soidales (Iinteraction d’une oscillation sinusoidale avec elle-méme en est un cas particulier).
Enfin, la troisiéme catégorie correspond & l'interaction de la houle avec une oscillation sinu-
soidale.

Les équations qui donnent le vecteur déplacement au 2° ordre X, Y, étant linéaires, la
solution s’obtient en ajoutant & une solution particuliére de 'équation complete la solution géné-
rale de I'équation sans 2° membre. La solution particuliére est elle-méme la somme des qolu-
tions particuliéres correspondant & chaque jacobien.

On pourrait ainsi déterminer les trois types de solutions particuliéres correspondant aux
trois catégories de jacobiens. Il est cependant plus simple, comme Pl'a fait remarquer M. Biesel,
de décomposer les oscillations sinusoidales en houles 4 caractéristiques imaginaires.

En effet, lorsque, dans la théorie au 1°r ordre, on a effectué la recherche des solutions élé-
mentaires & variables séparées, on a obtenu deux types différents de solution en donnant i la
constante de séparation les valeurs —m,2? et - 1,2 Mais il revient au méme de poser 3, =1im,
et de prendre la constante de séparation sous la forme — my2 ou — m?,. Les m, sont alors les
racines imaginaires pures de I'équation k2 = mg th mh (m, étant l’umque racine réelle).

Du point de vue formel, il n’y aura plus qu’un seul type de solution qui sera la houle
progressive, mais ses caractéristiques pourront étre imaginaires pures.

On vérifie d’ailleurs que le terme :

. 2 . chm,y, .
Xy = 24a, =M% -——-——COS) Yo gin ket = =% g—impe LM Y0 i g
e ni, h ishm,h
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Y

peut se décomposer en deux clapotis a caractérisliques imaginaires :

2in, chm,y . 2a, chm,y, . .
Xy = — =2 LA Yo oo myx, sin It — —2 L1 Yo i myx, sin kt
e shmyh e sh m,h
qui peuvent a leur tour étre décomposés chacun en deux houles a caractéristiques imagi-
naires :

X__:ml'a_p chm,y, . o da, ch(—m,)y, e (s
1 e “shmh moh sin (kt -— m, xy) - > ————-———L———Sh “my)h sin [kt — (—m,) x;]
__LIQ_Chmﬂyo J o _.__EL Ch(—mp)yo 3 (.
e TS S0 Ry 2o (/D] — = G e sin [kt —(—my) @ 4 (v/2)]
De méme :
20, \ shm, yé in k
Y= e~ My ~hmh mh sin kt
Y, = M S oo gy g gy 4 2% SR Yo oo rrp o (my) ]

e sh m,h e sh(—myh

__ 4 shm,y,

G S Y0 o [kt —my 2y 4 (r/2)] — L2 SBEZII o o0 (1t (—m,) @y + (5/2)]
»

sh(—m,) h
La solution au premier ordre se compose finalement de houles d’équations :
X, = i:); A, ch M, y, sin (g, — M, ;)
Y, = g} A, ch M, y, cos (¢, — M, x)

ol les paramétres A, M et ¢ peuvent prendre les valeurs indiquées dans le tableau ci-dessous :

Amplitude A, Nombre d’ondes M, Phase ¢,
Houle H,.......... —Egﬁa—"m mg kt
Houle C,........... ?—s%iz%;—h m, kt
Houle C,........... —EEB—?—:%,,)—E —Im, kit
Houle D,.......... ?s:h-‘gzpjﬁ m, kt + (n/2)
Houle D,........... ;ﬁggﬁf —m, kt + (z/2)
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Les houles C, et C,, D, et D, sont deux & deux imaginaires conjuguées.

Dans les équations du second ordre, il n’y aura plus qu’une seule catégorie de jacobiens,
correspondant & linteraction d’une houle avec unc aulre houle (ou d’une houle avec elle-
méme).

Comime les houles imaginaires sont deux a deux conjuguées, il en sera de méme des solu-
tions particuliéres de I'équation compléte, puisque toutes les opémtions effectuées sont des opé-
rations algébriques.

Leur somme sera donc réelle et possédera une signification physique. De plus, elle vérifiera

les équations et conditions aux limites du canal indéfini. Cette remarque justifie I'artifice de calcul
employé.

Les équations du mouvement prennent donc la forme :

oX, | Y _ SOs yy Avd, <ch (M, — M,) o c08 [(o, 4 0) — (M, - M) 2]
x, 9y, 1—0 q—0 2 + ch (M, + M) ygcos [(o,— o) — M, —— M) x,] )
' (1
= < CAC ax2> = T AMM,A,A,'sh (M, -+ M,) yo cos [(o, — 0g) — (M, — M,) 2] 4 2 % (o, 7o)
t \ o, Yo 0 0

On remarque que le deuxiéme membre de I’équation dynamique ne dépend pas du temps,
car ¢, —o, =0, 4+ =/2 ou — =/2 suivant les cas. On peul désigner ce second membre par
R, {xg, o). En intégrant, on introdrunit une fonction arbitraire Cs (xy, yo)

2Y, oXs
2%, = R (o, yo) T + Ca (x0,70)

On trouve aisément une solution particuliére sous la forme :

X‘) —_ LPZ - aﬂPz . e AaLg
2 (%o, o) 37, (xo: ) + 2,
. Do aL,
Y, = aj (@, o) £ + (o, Jy) + ==
0
avec :
Ay = Ry (o, o) Agy = Gy (2, Yo)
e AA (—ch(M — M) yq cos [(o, + 0,) — M, -+ M) 2]
s Ugs 1) == a’ J0 e q 4 2t
et Lo @o g0 )= % X TG 4 b, + M,) ¥ €08 [(o, — 0,) — (M, — M,) 2]
Pour a

voir la solution générale, on ajoutera le gradient d’une fonction harmonique

oH,/0x,, OH,/0y, avec AH, = 0. En faisant sur les termes séculaires les mémes hypothéses que
précédemment, on conclura que :

by = Ct, d’olt Ry (2, o) = 0.

La solution sera done rolationnelle au 2° ordre et Pon aura :

28, (g, Yo) = 2”0 20‘,” ke M,M,A,A, sh (M, + M,) g, cos [(a, — o) — (M, — M,) ]

En procédant comme ci-dessus, on montrerait également que le changement de variable

acpg
Xy ==, — €2 —= = ]y - 2 =22
1 0 s Y1 Yo o,

appartient au groupe de transformation étudié par M. Chabert d’Hiéres et qu’il permet de sim-
plifier les expressions de X, et Y,. Remarquons en passant que ce nouveau changement de varia-
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ble est du 2° ordre. 11 modifiera donc la solution au 1¢r ordre d’'une quantité au moins égale au
3¢ ordre, quantité que nous négligeons au degré d’approximation que nous avons choisi.
En effectuant la substitution et en remplacant les indices 1 par les indices §, il vient fina-

lement :
oLs oH,
ox, ox,

v, — 9Ly oH,
77 2y, A,

X2:

b

Le probléme se raméne a la recherche d’'une fonction H, (xy, y, 1) harmonique en x,, y, et
satisfaisant aux conditions limites ci-dessous :

oH oL,

o 2 — - J— o —_—

1 s 0 pour y, 0 x,=0, car o (o, 0) 0

90 ”a_<62H2 I BH2> _ 0 <82L2 +g 8L2> X, 09X,  @2*Y, 9y,
dxy \ Ot2 Y, ox, \ Of2 9y, 212 Oz, otz oz,

pour yo=nh To=0

: H oL, , .

3° %;)2— == e ax; + Yy (yo) sin kt pour xy=0 o< yy<h

4° H, borné — pas d’onde venant de Iinfini.

En substituant dans la condition n°® 2 les valeurs de L., X;, Yy, il vient :

3 a?‘Hg aHZ
axo < ot2 + g a!]() )yu—_:h

(M, +M,) [—4k*ch(M,—M,)) h +gM,—M, shM,—M,) h]
X sin [C‘Pz) + o, M, + M) x4]

+ M, —M,) [k2ch M, + M) h—g (M, 4 M,) sh (M, + M,) k]
Xsin [¢, — 9, — (M, — M) 4]

+ 3‘. i AA, (| —4 M, ch(M,—M) h si.n [¢p + o, — M, -+ M) ]
bl 8 | —4k2M,ch (M, 4 My hisin [o,—o¢,— (M, —M,) 2,]

—3 5 A

p==0 g==0 8

On doit calculer ces sommes dans fout le premier quadrant du plan p, q. On peut sim-
plifier ces expressions en associant 4 chaque terme U, le terme U,, symétrique par rapport a
la diagonale principale, et en remplacant chacun d’eux par la somme (17,, 4 U,,)/2. On pourra
ainsi continuer & sommer sur les deux indices p et ¢ de 0 4 I'infini sans modifier le résultat.

La condition n° 2 devient :

0 [/ 9*H, 4 3H2>
ax0< ot ayo V="

g M, +M) [—6Kk2ch(M,—M,) h+ g M, —M,) sh (M, —M,) k]
— wz i AA, ) X sin [CPp + P — M, +M,) T
PR 00 0 (2 ch Oty My g O ) 8, ) 1
X sin [g, — ¢, — (M, — M,) x,]
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On peut simplifier le probléme en changeant de fonction inconnue. On pose:
H2 (x03 y()a t) _ I<2 (xoy y(b t) + J2 (x()a y()) f)

avee Ko (o, Yoo 1) =3 T 4, 2= ch (M, + M) g ¢0s [(g, + ) — (M, + M) o]
0

obvis

* mzo: % tan Angq ch (M, — M,) yo cos [(g, — o) —(M, — M) 2]

0

Comme on peut le vérifier aisément, la condition limite en surface devient :

2 <azJ2

aJ ,
dx, \ o2 +gay2>:0 o=t To =0

si 'on prend :

. 6k2ch(M,—M) h—g M, —M,) sh M, —M)h
P g kZch (M, + M) h—g (M, + M,) sh(M, +M,) h

_2k2chM, +M)O)h—gM, 4+ M) shM, M) h
pe gM,—M,)sh(M,—M,) &

g

On a, d’autre part :

AJz - AHQ == 0

La fonction J, doit étre harmonique comme la fonction H.. Elle doit de plus salisfaire
aux conditions aux limites :

2J,
° = == 0 =
1 ayo 0 Yo 0 Ty =2 0
o /0o oJ.
2° 2 2) = =h =0
amo < at«l +g ay0> O f/() t /’_C()/
oJ

3° Ez’— == Yyf" (o) sin kt — & (0, yy, ) Ty ==10 0<ya<h
To

ol Yon a posé :

s |, = oo AA, .
E(xg Yo 1) = o Ty Yy ,,SA X M, + M) e (M, + M) yosinfe, + o, — M, +M,) 2]
0 o 0
v 5 Al 1 1) g, si 1
-} %_’, OZ g e (M, —M,)) eh (M, —M,) y, sin {9, — o, — M, — M,) x,]

4° J, borné — pas d’onde venant de P'infini (*).

Ce probléme est tout a fait analogue au probleme déja résolu au premier ordre. On sait que
la solution J; (x,, yy, 1) est une combinaison linéaire et homogéne de solutions ¢lémentaires &
variables séparées vérifiant les conditions 1, 2 et 4.

On choisira les coefficients de manitre a vérifier également la condition 3.

On aura ainsi obtenu une solution satisfaisant & toutes les ¢quations et conditions aux
limites du probléme.

On remarquera, en terminant, que £ (x,, y,, f) représente I’abscisse de tous les termes du
2° ordre qui doivent étre ajoutés a la solution du 1°r ordre, pour satisfaire aux équations ct con-
ditions limites du canal indéfini jusqu’au 2° ordre d’approximation.

Ces termes constituent une composante du mouvement du fluide ayant pour période T/2.
Si le mouvement du batteur ne contient pas d’harmonique de période T/2, cette composante

(*) On vérifiera ci-dessous que la solution comprenant les termes de L, H,, J,, salisfait aux
conditions {(4).
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doit étre compensée au niveau du batteur par Paddition des termes 9J,/0x, afin que le mouve-
ment du fluide puisse épouser le mouvement du batteur jusqu’au 2° ordre d’approximation.

Si le mouvement du batteur n’est pas rigoureusement sinusoidal, on peut le décomposer
en série de Fourier, soit, en limitant le développement aux termes du second ordre (*) :

r = ef; (y) sin kt 4 e2f, (y) sin 2 kt + e2f; (y) cos 2 kt
La condition & la limite devient :
0Jo/0xy = Y,f1 (o) sin ki —E (0, yo, ) + f2 (yo) sin 2 kI + f3 (y,) cos 2 kt

On ajoutera & la solution obtenue pour le batteur sinusoidal les solutions correspondant

aux conditions 9J,/9x, = f. (yo)sin 2 kt et 3Jo/0x, == f3 (y,) cos 2 kt. Celles-ci ne sont autres
(que 'harmonique calculé par M. Apté.

CHAPITRE IT1I

CALCUL DES TERMES DU DEUXIEME ORDRE

Pour expliciter la condition (3), nous allons d’abord calculer I'expression £ dans laquelle
nous développons OL./0x, :

= 2.1: i’ AyAg \ — (M, + M) [ch (M, — M,) 5o — 2y, ch(M,, + M) y,] S.ill [(op 4 9¢) — (M, + M) 2]
c o 8 |4+ M —M) [chM, 4 My yo -+ u,y, ch(M, —M,) y,] sin [(g, — 0,) — (M, — M,) x,]

Pour un choix quelconque des indices p et g, les parameétres A, M et ¢ prennent les valeurs

relatives aux divers types de houle (C, C, D, D). Si p ou q = 0, les paramétres prennent la valeur
relative 4 la houle H,,.

On peut obtenir les termes de la somme double ci-dessus en considérant le produit
symbolique :

[Hy+ 5(C + T+ D, + )] [Ho+ 3 (€ +T,+ D, + D]

En développant, on trouve les produits partiels i H,C, (ou i f C,D,) dont 'expression

1 1
compléte est obtenue en remplacant dans £ les parameires d’indices p par ceux de la houle H,,
et les paramétres d’indice g par ceux de la houle C, (ou les paramétres d’indice p par ceux de la

houle C, et les paramétres d’indice ¢ par ceux de la houle D). Ces produits partiels peuvent étre
groupés dans le tableau :

™

HoH, H, ¥ C, H, Y. C, H, ¥ D, H, 3, D,
H, ¥ C, T TG, T TCC, T TGD, T TGD,
H, ¥ C, T TGCC ¥ £GC, ¥ 2C,D, % %D,
H, $ D, T ID,C, T XD, T £D,D, ¥ ¥D,D,
H, ¥ D, ¥ £ D,C, T LD,C, ¥ £ D,D, ¥ ¥ D,D,

(*) Voir théorie de M. Apté.
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On peut simplifier le calcul en remarquant que certains termes sont imaginaires conju-
gués. On calculera donc 'un d’eux et I'on obtiendra I'autre en changeant i en —1.

De méme, il existe des symétries par rapport 4 la diagonale principale. C’est ainsi que
Hy 3 C, et Hy ¥ G, Hy 3, D, et Hy ¥, D, sont égaux deux a deux. Quant aux termes de la forme
Y. % D,C, ils contiennent une partie symétrique et une partie antisymétrique.

On calculera done :

I. — TERME DU 2° ORDRE ASSOCIE A LA HOULE REELLE (HyH,) :

C’est le terme calculé par M. Miche (interaction d’une houle réelle avec elle-méme).

En substituant dans ¢ la valeur des paramétres correspondant & la houle Hy, il vient :

. 6 L2 3
00 = =

4 k? ch 2 myh -— 2 myg sh 2 myh 2 sh2myh
car k? == myg th myh.
d’otr :

—— Mya,R 3 ch2myy, | .. . .
HH, = 020 | ] 2 040 | gin [2 kt — 2 mgyx,
orte 4 e2 sh?>'myh 2 shmyh ! ]

II. — INTERACTION DE LA HOULE AVEC L’OSCILLATION LOCALE :

1° ¥YHC, + Y CHy+ Y HC,+ ¥ C,Hy I vient immdédistement :

(my -+ m,) [ch (g — m,) yo — hgp ch (g 4- m,) yo] sin [2 kl — (my + m,) 2]
% iaga, -+ (my— m,) [ch (m, + m,) y, — dgch (my — m,) y,] sin [2 ket — (mg-+ m,) xy]
p=1 4 e2shmeh shmyh )| (m,—m,) [ch (my + m,) Yo + 1o, ch (g — m,) y,] sin (my—m,) x,

+ (my + my) [ch (ing — m,) y, + ug, ch (my 4 m,) yo] sin (i, -+ m,) x,

35, el pg, représentent les quantités complexes conjuguées de w,, et Xy,. Ce lerme el le suivant
représentent linteraction de la houle réelle avec P'oseillation locale.

2 2 HD, 4 ¥ DH, + ¥ H,D, 4+ ¥ DH,
I (mg 4+ my) [ch (my—m,) y,— kg, ch (g 4 m,,) y,] cos [2 kt — (g -+ m,) ]

& aya, | — (my — m,) [ch (my + m,) yo — kgch (my — my) y,] cos [ 2 ket -——(my-—m,) x,]

,,il 4 e*sh meh shmyh | 4 (my — m,) [ch (my -+ m,) yo + pop ch (ing —m,) y,] cos (my—ny,) 2,
— (my -+ m,) [eh (my—m,) y, + vg, ch (my, + m,) yo] cos (m, + m,) x,

III. — TERMES DU 2° ORDRE ASSOCIES A L’OSCILLATION LOCALE :

1° ¥ 366 +% ¥G66+3¥ ¥D,D,+ 3 ¥D,D,

Y a, (my - my) ch (m,—m,) y,— %,, ch (in m,)t sin (m, -} m,) x, cos 2 Ikt
12 >1: 2 ¢2 sh myh sh m,h [eh (m, o) Yo b y 110 Yo ? @0

Les autres termes s’annulent deux a deux.
20 ZZCPCG+Z ECDCG+2 zDﬂﬁq_I_z ZﬁﬂDO

3‘, f: 5 Zg(;%(:zpht}?;z) 7 [c¢h (m, — m,) Yy, -+ &y, ¢h (m, -+ m,) y,] sin (m, + m,) @,
1 i~ P a .

ou : ., __ 2kch(m,+m)h—g(m,—m,) sh(im,—m, )h
Yoa = g (m, -+ m,) sh (m, +m,) h
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Les autres termes s’annulent deux a deux.

3 ¥ uDC+Y¥ DG +3¥ ¥CD,+¥ TGO,
— ? ? iaya, (m, 4+ m,)

¢? sh myh sh mh

[ch (m,—m,) yo—%,, ch(m, 4 m,) y,] cos 2 kt cos (m, + m,) x,

4 ¥ DG+ ¥ ¥0,C + ¥ RGO+ 3 TCD,

in,a, (m, 4+ m,)
e? sh myh sh m h

+38

[ch (m, — m,) yo + m,) yolu,p, ch (i, 4 m,) y,] cos (m, + my) 2,

En rassemblant tous ces termes, on trouve 'expression de & (xy, 74, ) :

E (Ll'o, ,l]()’ t) =

i Ay, — (g + m,) [ch (iIng — m,) Yo + pg, ch (Mg + my) yo] e~ HMetma)%
4 e2 sh moh sh myh| - (my—m,) [ch (mgy 4 my,) Yo + pop ch (Mg —my) yo] eime—m)%

+ z Z :f”:}'; (nT’;l_l_hnI?T:)h [ch (mp - mq) Yo -+ P"pq ch (mp + mrl) yﬂ] e imy+m)%
101

myay? - 3 ch2myy, ] o &
SR LU B P S 9 kt — 2 my;
4 e2shmyh | 2 shemeh | ( 2 moo)
+ i aApat, { (my + m,) [ch (mg—m,) yo— Ao, ch (M - 11,) yo] €2 H e~ motmy)o
4 ¢% sh myh sh myh | — (my—m) [eh (my 4+ m,) yo — Ag, ch(my — my) y,] e—2%t 3 ettm—m,)

ia,a,(m, + m,)
2 e? sh m,h sh m,h

o
—X X5 [ch (im, — m,) yy—X,, ch (m, + m,) y,] e~ i"+m)% cos 2 kit
1 1

Les deux premiéres sommes représentent un déplacement permanent de la masse d’eau,
déplacement qui se traduit par une variation du niveau moyen (on trouverait, en effet, un terme
analogue pour les ordonnées). Ces termes correspondent aux « ondes d’accompagnement » de
M. Biesel, ondes dont la fréquence est égale & la différcnce des fréquences des composantes. Dans
notre cas particulier olt toutes les composantes ont la méme fréquence, ces ondes sont « figées »
et ne se propagent pas. Elles contiennent d’ailleurs en facteur le terme exponentiel e—M7% et
s’amortissent a courte distance du batteur.

Les autres termes ont au contraire une fréquence égale a la somme des fréquences des
composantes (double du fondamental) (*). A part le terme du 2° ordre, associé & la houle fon-
damentale, ils contiennent tous le facteur exponentiel e—%% ou e~ ®o+X) % et deviennent négligea-
bles & faible distance du batteur.

On aurait pu trouver ces delnlels par simple application des formules de la houle irré-
guliére de M. Biesel. Par contre, les déplacements indépendants du temps correspondent, dans
ces formules, & des termes qui deviennent infinis lorsque k, = k, avec m, == m, (ceci n’est d’ail-
leurs possible que pour les houles & caractéristiques imaginaires). Cette anomalie provient du
fail que le 2° membre de P'équation dynamique (voir les équations IIT) contient la fonction :

R (yy) cos [k, —k,) L — (M, —M,) x,]

Celle-ci devienl aprés intégration, par rapport au temps :

Ry,

7 sin [(k, — k,) t — (M, — M,) x,]
\" _

o
‘a

(*) Les termes du 2° ordre correspondent a la modulation des composantes d’indice p par les
composantes d’indice q. Cette modulation fait apparaitre les fréquences k, + k, et k, — k,. Remarquons
que ce résultat est trés général dans la physique des phénoménes non ]mealres
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Dans notire cas particulier, k, =k, et le 2° membre de I'équation dynamique se réduit a :

R (yy) cos (M, — M) x,

qui ne dépend pas du temps et qui devient aprés intégration :

t R (y,) cos(M, —M,) x,

Ces termes présentent donc une forme analytique différente de celle qui correspond au cas géné-
ral étudié par M. Biesel.

La condilion & la limite le long du batteur peut s’écrire désormais :

920900 g gy + F,(yo) sin 2 ki 4 Fy (go) cos 2 kt

ox,
pour x, =0:
0Ky < h
o °° a,, , shmy,
Fi (o) = 1 I o) sh myh
aya, { [(my — m,) — u5, (my + m,) ] ch (my, + m,) y,

*21“ 4 e2 sh myh shm, h| — [(my -+ m,) — vy, (Mg — m,,) | ch (m, — m,,) Yo

- ia,a, (my, 4 m,) . o
21: ; 2 e2 sh m,h sh m,h [eh my, = mq) yo 4/ b (m, +m,) g,
‘ hm mya,? N 3 ch2myy,
F _ G, shimyyy o, 0o __ 9 ch amyyy
2 (o) = 9e shmoh I o) + 4 e2 sh2z mh “1 2 sh2myh
i ia,a, | [(my —m,) — 2, (my + m,)] ch (m, + m,) y,

2 4 e% sh myh sh myh ( + [(ny + m,) — )5, (my — m,) ] ch (my, —m,) y,

, sh m,
Fa (o) = — 2 = 1o sh mpz:
P
+ i aya, { [(my—m,) + 2, (my + m,)] ch (in, 4+ m)) y,
T 4 e2shmyh shmyh| — [(n, + m,,) + 25, (my ——m,) | ch (my —m,) y,

(ch (m, —m,) y, — ), ch (im, + m,) y,]

+ ”12 2:5 5 lapaﬂ (mﬂ + mfl)

2 e2 sh m,h sh mh

(A suivre)



