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Théorie de la génération 
de la houle cylindrique par un batteur plan 

( 2 a ORDRE D ' A P P R O X I M A T I O N ) 

Theory of the generation of a cylindrical wave 
by a straight-fronted wave generator 

(Second order of approximation) 

P A R P I E R R E F O N T A K E T 

ANCHEN E L E V E DE l / É C O L E P O L Y T E C H N I Q U E 

La théorie du mouvement engendré par un bat­
teur plan dans un canal indéfini, de profondeur 
et de largeur constantes, rempli d*un fluide par-
fait, pesant et incompressible, a été faite au 
premier ordre d'approximation par MM, Have­
lock, Biesel et Kravtchenko. Le présent travail 
est consacré á Vétude de la deuxiéme approxi-
mation} ainsi qn'au calcul de Vharmonique non 
linéaire émis par le volet. Les abaques relatifs 
au batteur pistón ont été traces et reproduits 
dans le texte. 
La solution se présente sous la forme d'une 
sonime de series uniformément convergentes 
dans ioule la masse du fíuide, ainsi que sur les 
frontiéres, sauf aux extrémités du volet, oü la 
solution posséde des singularités logarith-
miques. 

The theory of the movement produced by a 
straight-fronted wave generator in an indeftnite 
canal of constant depth and breadth and con-
faining a perfect ponderable and incompressible 
fluid, has been established to a first order of 
approximation by Messrs. Havelock, Biesel and 
Kravtchenko. The present work is concerned 
with the study of a second order of approxima­
tion and the calculation of the non-linear har-
monic emitíed by the flap. Graphs for a 
plunger-tijpe wave generator ha ve been plotted 
and are reproduced in the text. 

The solution takes the form of a sum of uni-
formly converging series throughout the fluid 
mass and at its boundaries, except at the flap 
ends, where logarithmic singularities occur. 

A V A N T - P R O P O S 

L a théorie ele la génération de la houle par un batteur a été faite au premier ordre 
d 'approximation par M . Havelock, en 1929, et par M . Biesel, en 1951. 

Ce dernier auteur a notamment établi la validité de la solution formel le de M . Have­
lock. Ces démonstrations ont été complétées et achevées par M . Kravtchenko dans une publi­
c a r o n ultérieure. 

Lorsque le mouvement du batteur est sinusoidal, la solution de M M . Havelock et Biesel 
se compose d'une houle cyl indrique et d'une oscillation sinusoidale ayant toutes deux méme 
période que le batleur. L 'osci l lat ion est donnée sous la forme d'une serie infmie dont les termes 
contiennent les facteurs expon entiels : 

En pratique ils deviennent négligeables des que Fon s'éloigne du batteur d'une dislance égale 
á deux ou trois fois la profondeur du canal. 
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L a serie représente ainsi une osciilation lócale qui sert á Fajustement de la condition á 
la limite le long du batteur. En effet, sauf construction spéciale — jamáis réalisée, en í'ait -— 
le déplacement du volet difiere du déplacement d'un ñuide agité par une houle puré. L 'écart 
est précisément compensé par Foscillation lócale, qui permet au fluide d'épouser exactement 
le motivement du batteur ( * ) . 

Si le mouvement du générateur de houle n'est pas sinusoidal, tout en rcstant périodique, 
on peut le décomposer en serie de Fourier . A chacun de ses harmoniques correspond une 
houle ct une osciilation lócale de méme période. Dans Fapproximation du l* r ordre, qui uti-
lise des équations et conditions aux limites Hnéaires, le mouvement du fluide est obtenu simple-
ment en additionnant les divers mouvements harmoniques. Cette théorie a été développée par 
M . Apté dans une thése soutenue devant la Faculté des Sciences de Grenoble. 

Mais ees diverses études ne permettent pas d'expliquer Fémission de houles harmoniques 
par un batteur donfc le mouvement est rigoureusement sinusoidal. Ces derniéres, en effet, appar-
tiennent á la catégorie des phénoménes non linéaires. 

L e présent travail a done pour but de compléter les théories precedentes, par la prise en 
compte des termes du 2° ordre. 11 permet notamment de calculer Famplitude et la pirase du 
deuxiéme harmonique émis par un batteur sinusoidal. 

L a méthode qui a été suivie est une méthode d'approximations successives. Elle prend 
córame point de départ la solution du probléme au 1 e r ordre d 'approximation. On calcule les ter­
mes du 2 C ordre ( * * ) qui doivent étre ajoutés á la precedente solution pour satisfaire aux équa­
tions et conditions aux limites du canal indéfini jusqu'au 2 o ordre d 'approximation. L'expression 
ainsi obtenue satisfait d'autre part á la condition frontiére le long du batteur au 1 e r ordre 
(Fapproximation. 

Elle contient, en effet, deux composantes : 

— La premiére, de période T , est constituée par les termes du 1 e r ordre qui continuent á épou-
ser exactement le mouvement du batteur; 

— L a deuxiéme, de période T / 2 , est formée des termes du 2 e ordre rajoutés. 

Comme le mouvement du volet ne contient pas d 'harmonique de période T / 2 , il fau-
dra, pour satisfaire á la condition l imite au 2 e ordre d'approximation, compenser cette 
seconde composante, tout le long du batteur, par Faddition de termes complémentaires. On y 
parvient en ajoutant une houle harmonique et des oscillations sinusoidales de période T / 2 , 
dont les amplitudes et les phases sont convenablement choisies. 

Ces derniers termes représentent, du reste, des solutions élémentaires du mouvement 
du fluide dans un canal indéfini. De plus, leur amplitude étant du 2 e ordre par rapport á 
Famplitude du fundamental, leurs interacüons mutuelles et leurs interactions avec les termes 
précédents sont du 4* et du 3 o ordre et peuvent étre négligées. Les équations et conditions aux 
limites du canal indéfini ne cessent done pas d'étre satisfaites au 2 o ordre d 'approximation 
aprés Faddition de ces derniéres expressions. 

En resume, la solution formée, comme il víent d'étre dit, comprend : 

— L a houle fondamentale et Foscillation lócale, du 1 e r ordre et de période T ; 

— Les termes du 2 e ordre accompagnant la houle et Foscillation du l* r ordre; 

L a houle harmonique et Foscillation lócale de période T / 2 . 

Elle satisfait á toutes les équations et conditions aux limites du probléme. Elle décrit 
au 2° ordre d 'approximation le mouvement cylindrique engendré par un batteur dans un canal 
de largeur et de profondeur constantes, rempli d'un fluide pesant supposé parfait et incom-
pressible. 

Les calculs étant assez lourds, j e me suis contenté, en fait, de déterminer Famplitude 
et la phase de Fharmonique émis par le batteur. Pour décrire complétement le mouvement , 
il faudrait, en outre, calculer Famplitude et la phase de Foscillation lócale de période T / 2 . Les 
calculs seraient tout á fait analogues á ceux qui ont été développés dans ce texte. Leur inté-

(*) Par « exactement » , il faut entendre, en réalitó. au premier ordre d'approximation. 
( * * ) Ge sont d'une part les termes du 2(' ordre associés á la houle et á Foscillation lócale (termes 

calcules par M. Miche) et d'autre part les « termes d'interaction » , entre houle et osciilation lócale 
(termes calcules par MM. Bíesel et Dauberl). 
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rét pratique serait cependant l imité, car, á une courte distance du générateur, i l ne subsiste, 
au 2 o ordre d 'approximation, plus que trois termes, tous les autres se trouvant en fait amor-
tis. Ces trois termes sont : 
— L a houle fundaméntale (période T , amplitude du 1E R ordre, célérité de 1'onde libre de 

periodo T ) ; 
— L e terme de 2 e ordre qui Faccompagne (période T / 2 , amplitude du 2 e ordre. Célérité de Fonde 

libre de période T); 
—- L 'harmonique émis par le batteur (période T / 2 , amplitude du 2 e ordre. Célérité de Fonde 

libre de période T / 2 ) . 
Pour décrire le mouvement á quelque distance du batteur, il suffit done de connaitre 

Famplitude el la phase de ces trois termes. 
Les calculs numériques ont été exécutés par le service de calcul scientifique de la Société 

Grenobloise d'Etudes et d 'Applications Hydrauliques ( S O G R E A H ) á Faide d'une calculatrice 
électronique I B M 650. 

Les resultáis sont rassemblés dans deux abaques donnant Famplitude et la phase de Fhar-
monique émis par le batteur pistón. Les abaques du batteur volet n'ont pas été calcules. 

L e présent travail comprend, en outre, un chapitre consacré á Fexamen de la validité des 
opérations formelles effectuées. L a convergence des series utilisées pour la representaron du 
mouvement du fluide et pour le calcul numérique des abaques, resulte du fait que les singulari-
tés des fonctions qui décrivent la solution sont relat ivement faibles. J'ai utilisé pour cette étude 
des méthodes déjá employées par M . Kravtchenko et M . Biesel pour la recherche des singula-
rités au 1E R ordre. 

A u terme de cette étude, il me reste á expr imer ma profonde gratitude envers M. le profes-
seur Kravtchenko, pour Faide affectueuse et dévouée qu' i l m'a apportée, durant ces trois der-
niéres années. Par ses cours de spécialités d 'Hydrodynamique (3 R eye le ) , il m'a initié aux théories 
mathématiques de la houle, dont la connaissance m'était indispensable pour entreprendre ce tra­
vail . Ses suggestions, les tres nombreux conseils qu'i l m'a prodigues et son concours effectif en 
maintes circonstances, m'ont permis en outre de résoudre les difficultés rencontrées, et d'attein-
dre le but que j e m'étais fixé. 

Je remercie également M . le professetir Santón qui, par ses cours de spécialités, a com­
pleté mes connaissances sur la physique de la houle. A v e c la collaboration de M . Marcou, chef 
des Travaux Pratiques au Laboratoi re de Mécanique des Fluides, il m'a de plus initié aux tech-
niques experimentales du laboratoire á houle, techniques tres délicates mais si précieuses pour 
le chercheur aussi bien que pour Fingénieur. 

Je tiens a souligner Fimportance de la contribution apportée á cette thése par M . Biesel, 
chargé de cours á la Faculté et directeur techniqtie de la S O G R E A H . Je ltti dois la méthode que 
j ' a i employée pour construiré la solution. L e calcul des termes du 2" ordre constitue d'ail-
leurs une application de sa « théorie de la houle irréguliére » , laquelle, rappelons-le, est une 
généralisation de la théorie de M . Miche ( * ) . 

J ' expr ime d'autre part ma reconnaissance envers la Direct ion de la S O G R E A H qui m'a 
accordé les loisirs nécessaires á Fexécution de cette thése et qui a assumé la charge finan-
ciére du calcul numérique des abaques. 

Je remercie aussi Mlle Clément, ingénieur á la S O G R E A H , pour avoir amorcé les calculs 
qui, par leur volume, constituent une part importante de ce travail . 

Je remercie enfm M M . Chabert d 'Hyéres, Daubert, Jolas, mes camarades de cours du 
3° eyele d 'Hydronynamique, le personnel du Laboratoi re de Mécanique des Fluides, et le Ser­
vice de Calcul Scientifique de la S O G R E A H , pour les emprunts que j ' a i effectués á leurs diver­
ses recherches, et pour la collaboration amicale qu'ils m'ont apportée. 

I N T R O D U C T I O N 

La présente étude constituant une applicalion de la méthode d'approxinmüons su cees-
sives de M . Miche, nous emploierons des variables de Lagrange , sous la forme utilisée par cet 

( * ) La théorie de la houle irréguliére a été reprise récemment par M. Daubert dans des condi-
tions genérales (houle rotationnelle au l** ordre) et poussee jusqu'au 3° ordre d'approximation. 
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auteur. Ce sont done les coordonnées de repos de la particule qui remplaceront dans nos 
équations les coordonnées usuelles de Lagrange ( * ) . 

L a solution du probléme au 1 e r ordre d 'approximation, qui servirá de point de départ á 
notre étude, a été écrite par M M . Havelock et Biesel dans le systéme de variables d'Euler. On 
pourrait transcrire cette solution dans le systéme de variables que nous avons choisies, par sim­
ple substitution des variables x0, y0

 a u x "variables x, y. En effet, les premieres ne difieren! des 
secondes que par des quantités du 1 e r ordre. Par suite, la solution écrite en variables de Lagránge 
(ou en variables de Miche) ne difiere de la solution écrite en variables d'Euler que par des quan­
tités du 2 o ordre au moins. El le vérifie elle aussi les équations et conditions aux limites du pro­
bléme au 1 e r ordre d 'approximation. 

On trouverait d'autre part dans les diverses références citées dans la bibliographie, la 
démonstration de la validité de la solution formelle , démonstration que Ton pourrait appliquer 
sans difficulté á notre systéme de variables, moyennant quelques adaptations. 

Cependant, pour donner plus d'unité á notre exposé, et pour permettre au lecteur de sui-
vre plus facilement certains développements de notre théorie, nous suivrons une voie un peu 
différente. Aprés avoir posé les équations du ju-obléme, nous reprendrons avéc les variables 
xQ, ij0 les grandes ligues de la théorie au 1 e r ordre, laissant le soin au lecteur de se repórter 
aux mémoires originaux de M M . Havelock, Biesel et Kravtchenko pour plus de détails. 

C H A P I T R E I 

M I S E E N É Q U A T I O N D U P R O B L É M E 

S O L U T I O N A U P R E M I E R O R D R E D ' A P P R O X I M A T I O N 

Les équations du mouvement s'écrivent en coordonnées de Lagrange : 

— Equation de continuité : 

D (x, y) _ 1 

D (a, b) 

— Equation dynamique (**) : 

D \(d*x/?>P)9x\ , D [ Q y 3 * 2 ) , g 1 = n 

D (a, 6) D (a, b) 

On substitue aux variables de Lagrange a, et b} les variables de M . Miche. Cette transfor-
mation, que nous supposerons possible, respecte les volumes et vérifie la relation : 

D &o, ?/Q) 1 

D (a, 6) 

El le laisse done invariantes les équations du mouvement qui deviennent : 

D fa g ) = j D \&2x/dP),x\ , D \(&y/dP), y] = 

D (x 0 , y0) D (x 0 , ijo) D (x 0 , yQ) 

( * ) Les coordonnées de Lagrange (a, b) défínissent un point particulier de la trajectoire d'une 
particule (position de la particule au temps t = t 0 ) . Les coordonnées de repos ¿r0, y^ telles que les a 
définies M. Miche représentent la position de la particule lorsque le fluide est au repos. 

( * * ) On obtient cette equation en éliminant la pression p par dérivations croisées entre les deux 
équations classiques : 

1 d/> , ^ 2 x dx , fd2y . \ dy 

o Z a + dt2 da ^ { d t 2 ~ t 9 ) d a ~ U 

P db ^ dt* db ^\dP t y J d b ~ u 
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X ou x 0 

>\>////////////////s//ssss/// ss//sssss/'* 

FlG, 1 

On utilise un systéme d'axes rectangulaires definí conime suit : 

— L 'axe Ox ou Ox0 est horizontal et confondu avec le fond du canal; 

— L 'axe Oy ou Oy0 est vertical ascendant et confondu avec la position de repos du batteur. 

On se l imite á l'étude des mouvements cylindriques, de sorte que la 3 e coordonnée ne 
figure pas dans nos équations. 

Dans le systeme des variables de repos, les conditions aux limites s 'expriment simple-
ment ( * ) : 

Ce sont : 

1. L a condition au fond du canal, exprimant que le déplacement est horizontal : 

y = Q pour ijo = 0 x 0 > 0 

2. L a condition á la surface libre, exprimant que la pression y est constante : 

1_ Jdp_ _ &x j9x_ , fjPii , \ dy_ = 0 

9 dx0 ~ dt2 dx0

 + \dP ~T~9)dx0 

pour y0 — h x 0 ^ 0 

3. L a condition au batteur, exprimant que le mouvement du íluide épouse le mouvement du 
batteur. On suppose que ce cíernier est défini par Féquation : 

x = ef (y) sin kt 

(e représente Finfíniment petit pr incipal ) . 

4. Pour clore le dómame, il faut ajouter une condit ion á rinfini. On supposera que la solution 
est bornee pour x 0 = + 0 0 et qu'elle représente une ou plusieurs houles se propagcant 
dans la direction des x positifs. 

L 'équat ion dynamique peut s'écrire sous une forme un peu difíerente : 

•D \(dx/dt),x] D \(dy/dt),y] "I = Q 

D ( x 0 , y0) D ( x 0 , ijo)1 J 

d 

dt 

l 'expression figurant dans le crochet étant égale au double du rotationnel. L 'équat ion dynamique 
expr ime ainsi la propriété classique énoncée par le théoréme de Lagrange : le rotationnel atta-
ché á Fétément de volume qui entoure une molécule déterminée (caractérisée par sa position de 
repos x 0 , yQ) ne dépend pas du temps. II se c o n s e j e done au cours du mouvement . On remarque 
d'autre part que le rotationnel est une fonction arbitraire introduite par Fintégration de Féqua-
tion dynamique. En le désignant par £ (x{)i y0), on a finalement : 

D ( x 0 ) y0) ~ D ( x 0 , y0)
 + D ( x 0 , y0) ~ 5 U o ' ¡ J o ) 

Pour résoudre ees équations, on appliquera la méthode des petits paramétres de Poincaré 
et Fon supposera que x(x0,y0,t) et y(x0,yQ,t), Z (x0> ¡Jo) sont des fonctions analytiques de la 

( * ) L'intérét principal de la transformation ele M. Miche est, en eífet, ele substituer au clomaine 
oceupé par le fluide en mouvement, un domaine dont toutes les limites, y compris la surface libre, 
sont connues a priori. 
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variable e ? réguliéres dans le voisinage de e = 0. Lorsque e tend vers zéro, on admettra que l 'agi-
íal ion du íluide devient nulle. Les fonctions x, ¡j? et l se réduisent alors aux valeurs « de renos » : 

On peut ainsi eíTectuer les développements en serie : 

x == x 0 + cXj ( x 0 , Í/ 0> 0 + e 2 X 2 ( x 0 , */0, Í ) + . . . 

U = Uo+ e^i feo* ffo» 0 + e 2 y 2 feo. &o. O + . . . ( I ) 

í = eZi ( x 0 , í / 0 ) + eK2 (x09 ijo) + . . . 

A notre connaissance, la démonstration de la convergence de ce développement n'a jamáis 
éié faite. Nous admettrons simplement qu'elle a lieu pour des valeurs de e suffisamment petites. 
Nous reviendrons plus loin sur ce-point. 

Dans l 'approximation du 1 e r ordre, on admettra de plus qu'i l est legitime de l imiter les 
développements á la premiére puissance de e. En substituant dans les équations du mouve-
ment, en écrivant qu'elles sont vériílées pour toutes valeurs de e et en négligeant les termes du 
2 E ordre, on obtient : 

^ +
 ^ 7 = 0

 A * fe - ^ ) = 2 -3 ^ 
De ménie, les conditions aux limites s'écrivent : 

i ) Yx = 0 pour y 0 = 0 x 0 ^ 0 

Í1) X t = / ( y 0 ) sin A*í pour x 0 = 0 0 < y 0 < 

On a supposé f (y) analytique et régulié e pour les valeurs 0 ^ z/0 ^ h sauf peut-étre pour 
un nombre fini de valeurs de y 0 . Nous reviendrons sur ce point. 

4) X 1 ? Y x bornes pour x 0 = + co. Pas d'onde venant de Pinfini. 

L e systéme définissant le vecteur déplacement de coordonnées X l 5 Y x s'obtient par une nou-
velle intégration de Téquation dynamique 

3Xj . 3Yi 
+ = div. ( X 1 ? Y a ) = 0 

dxQ dy0 

flr ~ l|r= r o t' ( X" Y l ) = 2 ?1 (a?0' ̂ ) X Í + C* »°} 

oú C x ( x 0 , z/ 0 ) représente une fonction arbitraire ne dépendant pas du temps. 

La solution genérale de ce systéme est la somme d'une solution particuliére de l 'équation 
complete et de la solution genérale de l 'équation sans second membre (gradient d'une fonction 
harmonique) . On peut done écrire : 

x>=-|Sr < * » y ° ) x t - í t <*>+ H ^ í } 

Les fonctions c^, G x satisfaisant elles-mémes aux équations : 

= 0 A<h = + 2 ?! ( x 0 , Í/O) A 9 l = + Cx (xQi Í/O) 

et vérifiant les conditions limites. 



J A N V , - F É V . 1 9 6 1 - ~ N ° 1 P . F O N T A N E T 

L e premier terme peut représenter soit un fcerme séculaire, soit le premier terme du déve-
loppement en serie d'une fonction périodique, comme Pa fait remarquer M . Kravtchenko en s'ins-
pirant des resultáis classiques de Poincaré et des travaux de M . Daubert. 

Nous écarterons de notre étude le deuxiéme cas dont la discussion parait difficile, quitte 
á réduire la généralité de la solution trouvée. 

Dans ees conditions, si nous admettons que, clans le canal á houle, le niveau moyen ne peut 
s'élever ou s'abaisser indéfiniment, Y 5 ne peut contenir de termes séculaires, d'oíi : 

1 + L = 0 ( * ) 
3 x 0 

Dans Fexpression de X 1 ? le terme (d^/dy0) X * représente un courant de masse paralléíe 
au fond, dépendant de y0 seul. 

FIG. 2 

L e courant qui traverso un élément de surface de hauteur dy0 doit done étre debité á tra-
vers le batteur. 

Si nous supposons celui-ci étanche, nous devons avoir : 

0, ce qui entraine 4>i = G t ( 

dijo 

et. 2 Kx = A+i == 0 

En vertu de la premiére hypothése faite sur le courant de masse, le rotationnel était indé-
pendant de x 0 . En vertu de la deuxiéme hypothése (étanchéité du batteur) , le rotationnel doit 
étre au moins du second ordre. 

Les conditions de surface et de fond s'écrivent maintenant : 

ou : 

On peut égaler la constante á zéro, ce qui revient á changer Porigine de Péchelle des 
pressions. 

Dans ees expressions, seul le terme 'do1/'dxQ ne dépend pas du temps. 

On doit done avoir séparément : 

X o ^ O ¡,o = 0 - | ? 1 . = O - | ^ - = 0 

x 0 ^ 0 y 0 - A - 0 - — + — 

(* ) Ceci correspond á Pexploitatioii d'un canal á houle avec un volume d'eau constant. 
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De méme, sur le batteur, on doit avoir : 

d'oü 

x0 = 0 O^ijo^h — + d^± = f (y0) sin kt 

Ainsi , le changement de variables xx = x0— e (9<Pi/dy 0)> ¡Ji — Uo + e &9I^x0) représente 
un déplacement du l o r ordre qui conserve les volumes puisqu'il satisfait, au 2 e ordre prés, á 
Féquation : 

D fai> .Vi) _ j 
D ( x 0 , ij0) 

I I rempli t également les conditions imposées aux limites du canal lorsque le ñuide est au 
repos. 

II fait partie d'un groupe de transformations étudié par M . Chabert d 'Hiéres. Ce groupe 
transforme le domaine étudié en lui-méme et correspond done á un simple changement des 
coordonnées de repos. 

En effectuant ce changement de variables, les expressions : 

X — Xn C ~~~ H~~ e~~^z 

dyd 3 x 0 

9 = L^ + E ^ ¡ ^ E ^ L J ¡ 

dGx 

prennent la forme plus simple : 

x = Xi A- e 

y = í/x + c 

dxx 

Gx étant une fonction harmonique de xx et y1 au 2° ordre prés. D'autre part, córame on le recon-
naít aisément, les conditions limites conservent la méme forme au 2 e ordre prés. 

En resume, pour résoudre au l e v ordre d 'approximation le mouvement du batteur, compte 
tenu des hypothéses faites ci-dessus, on doit chercher une fonction harmonique G x satisfaisant 
aux conditions limites ( * ) : 

1° x 0 ^ 0 z/0 = 0 | ^ = 0 

ftn ^ n j 3 2 G i , 3Gi n 2 » x 0 ^ 0 g0=h ^ L + Í ? ^ = 0 

3° x0 = 0 0 ^ y0 ^ h — L ~ f (y0) sin kt 
OXQ 

4 U x 0 = + oo G x borne, pas d'onde venant de l 'inüni. 

L a fornlulation du probléme a Faide de la fonction résolvante G x ( * * ) est done tout á fait 
identique á celle qui a été faite par M . Biesel á Faide du potentiel des vitesses. 

(* ) On remplace les Índices 1 par les Índices 0, ce qui est possible, puisque sur lo fond et sur la 
surface libre y± = y0 = 0 ou h, alors que sur le batteur xx = x 0 = 0. 

( * * ) ou potentiel des déplaccraents G r 
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0 n connait des solutions élémentaires á variables séparées qui vérifient les conditions 1, 
2 et 4. Elles sonl ohtenues en posant : 

G (x0> y o, t) = g1 (x0) g2 (yQ) sin kt 

AG devient : 

ff"i fao) = _ 9"* ( ? / o ) = _ m 2 

ffi too) # 2 ( ^ o ) 

d'oü les solutions de la forme : 

G = ( d c í n M í o - f C 2 e - i w a f o ) . ( D x cm*o - f D 2 e - m * o ) sin M 

On determine les constantes C l 9 C 2 , D l 9 D 2 pour satisfaire aux conditions limites 1, 2 et 4 
et Ton obtient deux types de solutions : 

1° m R É E L : 

G = _ O o _ ch m0y0 c o s k t _ } 

mQe sh mQh 

m0 est Fuñique racine réelle et posit ive de k2 == mgthmh (condit ion de surface). 

X , = = « o . d » ¿ s i n _ 
o x 0 e sh m0h 

Y1 = - 1 ^ - = + — 4 » cos ( / c í - m 0 a : 0 ) 
dy0 e sh m 0/z 

Cette solution représente une houle progressive de demi-amplitude a()> se propageant vers 
les x0 positifs, 

2 o m I M A G I N A I R E P Ü R (m = — ¿X) : 

X^e sin X^n 

Xp est Fuñe des racines réelles de Féquation k2 — — Ig tg Ih : 

X l = = J j v r ^ o ^ s * ^ s . n / t í 

o x 0 e sin \ h 

dG 2 a f i e - V o sin X«z/0 . 
Y _ = É 2s£ÍL s m &f 

OT/O sin X^n 

Ces solutions représentent des oscillations sinusoidales qui s'amortissent á courte distance 
du batteur. Elles forment une suite infinie c o m m e l e s racines \ } elles-mémes. 

Les équations et conditions aux limites étant linéaires et homogénes, une combinaison 
linéaire de ces solutions élémentaires vérifie également les équations et les conditions 1, 2 et 4. 

O n choisira done les coefficients a 0, ap de maniere á satisfaire á la condition au balteur. 
Celle-ci s'écrit : 

x 0 = O 

O^yo^h 

v m 7T \ ao ch m0y() , ~ 2 av cos X p y 0 - , . 

Gomme Font indiqué M M , Biesel et Kravtchenko, la possibilité de ce choix resulte du fait 
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que la suite formée par les fonctions ch m 0 y 0 e l eos Xp z/0 est á la fois complete et orthogonale ( * ) . 
Dans ees conditious, la fonction arbitraire f (y0) peut étre développée en serie de fonc­

tions orthogonales sous reserve que f ( z / 0 ) vérifie certaines conditions de regulante et certaines 
conditions limites. Nous reviendrons plus loin sur ce point. 

Les « coefficients de Fourier » a0 et ap se calculent par les formules classiques : 

_ JYj / (¿/o) ch mQyQdy0 

e sh m0h 

2 a 

J o 7 ' ch a m0y0dytí 

Jo11 f (Uo) eos l v y o dy0 

JV» eos2 lp yQdy0 e sin \ Ji 

En particuher, pour le batteur pistón, . f (y) — 1; 

pour le volet s imple . . . / (y) = y/h; 

pour le volet baíancoire / (y) — 1 + (ke/he) y. 

PISTÓN Volet simple 

F I G . 3 

Volet baíancoire 

On a done pour ees trois types de batteur plan les formules genérales ; 

2 e sh 2 m0h , 2 Ae sh m0h (m0h sh m0h — ch mQh -f- 1 ) 
0 m0h + sh m0h ch m0h m0h ( m 0 n + sh m0h ch m0h) 

9 2 e s in 2 Xp/j , 2 Ae sin lvh (X p/i sin X^ñ -f- eos ^ — Q 
p \ h + sin Xp/í eos lph *~ lvh (Xph ~f sin X^ñ eos X p h) 

Pour le batteur pistón, on fera Ae = 0; 

Pour le volet simple, on fera e = 0, 

Mouvemenf-
résultant 

F I G . 4 
( * ) Ce sont les fonctions propres de Téquation différentielle U " -f ¡¿U = 0, ü étant une fonc-

Hon définie dans l'intervalle (0, h) et satisfaisant aux conditions limites : 

L T / (0) - 0 gW (h) — 7c2U (h) - 0 
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L e mouvement du fluide est representé par les expressions : 

*=x" +a° tf5rs in (kt - m<*>> + 1 2 a»e"v'° -S^r s i n 7íí 

oü le deuxiéme terme représente la houle émise par le batteur et le troisiéme, Foscillation lócale. 
On a figuré ci-contre les déplacements correspondant á la houle et aux premieres com­

posantes de Foscillation lócale pour les rnoléeules qui restent en contact avec le batteur ( x * 0 = 0 ) . 
En additionnant tous ees déplacements on obtient le mouvement resultan! qui est dé ja 

assez voisin du mouvement du batteur. 
On concoit qu'en augmentant le nombre de termes des series représentant Foscillation 

lócale, on puisse amener le fluide á épouser exactement le mouvement du volet (au premier ordre 
d 'approximat ion) . Cette remarque nous conduit á examiner de plus prés la convergence de ees 
series. 

Convergence des series dans la masse du fluide. 

L a solution formel le obtenue ci-dessus étant écrite sous la forme de series infinies, i l 
importe de montrer que celles-ci représentent bien des fonctions définies et continúes vér i -
ñant les équations dans toute la masse du ñuide et satisfaisant aux conditions limites sur les 
bords du domaine. Or, les termes des series contenant les facteurs exponentiels e ~ V ' o ( * ) (on 
reconnait qu'elles sont absolument convergentes ainsi que leurs dérivées d'ordre quelconque) , 
quels que soient x0 et y o C x 0 ^ 0 ) . Elles sont done uniformément convergentes dans tout le 
domaine intérieur, et représentent bien des fonctions continúes et dérivables satisfaisant aux 
équations du mouvement . II en sera de méme sur les limites du domaine sauf au droit du bat­
teur oú Fon a x0 = 0. Les exponentielles se réduisent alors á Funité et la convergence doit étre 
étudiée soigneusement. 

Convergence des series sur le batteur, 

On doit vériñer que pour x0 = 0, la serie donnant le déplacement horizontal converge 
uniformément vers la fonction / ( Í / 0 ) (condition l imite au bat teur) . 

Dans ce but, M . Biesel a fait Fétude de la valeur principale des coefñcients a 0 et ap. 
En remplacant dans leurs expressions les quantités Xp7?, sin \ h et eos lph par les déve-

loppements limites : 

lDh = — O ( — ) eos Xvh = (— 1 ) » + O ( s i n XJi = ( — + i J^L -A- + O ( - ± -
\PJ \P2J 9* p \p2 

on obtient : 

9 a O r h2h 1 / 1 \ "I Wt 

/ / (y0) eos lpy0dyi} esinlph ft [ T ff^ p2 \ p s . 

On admet que / (y0) est continué pour ( 0 ̂  z/0 ^ h) ainsi que ses dérivées premieres et 
secondes. 

On suppose que f0

hf" (ífo)sin \}ijodij0 est borne. On obtient alors, au moyen de trois inté-
grations par parties successives : 

f h fdja) cos\py0dy0 = — -±-\coslph [(k*/g) f (h) — f> (h)} + f ( 0 ) \ — sin lph 

J 0 A p A* p 

l rn 

+ -rr / f" Qft>) sin lpy0dyd p Jo 

(* ) Pour p assez grand, 'kp ~ (pn/h). En effet, Xph est obtenu en coupant la tangentoide.— cotg lli 
par la droite lh(g/k2h). On reconnait que lph est ainsi voisin de pn, d'oü 1 h = p%—e„. On a d'ail-
leurs ¿ W < ? - Ihíglh (k*h/g)^ {p^ — H) tg € d'oü sp = (k*h/gn) x ( l / p ) + 0 ( 1 / p 2 ) . 
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d'oü 

2 a„ 

sin lvh %2h ( — 1 ) " 
" A-2 

• R E O ] + R CO) 

Si / ( j / 0 ) satisf ait aux mémes conditions aux limites que les fonctions propres qui servent 
á la représenter sur Tintervalle (0, h), (k2/g) f (h) = f (/?) et / ' (0) = 0 et si la fonction / (y) est 
continué ainsi que ses deux premieres dérivées, on voi t que les series donnant les déplacemcnts 
x (0, y0) et y (0, y0) ainsi que les series dérivées sont absolument convergentes. L a convergence ne 
dépendant pas de la valeur de y0 est d'ailleurs uniforme. 

Si / (y0) ne satisfait pas aux mémes conditions l imites que les fonctions propres, la serie 
representan! / (yQ) est encoré absolument et uniformément convergente. Par contre, le terme 
general de la serie dérivée est : 

2 
nh2 

. 9 

F(H)—R M 
s i n p [> — (Kffo / 7 t ) ] , 2_ , sin p (%yQ/h) , Q ÍJ_ 

L a convergence de la serie up est de méme nature que la convergence des deux pre­
mieres series, puisque le reste 0 ( l / p 2 ) est le terme general d'une serie absolument conver­
gente ( * ) . 

Or, en vertu du théoréme d 'Abel , les series de la forme (C/p) sin p$ sont uniformément con­
vergentes dans Tintervalle ouvert : 

0 < p < 2 * ( * * ) 
soit pour la premiére serie : 

0 < x (1 — y0/h) < 2 tu ou — h < y0 < h 

et pour la deuxiéme serie : 

0 < %y0/h < 2 % ou 0 < y 0 < 2 / i 

On peut done conclure : la séi'ie dérivée sera uniformément convergente sur tout Tinter­
valle (0, h) sauf á celle des extrémités oü la fonction / ( y ) ne vérifie pas la condition l imite (c'est-
á-dire aux extrémités oü il y a des discontinuités. Nous reviendrons plus loin sur ce po in t ) . 

O n aboutirait á des conclusions anaíogues si f (y0) ou ses deux premieres dérivées 
n'étaient pas continúes sur Tintervalle (0, Ti). Les series oü leurs dérivées seraient uniformé­
ment convergentes dans tout intervalle oü / (y) (ou sa dérivée) sont continúes, mais elle présen-
terait le phénoméne de Gibbs aux points de discontinuité ( * * * ) . Ces resultáis sont classiques et 
nous n'insisterons pas. 

Nous remarquerons simplement, en nous reportant á la figure 4, que toutes les fonc­
tions propres ont une tangente verticale au fond du canal. Leur somme aura done elle 
aussi une tangente verticale en ce point alors que la pente du volet y est inclinée. Cette 

( * ) En eífet, O ( 1 / p 2 ) peut étre majoré par M / p 2 , M étant une quantité fmie (sinon le terme ne 
serait pas de Tordre de 1/p 2 ) . 

( * * ) On sait d'ailleurs que £ ^ ^ = pour 0 < {J < 2 %. 
I P 2 

Pour £ — 2 KR„ la fonction représentée par la serie trigonométrique est discontinué et la conver­
gence ne peut étre uniforme dans le voisinage (phénoméne de Gibbs). On a de plus : 

2 
1 

sin pft _ F ( 2 K?C — 0 ) -j- / ( 2 K% H~ 0 ) ^ 
0 POUR P = 2 k% 

Fio. 5 

forme 
( * * * ) Dans le calcul des coefficients, Tintégration par parties donnerait en effet des termes de la 

2 F / ( ^ + 0 ) - _ F ( V - Q ) 1 S . N ^ ^ 

rch p h 

si / (ÜQ) avait au point y0 = r¡ une discontinuité de premiére espéce. 
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derniére passe ainsi brusquement de la valeur 0 á la valeur Le/he et les dérivées du déplace-
ment subissent en ce point une discontinuité de premiére espéce. Par suite, les series qui les 
représentent ne peuvent étre uniformément convergentes au pied du volet . 

Les conclusions seraient contraires pour le batteur pistón, puisque sa trace est el le-méme 
verticale. 

A u sommet du batteur, la pente des fonctions propres est liée á leur valeur U (/?), par 
Péquation U ' (h) = (k2/g) U (h). L a pente de f (y0) ayant en general une valeur différente en ce 
point f (h) (k%/g) f (h) les dérivées du déplacement y subissent une discontinuité, et les series 
dérivées ne peuvent converger uniformément en ce point. 

Les difficultés de convergence sont dues au fait que les fonctions propres sont mal adap-
tées á la représentation de la fonction X x (0, y0) = / (yQ)

 v e r s ^ e s extrémités du batteur lorsque 
f (yQ) ne vérifie pas les mémes conditions limites. 

Etude a priori des singularités. 

En rappelant ci-dessus les grandes lignes de Fétude faite par M . Biesel, nous avons remar­
qué que la convergence des series sur le volet est essentiellement liée á Fexistence des singu­
larités de la fonction que Fon cherche á représenter par une serie. 

M . Kravtchenko a fait une étude des singularités de X x (x0, yQ) et Yx(xQi z / 0 ) . Cette étude 
permet de connaitre le comportement des fonctions au voisinage du pied et du sommet du bat­
teur. El le permet également de déterminer les singularités de X x ( 0 , y 0 ) e t de prévoir la nature 
de la convergence des series sur le batteur. Nous allons maintenant en rappeler les resultáis en 
Fadaptant á notre systéme de variables. 

Les coordonnées du vecteur déplacement XUY1 sont solutions du systéme : 

3Xx = d i — Y x ) dXx ^ _ d ( — Y x ) 

dx0 dy0 dy0 dx0 

Les fonctions X x et — ~ Y X sont done harmoniques conjuguées. Par suite, F ( z 0 ) = X x — iYx 

est analytique dans le domaine étudié. El le est d'ailleurs réguliére en tout point intérieur, puis­
que X x et Y x sont solutions d'équations á coefñcients réguliers. 

Les fonctions X x et Y x vérifient de plus les conditions de fond et de surface et la condition 
á Finfmi qui s 'expriment par des équations á coefficients réguliers. L a condition l imite sur le 
batteur est également réguliére si / ( y 0 ) et ses dérivées ne possédent pas de discontinuités sur 
Fintervalle o, h (**). 

L a fonction F ( z ) ne peut done posséder de singularités á Fintérieur ou sur les limites du 
domaine sauf peut-étre aux points d'angles (extrémités du bat teur) . En effet, en ees points, X x 

et Yx doivent vérifier simultanément deux conditions limites qui sont en general différentes. Par 
exemple, si Fon approche du sommet du batteur en suivant la surface libre, la fonction 
U Cro> í/o) = & 2 X i — g ( 3 Y x / 3 x 0 ) = k2Xx — g (dXx/dy0) reste constamment nulle et Fon a : 

U (0, h) = 0. 

Mais si Fon approche du sommet du batteur en suivant Faxe oy 0 , 

U (0, ? / 0 ) = k2f (y0) — g [df ( y 0 ) / r f y o l , 

et Fon a : U (0, h) = k2f (h) — gf (h), 

* (* ) En effet. on a montré que le rotationnel HHxQ9yQ) était mil. D'autre part, on peut prendre 
^ í ^ o ' ^ o ) = c e <I uí revient á effectuer la transformation du groupe Chabert d'Hiéres. L e second mem-
bre de Féquation dynamique (voir systéme d'équations I I ) est done nuL 

( * * ) Dans le cas contraire, les fonctions X x et Y1 présenteraient une singularité en tout point 
de Fintervalle x 0 = 0 0 ^ y0 ^ h oü f (yQ) ne serait pas réguliére. Nous reviendrons sur ce point. 
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qui n'est pas mi l en general. Ainsi , la fonction U prend deux valeurs différentes au point (o, h ) . I I 
en est de méme pour F ( z 0 ) et Ton peut concurre en disant que le sommet du batteur est un point 
critique (á moins que / (y0) ne satisfasse á la condition limite en surface k2 f (h)—gf(h)—-0). 

On aboutirait á des conclusions analogues pour le pied du batteur. On va maintenant 
chercber á préciser la nature de ees singularités. 

A ) Etude du point situé au pied du batteur. 

FIO. 6 

L a fonction F (z0) est définie dans le voisinage de ce point par une condition mixte 
(valeur de la partie réelle sur Oy0, valeur de la partie imaginaire sur Ox0). II est commode de 
se ramener á des conditions limites plus simples fixant les valeurs de la partie réelle sur tout le 
contour. On considere dans ce but le mouvement image du mouvement réel. le miroi r étant 
constitué par le fond du canal. 

En deux points symétriques M et M ' on a : 

X 3 (sc0 — j/o. 0 = x i (?a> y& 0 Y t (XQ, y09 t) = — Yx (x0, y0, t) 

Sur le fond du canal, on a de plus Yx (xQi 0, t) = 0. 

On peut done enlever la paroi constituant le fond du canal sans perturber le mouvement . 
Celui-ci se trouve maintenant défini dans la bande : 

x0 5* 0 — h ^ y 0 ^ + h 

Dans le nouveau domaine, la fonction F ( z 0 ) = Xx — iYx est déterminée par les conditions 
limites ( Í / 0 = ± / i k2Xi— g (dXx/dx0) = 0 et x0 = 0 X x = f (y0) sin kt). 

On peut séparer le facteur temps en ajoutant une houle venant de Tinfini (ce qui revient á 
modifier la condition á Finfini et ne change pas la nature de la singularité á For ig ine) . 

On a alors : 

X i (x0, y o, t) = Xx (x0) y0) sin kt Yt ( x 0 > y0, t) = Y x (ar0, y0) sin kt 

Lorsqu 'on parcourt Faxe Oy0 en traversant Forigine, X x (0, y0) = ((y0) est continu, mais 
il est clair que dXx/dyQ = ¡' (y0) subit une discontinuité égale á : 

© + o - © - . - " " • " - ' ' . - ' • « » • 

Or, dX^'dijo est la partie réelle de la fonction i [ dF (z0)/dz0] qui est également analytique dans 
le domaine étudié. 

En posant : í d ¥ ^ = ® ( x 0 , yQ) + í+ (x0i y0) 

on reconnait que dans le voisinage de Forigine, l 'écoulement representé par le potentiel com-
plexe © + z\j/ est du type tourbillon : 
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+ = — l i A i o g Z o ( . ) 
7C 

En retranchant la singularité, on obtient une nouvelle fonction analytique : 

CÍZQ % 

clont la partie réelle est nulle et continué á l 'or igine. 

9 » * F ¿ 

9 - Cte 

Fin. 7 

Sa dérivée est encoré une fonction analytique puisque dans le dómame intérieur F ( r 0 ) 
et log z0 sont réguliéres. O n a d'ailleurs : 

61 
J _ ( i F W , 21^ J \ ~ | _ 3!Xx 2 f 0 

eos 6 

Sur l 'axe Oy0 (0 = cette expression se réduit á / " ( Í / 0 ) qui est continué á l 'origine (* * ) . 

On a encoré : 

d i JJLf i * Í ^ L + MIL l 0 g Z Ú ) = | % + L I ^ L L 

qui se réduit á f" ( ; / 0 ) sur l 'axe O/ / 0 . 

L a partie réelle de cette fonction subit la discontinuité 2 / " ' 0 . 

Elle se comporte done comme la partie réelle de : 

^ - ^ L O G Z O 

On peut écrire ainsi en développant f"f (y0) autour de Forigine ( * * * ) : 

(* ) En eífet, dans ce type d'écouleraent, le potentiel subit une discontinuité quand on traverso 
Forigine : 9 = (2 f0 ( 9 + 0 — <?-o) = 2 f0/% [(iz/2)— (—%/2)] = 2 f 0 . Les lignes ele eomrant sont des 
cercles centres sur l'origine allant du potentiel + f0 au potentiel —f0. 

(**).En effet, la courbure du batteur image est égale á la courbure du batteur réel. D'ailleurs, 
la fonction f (y0) est paire dans Tintervalle — h^yQ^h> Ses dérivées d'ordre pair sont done égales 
de part et d'autre de Torigine, mais ses dérivées d'ordre impair y sont opposées. 

( * * * ) On suppose que / " ' (y0) et flY (y0) existent dans Tintervalle 0, h> d'oü : 

| ^ = R (YO) = N + Y 0 / I V ( * ¡ , O ) O < « < 1 

3 
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Cette égalité montre que la partie réelle de la fonction écrite ci-dessus est nulle et conti­
nué au sens de Lipschitz pour z/0 = 0. 

D'aprés le théoréme de Fatou, la partie imaginaire (définie á une constante additive prés) 
sera au moins de l 'ordre de ij0 log j y 0 | et la fonction, elle-méme, de Pordre de z 0 l o g z 0 , 

On peut done écrire le développement l imité : 

dzQ

2 \ dz0 % ° J w 

En integran!, i l vient successivement : 

*F(£f i ) + 2jfo_ l o g Z o \ _ Ü C o . ( Z o l o g Z o _ Z o ) + o ( V log z 0 ) + i A z 0 + B 
f?Z 0 V 1 5t 

= M I l o g Z o _ M^íllMi^ _ ^ ) + + b z 0 + c + o ( V i o g z „ ) 

F (zo) = iD — zo log z 0 + (2Ll + f e ) zo + ~ zo2 + - p - z 0

3 log z 0 

Si l'on avait poursuivi le processus d'extraction des singularités, on aurait eu dans le déve­
loppement limité des termes de la forme : 

/ 0

V z 0

5 log z 0 / o v n z 0

7 log z 0 . . . 

Dans le cas du batteur plan f"0 = f'"0 = f0

Y = / 0

v n = . . . = 0, le développement se réduit 
á ( * ) 

F ( z „ ) = i D — ^ z 0 l o g z 0 + +ic) z 0 + -f-z<? + O (z„») 
\ / 2 

oü D = D T + zDo C = Cx + zC2 

On pose : 

~ z{? = ( « O + Í 6 2 ) ( P 2 + Í Q o ) (a, + Í 6 8 ) V = ( « 3 + í & 3 ) (P« + í Q 3 ) 

oü P 2 , Q 2 P 3 ? Q 3 sont des polynómes harmoniques conjugues. 

On peut séparer les parties réelles et imaginaires : 

X L = _ DO - • ü ü . ( ¡ r 0 log 9 — 0i/ o) + f _ « o — G 3 y 0 + a2P2 — 7; 2Q 2 + « 3 P 3 — 6 3 Q 3 + . . . 

Y l = D x — 1 £ l ( ¡ h log p + Gx 0) + C ^ o + — C2) y() + 6 3 P 2 + a « Q 2 + Z>3P3 + a 3 Q 3 . . . 

Ces fonctions doivent satisfaire aux conditions limites : 

Y x = 0 pour ?/o = 0 et 0 ^ 0 d'oü B1 + C ^ o + Z>2x0

2 + . . . = 0 

( * ) Remarquons que la partie réelle de la fonction F ( z 0 ) , soit X 1 9 est continué á Porigine au 
sens de Lipschitz. Mais la dérivée dXt/dijQ étant discontinué, F O 0 ) est de Fordre de z 0 log 2 0 / C o m m e 
on Ta vu plus haut, ce terme provient de 1'intégration de la singularité de la dérivée : (2 log z 0 . 
Plus généralement, si la. prendere dérivée discontinué était d'ordre /?, la partie principale de f(zQ) serait 
de la forme z0

n log z0. On retrouve le résultat de Fatou en le précisant. 
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On en déduit : D x = d = b2 = . . . = 0. 

De raéme, pour x 0 = 0 et 6 = (w/2) Xt = / ( y 0 ) = / 0 + y0 f'Q 

— D 2 + /'„i/o — C t y 0 — « 2 Í / 0 2 + &s*Jo3 + • . . — fo + ffnf o 

ri'oú : D 2 = —-/o QL = a 3 = Z?3 = 0 

On posera dans la suite C2 — — a 0 . 

En déíinitive, on a les développements limites valables au pied d'un batteur plan : 

X , - U — ^ feo log 9 ~~ tojo) + ( - f ^ + <*0) x0 + a, (x0

2 ~~~ 3 ih

2) — Z>5?7o (?/o4 — 10 x 0

2 y o2 + 5 x(

2) 4 

Y L = AU (UO log P + 0xo) — (2LL + a0) y0 — asy0 (3 xf — y o2) + M o (x0* — 10 x0

2 y0

2 + 5 ¡Joé) + 

Ainsi , les déplacements X x et Y x sont finis et continus au voisinage du pied du batteur. 
Sur le batteur (x0 = 0), X x et Y x sont des fonctions de y0 seul. Leurs dérivées : 

ayQ % Zy0 dy 

oy0 n dy0 dy0 

présentent des discontinuités de premiére et deuxiéme espece, si f0 ^ 0, c'est-á-dire si f (y0) 
ne vérifie pas la condition l imite au fond. 

Elles sont cependant de carré integrable. En vertu d'un théoréme eonnu, les développe­
ments en series de fonctions orthogonales convergent « presque partout » vers la valeur des 
fonctions dXJdyo, SYx/Sj/o- En particulier, si f'{y¿) est continu dans l ' intervalle (0, s) , ce 
développement est uniformément convergent dans l ' intervalle (0, s) extrémités comprises. 

Si f0 — 0, les dérivées ^X 1 /^^ / 0 et 3Y L /3¡7 0 sont continúes au pied du batteur, et le dévelop­
pement est uniformément convergent dans l ' intervalle (0, e) extrémités comprises. I I est d'ailleurs 
absolument convergent, car les dérivées d2Xx/dy0

2, 3 2 Y 1 / 3 Í / 0

2 sont de carré integrable et conti­
núes et leur développement en serie est lui-méme uniformément convergent. 

Si ¡f(j/o) présente des points de discontinuóte dans l ' intervalle ( O , e) iout en étant de carré 
integrable, il en sera de méme de Xj . L e développement sera alors uniformément convergent 
dans tout intervalle ne comprenant pas le point de discontinuité. Connaissant la nature de la 
discontinuité de f (y0), on pourrait, par des raisonnements semblables á ceux qui ont été faits 
ci-dessus, déterminer les singularités de X x et Y x . Pa r exemple, si f (ytí) a une discontinuité de 
premiére espece (pour yQ = TJ) X x se comportera comme la partie réelle de : 

— — [ / (-n + 0) — f O í - - 0 ) 1 logzo 

Y 1 se comportera done comme : 

íf(y\ + 0) —/( -n — 0)1 logo 

qui est de carré integrable. .Le développement de Yt sera lui aussi uniformément continu 
dans tout intervalle ne contenant pas le point de discontinuité. On étudierait de maniere ana-
logue Pinfluence des discontinuités de f ( z / 0 ) . 

On retrouve ainsi les résultats obtenus par Pétude des coefñcients de la serie. Mais Fon 
connait en outre le comportement des fonctions X t et Y x dans le voisinage des points singuliers. 

Rappelons, pour terminer, que M . Biesel avait determiné les singularités aux extrémités 
du batteur en cherchant une fonction irréguliére dont le développement en serie soit précisément 
la partie principale de la serie étudiée. 

L a lenteur de la convergence étant imposée par la nature des singularités, on concoit en 
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eíTet que la serie representan! la fonction se comporte comme la serie représentant les singu­
larités. 

B ) Etude du point situé au sommet du batteur. 

II est commode de transporter 1'origine des axes au point étudié 

On considéi^e la fonction harmonique U = k2 X x — g (dX^dy^ partie réelle de la fonction 
analytique ( * ) : 

g w - « x, - , H - 1 ( w > * 

On effectuera le prolongement analytique de cette fonction (par reflexión á travers la surface libre, 
cette fo is-c i ) , de facón á transformer le point d'angle en un point ordinaire du contour limitant 
le domaine. Ceci est possible puisque U est nulle sur la surface libre. 

Dans le canal image on definirá U par Féquation : 

U ( x 0 , y o) = — U (x0 — yQy 

L a fonction harmonique U est déterminée par les valeurs prises sur la l imite du canal 
réel ou de son image ( * * ) . 

En particulier, on a sur le batteur : 

U = k2 f (y0) — gf ( y 0 ) cote canal réel 

U = — k2f (g0) - f gf ( y 0 ) cote canal image 

L a fonction U subit done á la traversée de Porigine une discontinuité : 

U ( + 0) — U ( — 0) = — 2 [k2f (0) — gf (0) ] 

On posera : 

/ (0) - h r (0) = f\ R = V* (k2h—gfu) 

On en concluí comme précédemment que la fonction G (z0) se comporte au voisinage de Fori­
gine comme : 

(2 i/%) (k% — gf\) log z0 = í ÍR log z0 

í ' R l o g z 0 constitue ainsi le premier terme cíu développement de G ( z 0 ) . 

(*) F(z0) étant analytique dans le domaine et les fonctions X x et Y x y possédant des dérivées 
continúes, i [dF (z0)/dz0] est aussi analytique. 

( * * ) On peut calculer ees valeurs á partir des valeurs de X 3 et Y x ainsi que de leurs dérivées. 

Fía. 8 
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Pour déterminer les termes suivanis, i l faut éiudier le comportement des dérivées an vo i -
sinage de ¡ 'origine. 

Or i l est clair, d'aprés la figure, que de part et d'autre de ij0 = 0, les valeurs de la pente 
dU/dij0 sont égales, alors que les valeurs de la courbure (et done les valeurs de d2XJ/dy0

2) sont 
opposées. On a ainsi une discontinuité pour la partie réelle de : 

-f~ [ G ( Z o ) - Í R l o g Z o l = ^ 'kK^-g f ^ l + í 'lfiK.-g e - « « 
dz0

2 ° 3f/0

2 _ % 0 J 3j/ L ¿í/o J P2 

qui se réduit sur Faxe Oy0 [0 = ± (w /2 ) ] á 3 2 U/3z / 0

2 . 

Cette fonction se comporte comme 2 Z / T C (k2f'n>—gf'n) l o g z 0 

En utilisant le théoréme de Fatou pour déterminer le reste et en integran!, on tro uve : 

2 i 
G ( z 0 ) = ÍR log z 0 + C 0 + C x z 0 — ^ (kTn — fl/'"*) ( - ~ log — ) + O {z<? log z 0 ) 

Pour le batteur plan, la dérivée seconde et les dérivées d'ordre supérieur sont identique-
ment nuiles. L e développcment se réduit á : 

k2F (z0)~~gi d F . ( Z o ) = ÍR log z 0 + C 0 + C . Z 0 + C 2 z 0

2 + O ( z 0

3 ) 
azQ 

L'équat ion sans second membre a pour intégrale F ( z 0 ) = ke~azo oü Ton a posé : 

m 
a = 

9 

F ( z 0 ) 

E n considérant A comme fonction de zQi on t rouve facilement : 

R 
gcL 

lo, 
G Z O + " ^ E ~ Y ~ 0 + — G * ° + — + - 1 * ° ' ¿o 

_1 1 

a 

2¿o 

En développant e~a\ on obtient finalement une expression de la forme : 

R í7c2R ot2R 
F (z 0 ) = «o + í&o — —*o log z 0 + (ai + ibt)z0 + - ^ ~ T Z ° 2 l o § Z(> + ^ + z 7 ^ ) V — V log z0 + . 

y ^ 9 0 // 

Enfin, en séparant les parties réelles et imaginaires et en appliquant les conditions aux 
limites, on a successivement : 

R 7c2 

X , = a 0 ( x 0 log ? — 6?/0) + a^o — t^i/o — ^ 
k2R 

R 

2g* 

— 2 bzxoy0 + O ( P

3 log 9) 

7c2R 

7c2R 
O ( x 0

2 — y 0

2 ) — —r xoUo log p + « 2 feo2 — ?/o2) 
0 

— Y1 = b0 — (yo log ? + 0x o ) + & I X 0 + a,y0 ^ ^ ( x 0

2 — y 0

2 ) ] o g p . •^•Qx0y0 + b,¿ ( x 0

2 — ij0

2) 

Paroi du batteur : 

3X X 

+ 2aaXby„ + 0 ( p » l o g E) 

^ 0 = ?/o = 0 X ^ O ) = a 0 = fh 

x0 = 0 e = — T U / 2 

fc»Xx - flr = 7c2/ (y0) - flf ( S o ) = k% - gf\ + y 0 (7c 2f,) - * % 0 + + 7c2 - j i/ 0 

— ( a 2 ^ + 3 í / 0 2
 + 
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Surface libre : 

Sío = 0 0 = 0 

* * X X — g ^ = A-%o + gb, + ( * s a i + 2 fc2? + x 0 + (k2a2 + 3 </fc3) x 0

2 + . . . = = O 

On en t i r e : q<¡ = f ^ fll arbitraire h = - ^ 

« 2 = - y ~ ( A 2 / , - 5 / ' , ) 6 2 = W ~ 

d'oü le développement : 

Xx = f ft — — te0 log p — 0z / o) + a i x 0 + ^ ? 0 _ - ^ [ 0 W ~ í/o 2) + 2 xoUo log p] 
9 9 ¿ 9 

Y , = - b0 + ±(y0 log P + 9x 0 ) + ^ f - x 0 — a l U o — [ ( x 0

2 — y 0

2 ) log P — 2 Gx 0z/ 0] + - s ^ r *oí/o 
9 9 * 9 * y 

~ 1 2 ^ ( X ° 2 — + ° ( ? 3 l 0 g 9 ) 

Comme au pied du batteur, Xt et Y x sont partout finís et continus. 

Sur l 'axe Oy0, X 2 et Y x sont des fonctions de y0 seul et leurs dérivées ont pour expression : 

3 X 3 _ R0 k*fh km , 7<:2*R 

3 Y n R . . R , 7c2R . , 7Í 2R , k^R , 
= _ log P + - - a i + _ ? / o l o g 9 + — V o + — g o + . . . 

L a premiére dérivée posséde une discontinuité de prendere espéce, la seconde, un infini 
logari thmique si R ~A 0, c'est-á-dire si la fonction f (y0) ne vé i i f ie pas la condition l imite de 
surface. Mais, méme dans ce cas, les dérivées sont toutes deux de carré integrable. Leurs déve-
loppements en serie sont done uniformément convergents dans tout intervalle oü les dérivées 
sont continúes. Les développements de X1 et Y x obtenus par intégration des precedentes sont 
absolument convergents. 

Si R == 0, les dérivées sont continúes au sommet du batteur, ainsi que les dérivées secon-
des. Les développements en serie de 3X 1 / 3 jy 0 , et dYx/dyg seront absolument convergents. 

C H A P I T R E I I 

S O L U T I O N A U D E U X I É M E O R D R E D ' A P P R O X I M A T I O N 

Pour calculer la deuxiéme approximation, nous limiterons les développements en serie 
(voir systéme d'équations I ) á la deuxiéme puissance de e. 

E n substituant, comme ci-dessus, dans les équations du niouvement ainsi que dans les 
équations exprimant les conditions aux limites, en négligeant les termes du 3 o ordre, et en 

http://Ja.nv.-Fev
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écrivant que les équaiions sont vérifiées pour toutes les valeurs de e, i l vient, compte tenu 
de ce que X1 et Y x vérifient les équations au 1 e r ordre : 

dx0 dyQ D (¡r 0 > ijQ) 

d (3Y2 d X 2 \ D [ O X x / 3 0 , Xxl D Y , ] , 9 r . . 
3f V 3ih / D ( x 0 , z/o) D ( x 0 , y 0 ) " ' - ^ l X ° ' ^ ; 

avec les conditions frontiéres : 

I o Y 2 = 0. pour y 0 = 0, x 0 ^ 0, 7 quelconque 

2 - 3 í T + í 7 - ^ 7 = - - 3 f ^ " 3 ^ - - 3 í r - 3 ^ P ° u r ifo = h, x Q ^ 0 , t quelconque 3f2 

3° X 2 = Y x f ( Í / 0 ) sin kt xf) = 0, 0 ^ Í / 0 < 7?s f quelconque. 

4 o X 2 , Y 3 bornes. Pas d'onde venant de r infini . 

Les deuxiémes membres des équations et conditions aux limites sont connus. On a 
trouvé dans le chapitre précédent : 

v a0 c h m 0 y 0 . t . . * 2 av rt , „ eos XD i/ 0 . 7 . 

Y l = « t i ^ í M a . c o s ( / f í _ m o X o ) + | I ^ l e _ V ü 4 í l ^ L s i n k t 

e sn my* i e sm X p TÍ 

Chaqué jacobien figurant dans le second membre des équations peut étre décomposé en 
un double infinité de jacobiens, qui sont obtenus en combinant entre eux et de toutes les manie­
res possibles les diverses composantes de X X et Y x . 

On trouve ainsi trois catégories difTérentes de termes. 

L a premiére catégorie correspond á l ' interaction de la lioule avec ellc-mémc. C'cst le termo 
classique de 2° ordre calculé par M . Miche, et qui accompagne la houle émise par le batteur. 

L a deuxiéme catégorie correspond á l ' interaction, entre elles, de deux oscillations sinu­
soidales (l ? interaction d'une oscillation sinusoídale avec el le-méme en est un cas par t icul ier) . 
Enfin, la troisiéme catégorie correspond á l ' interaction de la houle avec une oscillation sinu-
so'idale. 

Les équations qui donnent le vecteur déplacement au 2 e ordre X 2 , Y 2 étant linéaires, la 
solution s'obtient en ajoutant á une soiution particuliére de Féquation complete la solution gené­
rale de Téquation sans 2 e membre . L a solution particuliére est el le-méme la somme des solu-
tions particuliéres correspondan! á chaqué jacobien. 

On pourrait ainsi déterminer les trois types de solutions particuliéres correspondan! aux 
trois catégories de jacobiens. I I est cependant plus simple, comme Ta fait remarquer M . Biesel, 
de décomposer les oscillations sinusoidales en houles á caractéristiques imaginaires. 

En effet, lorsque, dans la théorie au 1 e r ordre, on a effectué la recherche des solutions élé-
mentaires á variables séparées, on a obtenu deux types differents de solution en donnant á la 
constante de séparation les valeurs •— m 0

2 et + \ ? * Mais il revient au mérne de poser lp = imP 

et de prendre la constante de séparation sons la forme — m 0

2 ou — m 2

p . Les mp sont alors les 
racines imaginaires purés de Téquation 7c2 = mg th mh (m0 étant Fuñique racine rée l l e ) . 

Du point de vue formel , i l n 'y aura plus qu'un seul type de solution qui sera la houle 
progressive, mais ses caractéristiques pourront étre imaginaires purés. 

O n vérifie d'ailleurs que le terme : 

X j = I f i L c -vw S™±Jb> sin kt = s i n « 
e sin Xp h e i sh mv h 
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peut se décomposer en deux clapotis á caractérisiiques imaginaires : 

v 2 icty ch íriv ij0 - i * % « o c n m v l h • Y , 
Xj = • 2 — e o s i?7 5 ) x 0 sin kt — - — - — ? L ^ J L sin m^Xn sin M 

e sh mPh v e sh m^ft * 
qui peuvent á leur tour étre décomposés cliacun en deux houles á caractéristiques imagi­
naires : 

De méme : 

Y l = ^ e-<~* ÉLHbühL s i n k t 

e sh m^/i 

L a solution au premier ordre se compose finalement de houles d'équations : 

X x = 2 Ap ch M„ y 0 sin — x 0 ) 
o 
00 

Y i = E A a ch M g j / 0 cos (og — M a x 0 ) 
o 

oü les paramó-tres A , M et cp peuvent prendre les valeurs indiauées dans le tableau ci-dessous : 

Ampli tude A^ Nombre d'ondes Mp Phase 9^ 

Houle H 0 

C S h 777 0 h 
m0 kt 

Houle Cp 

— iaP 

e sh mp h 
mp kt 

Houle Cp e sh ( — mv) h 
— mp kt 

Houle — av 

e sh mp h 
mv kt + ( T C / 2 ) 

Houle Dn 

-~~-ap 

e sh ( — mP) h 
~ m p kt + ( u / 2 ) 
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Les houles Cp et C p , D^ et DP sont deux á deux imaginaires conjuguées. 
Dans les équations du second ordre, i l n 'y aura plus qu'une seule 'catégorie de jacobiens, 

correspondant á l ' interaction d'une houle avec une autre houle (ou d'une houle avec elle» 
m é m e ) . 

Córame les houles imaginaires sont deux á deux conjuguées, il en sera de méme des solu-
tions particuliéres de l 'équation complete, puisque toutes les opérations effectuées sont des opé-
rations algébriques. 

Leur somme sera done réelle et possédera une signiñeation physique. De plus, elle vériñera 
les équations et conditions aux limites du canal indéfinL Cette remarque justifie Tartifice de calcul 
employé . 

Les équations du mouvement prennent done la fo rme : 

^ X 2 + 3 Y ^ = * q Y M M Aáx fch ~ M ^ Uo eos [ ( 9 , + 9g) — (Mv + M r / ) xQ) 
dx0 dy0 ¿o ¿ o P Q 2 V + ch ( M p + M f f ) yQ eos [ (©, — 9 ( J ) — ( M P — Mq) x0] 

d foY2 dX2 

dt V 9 x 0 Zy0 7 " ? ? / c M * M < A V s h (MÍ> + M a ) yo eos [ ( ? , — <pa) — ( M ; J — M 9 ) . r 0 ] + 2 ? 2 fx„, j,„; 

On remarque que le deuxiéme membre de l 'équation dynamique ne dépend pas du temps, 
car 9^ — cpg = 0, -\~ %/2 ou —n/2 suivant les cas. On peut désigner ce second membre par 
1\2 (x07 yQ). En intégrant, on introdruit une fonction arbitraire C 2 ( x 0 , y 0 ) , 

On trouve aisément une solution particuliére sous la fo rme : 

* 2 = - (x°> ^ t - ^ r
 ( * » yo) + -'p 

óUo oij0 dxí} 

3 = 9 Í ¡ ~ ( X ° ' Y O ) F + C X D ' Y , , ) + ^ 

avec : 

A<fe = R2 teo» ^o) Acp2 = C 2 ( x 0 , {/o) 

P T T r r „ ^ y V AAL ( — c h <Mi> — M « ) 0̂ eos [Op, + <pff) — ( M p + M f / ) Xol 
2 °' 7 0 5 p~o ¿ 0 8 ) + ch ( M p + M q ) ü o eos [ ( 9 p — % ) — (Mv — M r / ) x 0 ] 

Pour avoir la solution genérale, on ajoutera le gradient d'une fonction l iarmonique 
dll2fdx0, düo/dijo avec A H 2 = 0. En faisant sur les termes séculaires les mémes hypothéses que 
précédemment, on conclura que : 

<\>2 = O , d'oü R 2 (ar0, yo) = 0. 

L a solution sera done roíationnelle au 2° ordre et Fon aura : 

2 C2 Oo> yo) = t f k M p M f f A , A F L sli ( M p + M f f ) ¡JQ eos [(<op — 9q) — ( M p — M , ) xQ] 
o o 

En procédant comme ci-dessus, on montrerait également que le cliangenient de variable : 

f>2 i £ _ ™ — 77 4 - P¿
 i~=u 

X l = ar0 — y x = y 0 + e 

appartient au groupe de transformation étudié par M , Chabert d 'Hiéres et qu' í l permet de sim» 
plifier les expressions de X 2 et Y 2 . Remarquons en passant que ce nouveau changement de varia-

0 1 1 ) 
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ble est du 2 o ordre. II modií iera done la solution au 1 e r ordre d'une quantité au moins égale au 
3C ordre, quantité que nous négligeons au degré d 'approximation que nous avons choisi. 

En eiTectuant la substitution et en remplacant les Índices 1 par les Índices 0, i l vient fina-
lement : 

v 3Lo t 3Ho x r 3 L 2 i 3Ho 
3 x 0 3x 0 dij0 ^Uo 

L e probléme se raméne á la recherche d'une fonction H 2 ( x 0 , y0 f) harmonique en x 0 , ijo et 
satisfaisant aux conditions limites ci-dessous : 

I O 2 = 0 pour ijo = 0 x0 ^ 0, car - l^f 2 - ( x 0 , 0) = 0 
tyo 

9 » 9 /3 2 H.> , 3H, \ = 3 /B2L 2 , 3L, 

pour y0=h .r0 ^ 0 

3¿ 2 3 x 0 3f 2 3 x 0 

3° -f^ = — -fEs- + Y 1 / V (yo)sinicí pour *« , = O o < y0 < A 

4 O H 2 borne — pas d'onde venant de l'infini. 

En substituant dans la condition n° 2 les valeurs de L 2 , X l s Y t , i l vient : 

3 x 0 ^ 3 í 2 ^ J 3?y„ A„=» 
! (M„ + M 9 ) [ — 4 A-2 ch ( M p — M „ ) h + g (M„ — M ( / ) sh ( M , — M „ ) h] 

_= y" y" A „ A q \ X sin [ 9 p + ? „ — (M„ + M ( / ) x 0 ] 
3 ¿ o 8 + ( M , — M e ) [7c2 ch ( M , + M „ ) h — g ( M , + M „ ) sh (M ; , + M „ ) h] 

I X sin [ 9 j ) — 9 f l — (M„ — Mq) x0] 

o o 8 ( — 4/c 2 M 9 ch ( M , + M 9 ) 7i sin [<?, — <p, — ( M , — M „ ) x 0 ] 

On doit calculer ees sommes dans tout le premier quadrant du plan p, q. On peut sim-
plifier ees expressions en associant á chaqué terme U P 7 le terme Uqp symétrique par rapport á 
la diagonale principale, et en remplacant chacun d'eux par la somme ( U p „ + U 9 P ) / 2 . On pourra 
ainsi continuer á sommer sur les deux Índices p et q de 0 á l ' iníini sans modifier le résultat. 

L a condition n° 2 devient : 

FIG. 9 

3 / 3 2 H 3 • 3 H 2 \ 

3x„ \ 3 í 2 3[/o A u = ' ' 
| ( M p + M f f ) [ — 6 7c2 ch ( M , — M „ ) h + g (M„ — M f f ) sh ( M p — M „ ) h] 

= y y A p A a ) X Sin [ 9 p - f y g — ( M p + M „ ) x 0 ] 

f £ 8 + (M„ — M e ) [2 A* ch ( M ; ) + M „ ) h — g ( M p + M „ ) sh (M„ - f M „ ) / i ] 

V sin fc9„ — <o„ — (ML — M „ ) x„1 
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On peut simplifier le probléme en changeant de fonction inconnue. On pose: 

H 2 (x0, ij0, t) = K 2 ( x 0 , y0, 0 + J 2 ( x 0 , IJQ, 0 

A A 
avec K 2 ( x 0 , */0, Í ) = J J X w -^-jl c n (M^ + M F L ) y0 eos [(<pp + <p5) — ( M P + M F F ) x 0 ] 

o o o 

un co A A 

+ E I c h ( M *> — M * > eos [ ( cpp ^ ? A ) — ( M P — M F F ) x 0 ] 
0 0 o 

Comme on peut le vérifier aisément, la condition l imite en surface devient : 

si Ton prend 

9 / 92J2 , 3J¿ \ n , , ^ A 

l — 6 A-a d i ( M , — M g ) h — g ( M , — M, 7 ) sh ( M , — M „ ) /i 

4 fc* ch ( M p + M f f ) A — flr ( M p + M a ) sh ( M p + M 0 ) h 

= 2 /p« ch (M„ + M q ) A — g (M„ + M q ) sh ( M p + M q ) h 
g (Mp — MQ) sh ( M p — Mq) h 

On a, d'autre part : 

A J 2 = A H 2 == 0 

L a fonction J 2 doit étre harmonique comiue la fonction H 2 , El le doit de plus satisfaire 
aux conditions aux limites : 

y . | Í L = { f ( y o ) s i n A í _ g (0, y 0 , í ) x 0 = 0 0 ^ U o < /i 
3 x 0 

oü Ton a posé : 

I ( x 0 , i,0, t) = f^- + S ¿ ( M , + M „ ) ch ( M 9 + M t t ) y 0 sin [ 9 j > + ? ? — (Mp +M„) x 0 l 

C X q 0 0 ° 

+ 1 2 ^ ( M p - M f / ) ch ( M p — M f l ) ¡¡o sin [ 9 p — 9 q — ( M p — M f / ) x y l 
o o o 

4 o J 2 borne — pas d'onde venant de Finfini ( * ) . 

Ce probléme est tout á fait analogue au probléme deja résolu au premier ordre. On sait que 
la solution J 2 ( x 0 , y0, t) est une combinaison linéaire et homogénc de solutions élémentaires á 
variables séparées vérifiant les conditions 1, 2 et 4. 

On choisira les coefficients de maniere á vérifier également la condition 3. 
On aura ainsi obtenu une solution satisfaisant á toutes les équations et conditions aux 

Jimites du probléme. 
On remarquera, en terminant, que l ( x 0 , y0, t) représente Tabscisse de tous les termes du 

2 C ordre qui doivent étre ajoutés á la solution du 1 e r ordre, pour satisfaire aux équations et con­
ditions limites du canal indéfini jusqu'au 2* ordre d 'approximation. 

Cés termes constituent une composante du mouvement du fluide ayant pour période T / 2 . 
Si le mouvement du batteur ne contient pas d 'harmonique de période T / 2 , cette composante 

( * ) On vérifiera ci-dessous que la solution comprenant les termes de L 2 , I I 2 , J2, satisfait aux 
conditions (4), 
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cloit étre compensée au niveau du batteur par l 'addition des termes 3J 2 /3x 0 afin que le mouve-
ment du fluide puisse épouser le mouvement du batteur jusqu'au 2 o ordre d 'approximation. 

Si le mouvement du batteur n'est pas rigoureusement sinusoidal, on peut le décomposer 
en serie de Fourier, soit, en limitant le développement aux termes du second ordre ( * ) : 

x = efx (y) sin kt + e2f2 (y) sin 2 kt + e2f3 (y) eos 2 kt 

L a condition á la limite devient : 

3J 2 /3x 0 = Y j f j (?/ 0 ) sin kt — l (0, y09 t) + f2 (y0) sin 2 kt + / 3 (z / 0 ) eos 2 kt 

On ajoutera á la solution obtenue pour le batteur sinusoidal les solutions correspondant 
aux conditions 3J 2 /3x 0 = f2 (*/ 0)sin 2 kt et 3J2/3x0 = fz (y0) eos 2 kt. Celles-ci ne sont autres 
que rharmonique calculé par M . Apté . 

C H A P I T R E I I I 

C A L C U L D E S T E R M E S D U D E U X I É M E O R D R E 

Pour expliciter la condition ( 3 ) , nous allons d'abord calculer Texpression £ dans laquelle 
nous développons 3L 2 /3x 0 : 

y = y y A » A a i — + M t f ) C c h <M*> — M ^ ?o — ^ t t

 c l i ( M ? + M f f ) ffo] sin + <pff) — ( M p + M f l ) x 0 ] 
5 o o 8 ( + (Mp — M f f ) [ch ( M p + M , ) y 0 + H q c h ( M p — M f f ) y 0 ] sin [ ( 9 p — ( M P — M t f ) x 0 l 

Pour un choix quelconque des Índices p et q, les paramétres A , M et 9 prennent les valeurs 

relatíves aux divers types de houle (C, C, D, D ) . Si p ou q — 0, les paramétres prennent la valeur 

relative á la houle H 0 . 

On peut obtenir les termes de la somme double ci-dessus en considérant le produit 
symbolique : 

[ H 0 + í ( C , + C, + D„ + D p ) l [ H 0 + £ (C (, + C (, + D„ + D , ) ] 

En développant, on trouve les produits partiels £ HqC^ ( O U £ X T>Q) dont l 'expression 
1 1 1 

complete est obtenue en remplacant dans l les paramétres d'indices p par ceux de la houle H 0 , 
et les paramétres d'indice q par ceux de la houle C g (ou les paramétres d'indice p par ceux de la 
houle Cp et les paramétres d'indice q par ceux de la houle D f f ) . Ces produits partiels peuvent étre 
groupés dans le tableau : 

H 0 H 0 H 0 £ Ca H 0 2
 D * 

£ I c,c„ 2 2C„cfl 
I 2 C S D„ 2 2 c„D„ 

H 0 S Ü„ 2 2 2 Yé cpGff I 2 ^ 

H 0 £ D, 2 S D A 2 S D A 
h 0 £ D P 2 SUpC, 2 I 2 SB„B, 

( * ) Yoir théorie de M. Apté. 
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On peut simplifier le calcul en remarquant que certains termes sont imaginaires conju­
gues. On calculera done Tun d'eux et Fon obtiendra Pautre en changeant i en — z . 

De méme, i l existe des symétries par rapport á la diagonale principale. G'est ainsi que 
fío £ C p et H 0 £ Cg> H 0 2 D^ et H 0 £ D e sont égaux deux á deux. Quant aux termes de la forme 
£ £ D p C f f , ils contiennent une partie symétrique et une partie antisymétrique. 

On calculera done : 

I . T E R M E B U 2 e O R D R E A S S O C I É A L A H O U L E R É E L L E ( H 0 H 0 ) : 

C'est le terme calculé par M . Miche (interaction d'une houle réelle avec e l le -méme) . 

En substituant dans \ la valeur des paramétres correspondant á la houle H 0 í i l vient : 

x = ñk2 3 
0 0 4 k2 ch 2 m0h — 2 m0g sh 2 m0h ~ 2 sh 2 m 0 n 

car k2 ~ m0g th m0h. 

d'oú : 

H 0 H 0 = 
— rao«og [ I 3 ch 2 m0yQ' 

4e2 sh 2 'm 0 /z |_ 2 sh 2 m 0 /7 
sin [2 A'í — 2 mQXo] 

I I . — I N T E R A C T I O N DE L A H O U L E A V E C L ' O S C I L L A T I O N L Ó C A L E : 

l ' 1 £ H 0 C P + £ C q H 0 + I H 0 C , + £ G „ H 0 . I I vient immédiateraent : 

( m 0 + mp) [ch (m0 — mp) y0 — l0p ch ( m 0 - |- mp) y0] sin [2 kl — ( m 0 + m p ) .r„] 

ia0aP \+ ( m o — m P ) [ch ( m 0 + m p ) y 0 — X<¡Pch ( m 0 — N I , ) y0] sin [2 fcí — ( m 0 + m p ) ,r„] 

p ^ i 4 e2 sh m 0 h sh m^ñ j+ ( m Q _ m p ) [ c h ( m 0 + m p ) i/ 0 + ( J . 0 p ch ( m 0 — m p ) j/0] sin ( m 0 — m p ) x{) 

+ (/n„ + m p ) [ch (m0 — mp) ijQ + .J.<¡p ch ( m 0 + m p ) y0] sin ( ; 7 ? 0 + mv) .r0 

eL [x p̂ representen! les quantités complexes conjuguées de y.{)p et X 0 p . Ce terme et le suivanl 
représentent Finteraciion de la houle réelle avec l 'oscillation lócale. 

R I H 0 D , + £ D O H 0 + I H Q D ; + I D G H 0 

/ ( j j i 0 + mp) [ch ( I Í I 0 — mp) y0 —~ l0p ch (m0 + y 0 ] eos [2 /cf — ( i « 0 + ;n f l ) . r 0 ] 

- O p O p \ — ( m o — [ch ( m 0 + j n P ) i/ 0 — A-0-pch (n? 0 — m , ) y 0 ] eos [2 ki — ( JH 0 — /n„) .r„ 

[x0j3 ch (m0 — mp) IJQ] eos ( m 0 -— mp) x{) 

[ — ( / Í 7 0 + m p ) [ch ( m 0 — mP) í/ 0 + ^ ch (m0 + m,,) i / 0 ]
 c o s (™o + ™i>) 

I I I . — T E R M E S r>u 2" O R D R E ASSOCIÉS A L ' O S C I L L A T I O N L Ó C A L E : 

— X I af"(mp ^ ü ích ( m v — ™¿ Uo — *PQ ch (mv + 7 í 7 r / ) i , 0 ] sin (mp + m , ) x„ cos 2 /</ 
i i 2 sh m^n sh m^n L 

Les autres termes s'annulent deux á deux. 

| | 2 ^ f í ^ l í S V [ C h ( m ! i _ m ? ) 1/0 + C h + "'^ U 0 ¡ S Í" + m , , ) *° 
oü : _ 2 A 2 ch (m„ - f m » ) ^ — ff ( m ¡ > — m ^ s n — m<?) ^ 

^ P ( ? ~ # (m„ -4- m ? ) sh (mP + m „ ) /i 
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Les autres termes s'annulent deux á deux. 

_ I £ JBf <Mp + ™ ^ [ c h ^ _ m ¿ y o _ ^ c h ( m j | + m f f ) y o ] c o s 2 fcf eos ( m p + mg) x0 

\ \ ¿-t ^ w S i l TÍXptX S i l TYtylX 

4 0 I £ D,C« + £ £ P.C„ + £ £ C„Dg + £ £ Ü„Dg 

+ 1 1 - i r f i ( m ? + / " g ) [ch ( m p — m e ) y 0 + m,) iJo] ^ ch ( m , + mQ) y0] cos ( m , + m,) x 0 

j 1 á (5 S i l . TXXpÍX S i l TTIqÍ2 

En rassemblant tous ees termes, on trouve Fexpression de ? (.r0, j / 0 , f) : 

S ( x 0 , Í/o, i ) = 

£ a 0 a g j — (m0 + mp) [ch ( m 0 — m p ) iJo + ^ ch ( m 0 + mp) y0] c -*C«O+»#)«b 

1 4 e 2 sh 7770/i sh mPfc ( + ( m 0 — m P ) [ch ( m 0 + m p ) y 0 + C-o* ch ( m 0 — m q ) y 0 ] e ^ o - ^ K 

M 0 A 0

2 

t 3_ c h 2 m 0 g 0 " 
2 sh 2 mQh 

sin (2 FCÍ — 2 M 0 . T 0 ) 
4 e 2 sh m0h 

1 y q o a g ( (m0 + m p ) [ch (m0 — wp) ij0 — X 0 p ch (m0 + m p ) y0] e 2 í 7 c í X e-*<«O+*>>*b 

~ ? f 2 T á n m J ^ Á ^ [ c h ( m p - m q ) U o - l p c / c h ( m P + m,) ¡ j Q ] c -*(«,+^)-b cos 2 *í 

Les deux premieres sommes représentent un déplacement permanent de la masse d'eau, 
déplacement qui se traduit par une variation du niveau moyen (on trouverait, en effet, un terme 
analogue pour les ordonnées) . Ces termes corresponden! aux « ondes d 'accompagnement » de 
M . Biesel, ondes dont la fréquence est égale á ladiffércnce des fréquences des composantes. Dans 
notre cas particulier oü toutes les composantes ont la méme fréquence, ces ondes sont « figées » 
et ne se propagent pas. Elles contiennent d'ailleurs en facteur le terme exponentiel e - V « et 
s'amortissent á courte distance du batteur. 

Les autres termes ont au contraire une fréquence égale á la somme des fréquences des 
composantes (double du fondaniental) ( * ) . A part le terme du 2 e ordre, associé á la houle fun­
daméntale, ils contiennent tous le facteur exponentiel e ~ ; V o 011 e ~ ( x o + M * o et deviennent négligea-
bles á faible distance du batteur. 

On aurait pu trouver ces derniers par simple application des formules de la houle irré-
guliére de M . Biesel. Pa r contre, les déplacements indépendants du temps corresponden!, dans 
ces formules, á des termes qui deviennent infinis lorsque kp = kQ avec mpj¿=mQ (ceci n'est d'ail-
leurs possible que pour les houles á caractéristiques imaginaires) . Cette anornalie provient du 
fait que le 2 e membre de Péquation dynamique (voir les équations I I I ) contient la fonction : 

R Ojo) eos [(kp — kq) t — ( M p ~~~ Mq) . T 0 ] 

Gelle-ci devicnt aprés integration, par rapport au temps : 

J ^ I ^ sin [(kp — kq) t — ( M P — M „ ) XQ] 

(* ) Les termes du 2 C ordre correspondent á la modidation des composantes d'indice p par les 
composantes d'indice g. Cette modulation fait apparaítre les fréquences kp + k et kp — kqt Remarquons 
que ce résultat est tres general dans la physique des phénoniénes non linéaires. 
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Dans notre cas particuiier, kp — kq et le 2 e membre de l 'équation dynamique se réduit á : 

R (y0) eos ( M p — Mq) x0 

qui ne dépend pas du temps et qui devient aprés intégration : 

t R (ij0) eos ( M p — Mq) xQ 

Ces termes présentent done une forme analytique différente de celle qui correspond au cas gene­
ral étudié par M . Biesel. 

L a condition á la l imite le long du batteur peut s'écrire désormais : 

a j » (®> Uo' 0 = F1 ( í / 0 ) + F 2 (yQ) sin 2 kt + F 3 (y0) eos 2 kt 
ox0 

pour x0 = 0 : 

< í/o ^ & 

_ y <*pO£ ( [ ( m 0 — mp) — ( m 0 + mp) ] ch (m0 + mp) y0 

i 4 e 2 sh mQh sh mph ( — [ ( m 0 + m^) — ^ p ( m 0 — mp)] ch ( m 0 — mp) t/0 

- ? ? l á^w^vr [ c h (m- - m*}y° + c h ( m » + ̂  1J<>] 

F / „ \ _ flo s l i m 0 y o , . , m 0 q 0

2 3 ch 2 7 7 ? o T / 0 

2 c sh m0h
 1 { U o ) + 4 e* sh* m07i „ ~ T " d A Í ¡ ¡ A " 

_ y fapgp i [ 0 « o — mp) — X 0 p ( m , + mp) ] ch ( m 0 + mp) tj0 

i 4 e 2 sh m0h sh mp7i ( + [ ( m 0 + m p ) — X^ ( m 0 — m p ) ] ch ( m 0 — m^) j / 0 

F 3 ( y 0 ) = — f ^ / ' ojo) s l ! m*y? 
, a sh 777 Ji 

+ 1 
p a o a ? ( [(™o — m p ) + l()p ( i n 0 + m p ) ] ch (;n 0 - f m p ) y 0 

í 4 e 2 sh in 0/i sh mph \ — [ ( m 0 + m p ) + ( m 0 — mp)] ch f jn 0 — mp) y{) 

01 suiure) 


