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Flow at the toe of a spil lway 

I I . — THE "SOLID TOE" SPILLWAY 

BY 
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(Texte français page SI.) 

By means of an iteration procedure due to 
L. C. Woods, a complete theoretical solution is 
obtained for the problem of flow over the solid 

curved surface at the toe of an open spillway. 
Experimental results were also obtained, and 
found to be in good agreement with the theory. 

I. _ I N T R O D U C T I O N 

I n a p rev ious p a p e r * [ 1 ] t heore t i ca l a n d expe­
r i m e n t a l r e su l t s w e r e ob ta ined for t h e case of 
flow over a n "open t o e " i.e. t h e open ing m a d e 
by a t u n n e l r u n n i n g t h r o u g h t h e base of a spi l l ­
w a y block. T h e p r e s e n t s t u d y is conce rned w i t h 
t h e m o r e u s u a l case i n w h i c h t h e sp i l lway 
toe is a curved solid sur face , a n d t h e object ive 
is essent ia l ly t h e s a m e : t o obta in a comple te 
so lu t ion w h i c h d e t e r m i n e s t h e veloci ty a n d p r e s ­
su re d i s t r ibu t ion , t h e local t h i cken ing of t h e je t 

as i t is deflected b y t h e cu rved sur face , a n d 
h e n c e t h e t h r u s t a n d b e n d i n g m o m e n t on t h e 
sp i l lway side w ralls. 

T h e p r o b l e m is i n h e r e n t l y m o r e difficult t h a n 
in t h e open toe case, b e c a u s e of t h e ex is tence of 
a curved solid b o u n d a r y of specified s h a p e . 
Never the less a so lu t ion is o b t a i n e d t h r o u g h a n 
i t e ra t ion p rocedure , a n d e x p e r i m e n t a l r e s u l t s 
a r e found to be in good a g r e e m e n t w i t h t h e 
theo ry . 

II . — T H E O R I C A L A N A L Y S I S 

T h e s i tua t ion is as s h o w n in F i g u r e 1. As in 
t h e ana lys i s of t h e open- toe spi l lway, t h e velo­
ci ty is a s s u m e d c o n s t a n t a n d equa l to vt every­
w h e r e on t h e u p p e r b o u n d i n g s t r e aml ine DHC, 
a n d t h e w a t e r is a s s u m e d to be inviscid so t h a t 
t h e flow is i r ro t a t iona l . T h e solid b o u n d a r y 
A E O F B cons is t s of t w o s t ra igh t sect ions A E a n d 
F B jo ined by a c i r cu la r cu rve E O F of r a d i u s R,,. 
As in t h e p rev ious ana lys i s the phys ica l p l ane is 
r ed i sposed i n F i g u r e 2 a w i t h t h e or igin at O 
a n d t h e Y-axis co inc ident w i t h t h e l ine of s y m -

* The "open-toe" spillway. La Houille Blanche, n° 6, 
novembre 1962, pp. 728-750. 

m e t r y OH. S imi la r ly F igs . 2 b, 2 c, a n d 2 d 
s h o w t h r e e o the r p lanes w h i c h a r e r e l evan t t o 
t h e m a p p i n g p r o b l e m — t h e p l a n e s of t h e complex 
po ten t i a l 

1» = <p -f- ( 1 ) 
a n d of: 

T = l o g ( Vl ~lu7) = l o g ( V l / v ) +f6 (2) 

as before, b u t t h i s t i m e w i t h t h e £ p l a n e d i spos ­
ed so t h a t t h e field of flow m a p s in to t h e i n t e r i o r 
of a n infinite s t r ip , as on t h e w p l a n e . 

T h e pecu l i a r difficulty of t h i s p r o b l e m is t h a t 
t h e veloci ty a long t h e solid b o u n d a r y E O F is no t 
necessar i ly cons t an t , as i t is i n t h e open- toe 
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FIG. 1 

The basic flow situation. 
Le schéma d'écoulement de base. 

case . I n fac t t h e veloci ty wi l l be a m i n i m u m a t 
O, so t h a t on t h e T-p lane , F i g u r e 2 d, E O F 
becomes a c u r v e d l ine, convex to t h e r i gh t . Since 
t h e f igure o n t h e T - p l a n e is t he re fo re n o t a poly-
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FIG. 2 
The mapping problem. 

Choix du mode de représentation 

gon, t h e Schwarz-Cristoffel t r a n s f o r m a t i o n can ­
no t be used, and no e l e m e n t a r y so lu t ion is poss i ­
ble. 

W e r e s o r t to a n i t e ra t ive p rocess based on a 
t h e o r e m w h i c h is a deve lopmen t f r o m Cauchy ' s 
i n t eg ra l f o rmu la . Bo th t h e i t e ra t ive p rocess a n d 
t h e t h e o r e m a re due to W o o d s [ 2 ] . T h e t h e o r e m 
re la tes to t h e so lu t ion of t h e genera l m a p p i n g 
p r o b l e m w i t h i n a n d infinite s t r ip on a given ( 0 
p l ane , a n d is s t a t ed as fo l lows: 

W o o d s ' t h e o r e m : 

If S (0 = P + iy is h a r m o n i c in t h e s t r ip 

— oo oo, 0 ^ 7 | ^ T 

on the p l ane of Z, = \ + ¿'1. t h e n p rov ided cer­
ta in cond i t ions a re satisfied, S at a n y po in t P (Ç) 
w i t h i n t h e s t r ip is given b y : 

8 (0 = fa\ To cosécli -JE- « * _ ç) 

M e c h - ^ - Œ * —ç ) j r fÇ* (3) 

w h e r e : 

Yo = l i m . y (;*, 7|), 
T;->0 

p r = l im. P(R, T — r,). 

T h e condi t ions r e fe r r ed to a re of t h e f o r m a l 
m a t h e m a t i c a l k ind , a n d a r e such as w o u l d be 
satisfied in m o s t n o r m a l flow s i tua t ions , i nc lud ­
ing the one dea l t w i t h in th i s pape r . Accord ingly 
they wil l no t be d i scussed h e r e ; for de ta i l s t h e 
r eade r is re fe r red to W o o d s ' o r ig ina l p a p e r . 

T h e i m p o r t of t h e t h e o r e m is t h i s : if S is a 
h a r m o n i c func t ion of £, s u c h t h a t t h e r ea l p a r t ¡5 
is k n o w n a long t h e u p p e r b o u n d a r y , a n d t h e 
i m a g i n a r y p a r t y is k n o w n a long t h e lower 
b o u n d a r y , of a n infini te s t r ip in t h e i p l ane , t h e n 
e q u a t i o n (3) gives a so lu t ion for 8 a n y w h e r e 
w i t h i n t h e s t r i p . T h e so lu t ion is d i rec t , w i t h o u t 
t h e need for a n i t e ra t ive p rocess . 

If, however , o u r k n o w l e d g e of ¡5 a n d y 
a long t h e b o u n d a r i e s of t h e s t r ip is a p p r o x i m a t e 
or o the rwi se u n c o m p l e t e , equa t i on (3) t h e n 
becomes t h e bas i s of a n i t e ra t ive p rocess . 
T r i a l va lues of y0 a n d p r a r e i n se r t ed i n t h e 
e q u a t i o n w h i c h is t h e n solved for a ser ies of 
va lues of £ w h i c h t r a v e r s e the b o u n d a r i e s of 
t h e s t r ip . I n t h i s w a y i m p r o v e d va lues of Yo 
a n d p r a r e ob ta ined , w h i c h c a n t h e n be m a d e 
the bas i s of a f u r t h e r i t e r a t i on . 

T h e p rocess c lear ly l ends itself to t h e so lu t ion 
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of free b o u n d a r y p r o b l e m s such as t h e one con­
s idered he re . F o r if we se t : 

• ß - f iV = T = log -Hi. + ft = r + ¿6 ( 4 ) 

w h e r e : 

0 V 

Ç = Ü -)- IT) = IU = cp + i<b (5) 

t h e lower b o u n d a r y of t h e s t r ip on t h e w ( in 
genera l , 0 p l a n e is t h e solid b o u n d a r y of specifi­
ed shape , a long w h i c h we h a v e some knowledge 
of t h e b e h a v i o u r of 6 (in genera l , y). T h e u p p e r 
b o u n d a r y is t h e free sur face , a long w h i c h we 
have some knowledge of v a n d hence of r (in 
genera l , ¡5). T h e p rocess descr ibed above shou ld 
the re fo re lead to a so lu t ion of t h e p r o b l e m . 

T h e genera l t e c h n i q u e is s imi la r to one based 
on t h e Cauchy in teg ra l fo rmula , w h i c h h a s p r e ­
vious ly been used on free b o u n d a r y p rob l ems , 
no tab ly b y L a u c k [3] in t h e s t u d y of t h e flow 
over a s h a r p edged we i r of inf ini te he igh t . 

W e n o w r e w r i t e equa t i on (3) in t e r m s of t h e 
p a r t i c u l a r p r o b l e m . If a is t h e d e p t h of flowr a 
g r e a t d i s t ance u p s t r e a m or d o w n s t r e a m , t h e n 
4» = avx a long t h e u p p e r b o u n d a r y DHC. Hence 
T = av^ (As in t h e open- toe case, 9 is t a k e n as 
increasing i n t h e d i rec t ion of flow). Since v ~ v 1 

a long DHC, log vfvx — 0, w h e n c e p T = 0, a n d 
t h e second t e r m of t h e i n t e g r a n d van i shes . W e 
have Z, = w, a n d w e set ;* = 9 * . W e c a n t h e r e ­
fore w r i t e 

T = r + l8 : 
2 avx J- 0 o coséch 

2 avx 

(<?*—i») d 9 * (6) 

At t h i s p o i n t a m o r e de ta i led d i scuss ion of 
the c o m p u t a t i o n p rocess m a y be useful . T h e 
in t eg ra t ion is p e r f o r m e d s tep-by-s tep a long t h e 
rea l axis of t h e iu-plane, a n d f rom t h e view­
po in t of t h e i n t eg ra t i on process 9 * is r e a l a n d 
var iable , w h e r e a s w is c o n s t a n t a n d m a y b e 
complex . W e c a n explore t h e b e h a v i o u r of T 
a long A E O F B , t h e r ea l axis of t h e w p l ane , by 
se t t ing iv = 9 , (pure r ea l ) , a n d a long OH, t h e 
i m a g i n a r y axis , b y se t t ing iv = ih, ( p u r e i m a g i n ­
a r y ) . It wil l be conven ien t to descr ibe t h e p o i n t 
r ep re sen t ed by w as t h e « ope ra t ing po in t ». 

T h e f o r m of e q u a t i o n (6) c a n b e condensed by 
se t t i ng : 

/ C = : 
2 avx 

t — 9 
~9cT 

w 

w h e r e 9 0 is t h e p o t e n t i a l a t t h e po in t F . T h e n 
we h a v e : 

T = — f" 8 0 cosech k (t — t,) dt (7) 

In the in te rva l 

E O F (— 90 ^ 9 ^ 9o. a n d — 1 ^ f < + 1), 

6 0 is k n o w n as a func t ion of s, t h e d i s t ance a long 
t h e curve f rom t h e or ig in O, b u t n o t as a f unc ­
t ion of 9, s ince t h e ve loc i ty d i s t r i b u t i o n a long 
E O F is no t ye t k n o w n . T r i a l v a l u e s of 6 0 m u s t 
the re fo re be u s e d w i t h i n t h i s i n t e rva l , b u t ou t ­
s ide t h e in te rva l fl0 = - f a for f > - f 1, 6 0 = — a 
for t < — 1, a n d i n t h e s e r eg ions t h e i n t e g r a l 
becomes e l e m e n t a r y . F r o m (7), w e c a n w r i t e : 

t = + f 1 + X i ] e ° c o s é c h * ( f ~ ~ t j 

= L + I, 

w h e r e 

L —^fj + f cosech k{t — fy) dt 

— log S cosech k (1 + f,) + co th k <1 + tt) I 
* ( I 

cosech A: (1 — tj) + co th k (1 •— tj) 

= — . log co th * ( 1 =JL co th + (8) 

a n d : 

I = i r » . 

7C J-l 

cosech k (t — ts) dt (9) 

So fa r we have no t i n t r o d u c e d t h e r a d i u s R 0 

of t h e curve E O F . Of t h e four q u a n t i t i e s ult a, 
9 0 a n d R 0 , on ly t h r e e a r e i n d e p e n d e n t a n d so 
only t h r e e c a n be k n o w n in i t i a l ly . I t is c lear 
f rom t h e f o r m of (8) a n d (9) t h a t i t is m o s t 
conven ien t to choose in i t i a l va lues of vlt a, a n d 
9 0 , ( and h e n c e it), l eaving R 0 t o b e d e d u c e d f r o m 
t h e m as t h e a r g u m e n t p roceeds . 

W e n o w u s e e q u a t i o n s (8) a n d (9) t o exp lo re 
reg ions of p a r t i c u l a r i n t e r e s t ; c l ea r ly t h e b o u n d ­
a r y A E O F B m u s t be dea l t w i t h first, so a s t o 
o b t a i n — b y i t e ra t ive t r e a t m e n t of (9 )—cor rec t 
va lues of 6 0. Once t he se a r e o b t a i n e d t h e y c a n 
be in se r t ed in (9), a n d d i rec t n u m e r i c a l i n t e ­
g ra t ion of t h i s equa t ion , w i t h o u t i t e r a t i o n , wi l l 
t h e n yield a n y i n f o r m a t i o n r e q u i r e d a b o u t a n y 
o t h e r reg ion . 

1. T h e so l id b o u n d a r y A E O F B . 

As a first t r i a l for t h e veloci ty d i s t r i b u t i o n 
r o u n d t h e cu rve E O F , i t is conven i en t t o set v 
c o n s t a n t a n d e q u a l to y x ; t h e n a t a n y p o i n t on 
t h e curve 6 0 < s < 9 * , w h e n c e 60/<x = 9 * / 9 0 , a n d : 

== at (10) 
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E q u a t i o n 09) t h e r e f o r e b e c o m e s : 

I = J t * . f1 t cosech k (t • 
it J-i 

*,) dt (11) 

wh ich , a l t h o u g h no t a n e l e m e n t a r y in tegra l , is 
r ead i ly solved n u m e r i c a l l y b y c o m p u t i n g t h e 
va lue of t h e i n t e g r a n d a t t h e c e n t r e of each of, 
say, t e n e q u a l i n t e r v a l s i n t o w h i c h t h e in t e rva l 
— 1 < t < 1 h a s b e e n divided. 

A m i n o r difficulty a r i ses w h e n if = f3- a n d t h e 
i n t e g r a n d becomes infini te , a l t h o u g h t h e i n t e ­
gra l is convergen t . O v e r t h e s m a l l i n t e rva l con­
cerned , — 0.1 < (t — fy)'< 0.1 a n d w e m a y eva­
lua te t h e i n t e g r a l b y u s i n g t h e a p p r o x i m a t i o n : 

cosech x = \/sinh x = 1 / [x + (x3/6) ] 

= [1 — ( s V 6 ) ] / x 012) 

w h i c h is t r u e for s m a l l va lues of x ( and i n ou r 
case j.r| < 0.1). I t is r e a d i l y s h o w n b y t h i s a r g u ­
m e n t t h a t t h e ave rage va lue of t h e i n t e g r a n d 
over t h e i n t e r v a l — 0 . 1 < (t — tj) < 0.1 is e q u a l 
t o : 

1_ 
k 

k 
1 800 (13) 

a n d th i s va lue is a d d e d to t h e o t h e r average 
va lues of t h e i n t e g r a n d , t a k e n a t t h e cen t re s of 
the o t h e r i n t e r v a l s . 

E q u a t i o n (9) t a k e s t h e p a r t i c u l a r l y s imple 
f o r m of e q u a t i o n .(11) on ly on t h e first t r ia l , i n 
w h i c h 8 0 = af. H o w e v e r t h e p roces s w a s found 
to converge so q u i c k l y t h a t i n m a n y cases on ly 
o n e i t e r a t i o n w a s necessa ry , i n t h a t s u b s e q u e n t 
i t e r a t i ons u s i n g t h e co r rec t ed va lues of 6 0 gave 
r e su l t s v e r y close to t h e first . T h e fol lowing 
table c o m p a r e s va lues of vx/v0 (F ig . 1) ob ta ined 
a t t h e first t r i a l w i t h t h o s e ob t a ined a t a second 

i.o 

0 ,9 

0,8 

0 ,7 

0 ,6 

0,5 

OT 0 , 4 

0 , 3 

0 , 2 

0,1 

a. 
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FIG. 3 
Variation of maximum pressure pa with IWa. 

Variation de la pression maximale po en fonction de Ro/sx. 

t r i a l . E v e n in t h e w o r s t case c o m p u t e d , w i t h 
k = 1 a n d 2 a = 90°, i.e. R 0 / a = 1.78, t h e differ­
ence w a s only 2.1 % ; for h i g h e r va lues of R 0 / a , 
s u c h as a r e m o r e c o m m o n l y u s e d in p rac t ice , t h e 
difference is negl igibly smal l . 

H a v i n g ob t a ined a n u m e r i c a l so lu t ion of equa ­
t ions (8) a n d (9) a long A E O F B , we n o w h a v e T, 
a n d h e n c e v/vx, as a func t ion of t. T h i s i m m e ­
d ia te ly leads to t h e veloci ty v0 a t O, a n d t h e 
c o r r e s p o n d i n g p r e s s u r e p0, e q u a l to 

i9v^ [1 — ( » o a M 2 ) ] . 

T h e r a t io p0/hgVx2 is p lo t ted i n F i g u r e 3. 

T h e above a n d al l o the r ca lcu la t ions h a v e been 
m a d e for two va lues , 45° a n d 90°, of t h e t o t a l 
deflection ang le 2 a. 

TABLE I 

k 2 a Ro/a 

Vi 

1st trial 2nd trial 
(%) 

Increase 

1 4 5 ° 2 . 4 0 1 . 5 3 7 1 . 5 4 5 0.5 

1 90» 1 .78 2 . 3 6 5 2 . 4 1 5 2.1 

2 4 5 ° 4 . 1 7 1 . 3 1 6 1 . 3 2 2 0.5 

2 9 0 ° 2 . 6 8 1 .73J 1 . 7 6 4 1.9 

4 4 5 ° 7 . 48 1 . 1 6 4 1 .165 0.1 

4 9 0 ° 4 . 3 1 1 .356 1 . 3 6 5 0.7 

6 4 5 ° 1 0 . 7 6 1 .108 1 .108 — 
6 9 0 ° 5 . 9 3 1 . 2 2 8 1 . 2 2 9 0.1 

4 
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2. T h e rat io R „ / a a n d t h e d is tr ibut ion of 0 0 / a . 

So far is k n o w n as a func t ion of f, b u t 
no t as a func t ion of d i s t ance a long t h e b o u n d a r y 
A E O F B , and we d o no t ye t k n o w 8 0 / a as a 
func t ion of t. If s is t he d i s t ance a long th i s 
b o u n d a r y to t h e r ight of 0 , t h e n we h a v e : 

As = Asp/w = R 0 &8 0 

If we subs t i t u t e t — o / ? 0 a n d k = K T ? 0 / 2 avx 

as before, and s u m t h e above i n c r e m e n t s f rom 
O to some po in t G be tween O and F , t h e n 

2 k 

o 

If G coincides w i t h F , t h e n : 

2 k Rp 
a 

o 

At 

V/Vl 

At 

v/ih 

(•14) 

( 1 5 ) 

a n d f rom (14) a n d (15) we h a v e : 

G F 

^ _ Y àt I Y At 

c Zj l)/Vy I Z J v/vx 

a 
(16) 

F r o m (15) we ob ta in R 0 / a , w h i c h is used as t h e 
i n d e p e n d e n t va r i ab le in F i g u r e s 3, 5-7, s ince 
i t wil l be k n o w n b y t h e des igner i n advance . 
E q u a t i o n (16) yields, af ter a sufficient n u m b e r of 
i t e ra t ions , (usua l ly on ly one) correc t va lues of 
0 o /a , w h i c h m a y n o w be in se r t ed in equa t i on (9) 
for d i rec t app l i ca t ion to a n y o the r reg ion of t h e 
flow, w i t h o u t the need for i t e ra t ion . 

Since v/vx a n d %/a. a r e n o w b o t h k n o w n as 
func t ions of t, w e c a n ob ta in t h e veloci ty (and 
h e n c e p r e s s u r e ) d i s t r i bu t ion a long A E O F B . I t 
was found t h a t for R 0 / a > 2, a n d for a l l va lues 
of a, t h e p r e s s u r e a t E a n d F w a s close to 0.75 p 0 , 
a n d t h e d i s t r i bu t ion a long E O F w a s ve ry nea r ly 
pa rabo l i c i n form, w h e n p lo t ted aga ins t 6 0 / a 
(Fig. 4 ) . Along A E a n d F B t h e d i s t r i bu t ion va r i -

Recommended design 
/Norme de calcul préconisée 

Standard 

0 Upstream 
Experiment Amont 

Possible 
distribution for 

"ski-jump 
Répartition possible 
pour un déversoir 
en saut de ski 

0 
0 — • S0/cr 1 0 • s/a i 

FIG. 4 
Pressure variation along the solid boundary A E O F B . 

Variation des pressions suivant la limite solide AEOFB. 

ed s o m e w h a t w i t h R 0 / a a n d a, b u t for R 0 / a > 2 
all p r e s s u r e d i s t r i bu t i ons w e r e sufficiently close 
to the l inear one s h o w n in F i g u r e 4 for i t to be 
r e c o m m e n d e d as a des ign s t a n d a r d . 

On t h e " s k i - j u m p " sp i l lway t h e solid su r face 
u s u a l l y ends a b r u p t l y a t F a n d t h e p r e s s u r e d i s ­
t r i b u t i o n a long O F wou ld be gene ra l l y s im i l a r 
to t h e lower curve L F on F i g u r e 4. T h i s p a r t i ­
cu l a r v a r i a n t of t h e p r o b l e m is no t specifically 
dea l t w i t h i n t h i s s tudy , b u t c e r t a i n gene ra l r e ­
m a r k s c a n be m a d e a b o u t i t . T h i s wi l l be d o n e 
in the final sect ion of t h i s p a p e r . 

3. T h e i n t e r d e p e n d e n c e of &0/x a n d o/ox. 

Since t h e in t eg ra l s of e q u a t i o n s (8) a n d (9) 
m a y in gene ra l be complex , t h e i t e r a t i o n p r o ­
cess m i g h t be expected to yield, i n d e p e n d e n t l y , 
va lues of 6 0 / a a n d v/vx. T h i s is no t so w h e n t h e 
ope ra t ing p o i n t l ies o n E O F , w h e r e 6 0 is n o t ye t 
k n o w n as a func t ion of t. I n . t h i s case t h e i n t e ­
g r a t i o n yields val id r e su l t s on ly for v/vlt f r o m 
w h i c h 6 0/ct m u s t be deduced b y e q u a t i o n (16). 
T h u s t h e in t eg ra l s i nd i ca t e t h a t T is p u r e r ea l 
over the a r c E O F , i.e. t h a t 9 0 = 0, w h e r e a s in 
fact 8 0 var ies be tween — a a n d -f- a. 

T h e a r c E O F is t he re fo re a n a l y s e d b y ob t a in ­
ing v/vt f rom the rea l c o m p o n e n t of T, re jec t ­
ing t h e i m a g i n a r y c o m p o n e n t , if any . H e n c e 
6 0 /a f rom (16) ; these va lues of 8 0 / a a r e t h e n fed 
back in to e q u a t i o n (9) for t h e second i t e ra t ion . 

4. T h e c e n t r e l ine O H . 

W e n o w h a v e 8 0 as a func t ion of t, i.e. 

«o/« = / C ) . 

Along O H hi = i<b — icavlt w h e r e 0 < c < l . 
T h e n tj = ic%/2 k, a n d f r o m (8 ) : 

tt- 1 0 2 ( c o t h ^ L = log J c o t h c o t h * + ' W 2 j 
" 2 ) 

log cosh k -4- cos ctz/2 
(17) 

cosh 7c — cos ciu/2 j 

w h i c h is r ea l a n d pos i t ive . F r o m (9) w e h a v e : 

= — / 1 9 0 cosech k^t— L) dt 
it J-i 

k<x f1 f jt) (sin kt cos — i cosh kt s in c%/2[ 
J-i s i n 2 kt + s i n 2 ck/2 

T h e i m a g i n a r y p a r t of t h i s i n t e g r a n d is a n 
odd func t ion of t, so t h a t t h e c o r r e s p o n d i n g p a r t 
of the in teg ra l van i shes . W e t h e r e f o r e h a v e 

ft<* Z*1 f W S I N B - k t c o s <W2 dt 
« J-i (18) 

s i n h 2 kt 4 - s i n 2 c%/2 

which , l ike L, is p u r e real , conf i rming t h a t 8 = 0 
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Mon - Approximation, 
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• m Expérimental resuifs 
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•• 
<. • 

• f 
R 0 / a 

1 0 

Fio. 5 
The thickening of the jet at the centre line OH. 

The variation of go/a with Ro/a. 
Epaississement du jet à l'axe médian OH. 

Variation de yo/a en fonction de Ro/a. 

across t h e l ine O H . I n th i s case the re fo re t h e 
in t eg ra l s L a n d I y ie ld co r rec t va lues of 6 as 
well as of v/vx. 

W e n o w h a v e v/vx as a func t ion of c, i.e. of <J>. 
Hence f rom t h e r e l a t i o n Ay = A&i/v w e ob ta in 
t h e veloci ty a n d p r e s s u r e d i s t r i b u t i o n ac ross t h e 
in t e rva l OH, a n d t h e l e n g t h of t h e i n t e r v a l itself, 
y0. F ina l ly , as i n t h e open- toe case, we ob ta in 
d imens ion le s s coefficients: 

M' M 
i 

M / 

F ' 

w h e r e M is t h e b e n d i n g m o m e n t a b o u t O, a n d 
F t h e t h r u s t , on a s t r i p of u n i t w i d t h d r a w n 
along OH. I n F i g u r e s 5 a n d 6 y0/a a n d M' a re 
p lo t ted aga in s t R 0 / a . T h e r a t i o y/y0 w a s found 
to va ry only s l ight ly , as t h e fol lowing table 
shows : 

Values of F m a y be deduced f rom these va lues 
of y, m a k i n g a s e p a r a t e g r a p h for F u n n e c e s s ­
a ry . As before, M a n d F der ive f rom d y n a m i c 
p r e s s u r e a lone a n d m u s t be a d d e d to c o r r e s p o n d ­
ing quan t i t i e s der ived f rom h y d r o s t a t i c p r e s s u r e . 

5. T h e f r e e s u r f a c e D H C . 

Along th i s l ine w is complex a n d the in t eg ra ­
t ion becomes m o r e involved. However , r e su l t s 
for t h e open- toe case have sugges ted t h a t DHC 
a p p r o x i m a t e s to a c i r cu la r a r c ; we sha l l t h e r e ­
fore cons ider on ly t h e r a d i u s of c u r v a t u r e a t H, 
a n d ob ta in i t by cons ide r ing t h e velocity g r a d i e n t 

,38 at 
pour R „ / a = 0 

0 , 5 

a. 

2 a = 9 0 ° 
4 5 ° 

Complete theory 
Théorie complète 

Free vortex approxima­
tion - Approximation 
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R „ / a 

4 5 

FIG. 6 
Variation of the dimensionless bending moment 

per unit width (M') with Ro/a. 
Variation du moment de flexion adimensionnel 
par unité de largeur (M'), en fonction de Roi a.. 

TABLE I I 

Rd/a 0 2 4 6 8 > 10 

i/o I 
2 a = 45° 0.385 0.374 0.363 0.354 0.348 0.345 

i/o I 2 a = 90° 0.396 0.381 0.368 0.358 0.351 0.350 
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of the free surface at H, and the radius Ro of EOF. 
Relation entre le rayon Ri de la surface libre en H, 

et le rayon Rt de EOF. 

a long O H . At a n y po in t on OH, we c a n w r i t e 
t h e w e l l - k n o w n e q u a t i o n : 

du 
dy 

v 
R 

w h e r e R is t h e r a d i u s of c u r v a t u r e of t h e s t r e a m ­
l ine . W e set 1/ = v/vx a n d s u b s t i t u t e v — "dtyfdy, 
<{/ = cavx, w h e n c e 

dif a_ 
dc R 

Also. L + I = r = log (vx/v) ----- — log v'. At H, 
we no t e t h a t i/ = 1 a n d set R — R x . Hence fi­
n a l l y : 

de ^ Rx 

(19) 

F r o m (17) a n d (18), we h a v e r = L - j - I as a 
func t ion of c. Different ia t ing, a n d se t t i ng c = 1, 
s ince $ = avx a t H, w e o b t a i n : 

dr 
RI dc c o s h 2 kt 

(20) 

Since a/Rx is r e q u i r e d only for ske t ch ing i n t h e 
u p p e r s t r e a m l i n e , w e sha l l a s s u m e f (t) = t, i .e. 
the first t r i a l v a l u e of %/ct. T h e i n t eg ra l i n (20) 
t h e n becomes e l emen ta ry , fo r : 

f x sech x t a n h x d x ^ - x sech * + / s e c h * dx 

— — x sech x -\- t a n - 1 (sinli x) 

F r o m t h i s i n t eg ra l a n d f r o m (2) we o b t a i n : 

d r a 
RI dc k 

- t a n - 1 ( s inh k), (21) 

T h e r e su l t wi l l be a l i t t le less t h a n t h e co r r ec t 
va lue , b u t no t b y m o r e t h a n 2 % (cf. T a b l e I ) . 
I n F i g u r e 7 t h e va lues of a / R 0 a n d a/Rx ob t a in ­
ed f r o m (15) a n d (21) a r e p lo t t ed a g a i n s t e a c h 
o ther . W h e n R 0 / a - » 0, i.e. w h e n E O F s h r i n k s 
to a po in t , it-H>0 a n d a/Rx -> a, as F i g u r e 7 
s h o w s . 

T h e f r e e v o r t e x a p p r o x i m a t i o n . 

As i n t h e open- toe case , t h e flow a p p r o x i m a t e s 
qu i t e c losely t o a free vo r t ex w h e n t h e r a t i o 
a / R 0 is sma l l . I n t h e p r e s e n t s t u d y t h e free 
vor t ex a p p r o x i m a t i o n is even m o r e d i r ec t ly 
appl icab le t h a n in t h e open toe case , s ince b o t h a 
a n d R 0 a r e k n o w n in i t i a l ly a n d Rx/a, y0/a, M', F ' , 
a n d y' m a y be d e d u c e d f r o m t h e m as in e q u a ­
t ions (17, 18, 19, 20) of r e fe rence [ 1 ] . 

I n F i g u r e s 3, 5-7 t h e r e s u l t s of t h i s a p p r o x i ­
m a t i o n a r e p lo t t ed as b r o k e n l ines . I n a l l cases 
t h e r e su l t s a r e close to t h o s e given b y t h e c o m ­
ple te t h e o r y w h e n R 0 / a > 6; be low t h i s v a l u e 
t h e r e s u l t s for t h e t w o theo r i e s d iverge cons ide r ­
ably. T h i s d ivergence is inev i tab le , a s F i g u r e 7 
c lear ly s h o w s : i n a free v o r t e x Rx < R 0 for a l l 
va lues of R 0 , b u t i n t h e sp i l lway p r o b l e m Rx 

becomes e q u a l to , t h e n g r e a t e r t h a n , R 0 as 
R 0 —> 0 a n d t h e c u r v e E O F s h r i n k s t o a p o i n t . 

A n i n t e r e s t i n g f ea tu r e of t h e f ree vo r t ex 
a p p r o x i m a t i o n emerges w h e n w e f u r t h e r cons i ­
de r t h e R 0 — R i r e l a t i o n s h i p . F r o m e q u a t i o n 
(17) of re fe rence [1] w e h a v e : 

a 
(22) 

f rom w h i c h i t c a n eas i ly b e s h o w n t h a t R0/a 
h a s a m i n i m u m value , e q u a l to e, w h e n 

RJa = 1. 

T h i s conc lus ion is verified b y F i g u r e s 3, 5-7, on 
w h i c h t h e l ines r e p r e s e n t i n g t h e free v o r t e x 
t h e o r y t e r m i n a t e w h e n R 0 /cr = e. T h e t h e o r y 
c a n n o t offer a n y conc lus ions a t a l l w h e n 

R 0 / a < e. 

T h e e l e m e n t a r y a p p r o x i m a t i o n . 

T h e m o s t e l e m e n t a r y poss ib le a p p r o a c h to t h e 
p r o b l e m is to a s s u m e t h a t t h e veloci ty is cons ­
t a n t a n d equa l to vx a long t h e l ine O H , t h a t 
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O H = a, t h a t t h e p r e s s u r e a t O is accord ing ly 
equa l to 

a p y ^ / R o , 

a n d t h a t t h e p r e s s u r e d i s t r i bu t i on b e t w e e n O 
a n d H is l inear . If t he se a s s u m p t i o n s a r e adopt ­
ed, it fol lows t h a t F = a 2

? i ; 1

2 / 2 R 0 , i.e. t h a t 

F ' = F / 4 pw^a = a / R 0 (23) 

a n d t h a t M = asgvx

2/6 R 0 , i.e. t h a t 

M' = M/i ?Vl

2a2 = a / 3 R 0 (24) 

E q u a t i o n (24) is p lo t t ed in F i g u r e 6 a s a c h a i n 
-dot ted l ine. I t s h o w s t h a t R 0 / a w o u l d h a v e 
to be g rea te r t h a n 10 for even m o d e r a t e l y good 
a g r e e m e n t to exist be tween th i s a p p r o x i m a t i o n 
a n d t h e comple te t h e o r y . 

III. — E X P E R I M E N T A L R E S U L T S 

Tes t s w e r e c a r r i e d ou t i n a glass s ided f lume 
6 inches w ide . Sp i l lway sect ions w e r e used h a v ­
ing an angle 2 a of 4 5 ° ; each toe sect ion w a s fit t­
ed w i t h six p r e s s u r e s t a p p i n g s d i sposed a long t h e 
l ong i tud ina l c e n t r e l ine of t h e cu rved sur face . 
As in t h e open- toe case, t h e d e p t h a w a s ob ta in ­
ed f rom t h e e q u a t i o n . 

a = — Q (25) 

w h e r e Q is t h e d i s cha rge , b is t h e c h a n n e l w i d t h , 
a n d H 0 is a s s h o w n i n F i g u r e 1. (A t r i a l va lue 
of a m u s t first b e t a k e n so as to lead toi a va lue 
of y 0 a n d h e n c e H 0 ) . T h e d y n a m i c p r e s s u r e h e a d 
at a n y p o i n t is ob t a ined b y s u b s t r a c t i n g y cos X 
f rom t h e p i ezome t r i c h e a d hx (Fig. 1) . F i g u r e 3 
shows va lues of t h e m a x i m u m p r e s s u r e p0 

ob ta ined in t h i s w a y ; t h e m e a s u r e d p r e s s u r e 
d i s t r i bu t ion r o u n d t h e cu rve for R 0 / a = 7.27 is 
p lo t ted in F i g u r e 4. 

F r o m F i g u r e s 3 a n d 4 i t a p p e a r s t h a t m e a s u r ­
ed va lues of p r e s s u r e a r e i n good a g r e e m e n t w i t h 
t h e t heo ry . I n p a r t i c u l a r t h e p r e s s u r e d i s t r ibu ­
t ion r o u n d E O F is s y m m e t r i c a l , a n d t h e r e is no 
evidence of t h e p r e s s u r e c o n c e n t r a t i o n d o w n ­

s t r e a m of O t h a t w a s a f ea tu re of t h e open- toe 
e x p e r i m e n t a l r e su l t s [ 1 ] . I t a p p e a r s t h a t t h i s 
p r e s s u r e " b u l b " is assoc ia ted w i t h t h e dep re s ­
s ion of t h e s t r e aml in e E O F in t h e open- toe case , 
a n d does no t occur w h e n E O F is a solid b o u n d ­
a ry . 

O n F i g u r e 5 a re p lo t ted m e a s u r e d va lues of 
t h e r a t io y0/a. At h igh va lues of R 0 / a , y0 w a s 
difficult to m e a s u r e a c c u r a t e l y ; a t lower va lues , 
t h e po in t s fit closely to a cu rve w h o s e o r d i n a t e s 
a r e 2 % h i g h e r t h a n t h e t h e o r y ind ica t e s for 
2t t = 45°. F l o w res i s t ance could r ead i ly accoun t 
for th i s smal l m a r g i n . 

T h e good a g r e e m e n t be tween m e a s u r e d a n d 
p red ic ted va lues of y 0 a n d p0 impl i e s t h a t M' a n d 
F ' wil l be as p red ic ted by t h e t h e o r y ; a lso the 
s y m m e t r i c a l d i s t r i bu t ion of d y n a m i c p r e s s u r e 
h e a d a long E O F clear ly just i f ies t h e a s s u m p t i o n 
m a d e in t h e ana lys i s t h a t g rav i ty can be ne ­
glected. 

T h e final conc lus ion is t ha t t h e theore t i ca l 
r e su l t s as p lo t t ed i n F i g u r e s 3-7 m a y safely be 
u s e d as a bas is for des ign . T h e few m a t t e r s of 
deta i l r e m a i n i n g wil l be deal t w i t h in t h e nex t 
sect ion. 

IV. — C O N C L U S I O N S A N D D E S I G N R E C O M M E N D A T I O N S 

1. I t is a s s u m e d t h a t t h e des igne r ' s needs a re 
m e t w i t h sufficient a c c u r a c y if h e can o b t a i n : 
i) t h e m a x i m u m d e p t h y 0 ; 
ii) t h e t h r u s t a n d b e n d i n g m o m e n t on a s t r ip 

of u n i t w i d t h ly ing a long t h e c e n t r e l ine O H ; 
Hi) t h e p r e s s u r e d i s t r i b u t i o n a long A E O F B ; and , 
iv) e n o u g h i n f o r m a t i o n to s k e t c h t h e cu rve DHC. 

Of these , i) a n d ii) a r e m e t b y F i g u r e s 5 a n d 
6, Hi) b y F i g u r e s 3 a n d 4. a n d iv) b y F i g u r e 7. 
W h e n R 0 / a > 6, i t w i l l be found t h a t D H C 
a p p r o x i m a t e s to a c i r cu l a r a r c . W h e n R 0 / a < 6, 
knowledge of t h e c e n t r a l r a d i u s R, enables t h e 
curve to be s k e t c h e d w i t h r e a s o n a b l e accuracy . 

2. A good a p p r o x i m a t i o n m a y be m a d e t o t h e 
p r e s s u r e d i s t r i b u t i o n a long a n y l ine n o r m a l to 
A E O F B by u s i n g t h e d imens ion le s s e q u a t i o n : 

dp' _ 2 V2 ^ 2 (1 — pQ 
dn' ~ R' R' 

to eva lua te t h e p r e s s u r e g r ad i en t a t t h e ends of 
t h e l ine . T h e t e r m s of t h i s e q u a t i o n 
-- p' = p/iqvx

2, if = v/v1, R ' = R / a , n' — n/a, 
n — d i s t ance a long t h e n o r m a l — a r e k n o w n 
accura t e ly a t t h e solid b o u n d a r y , a n d a p p r o x i ­
m a t e l y a t t h e w a t e r sur face . 
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All p r e s s u r e s re fe r red to so far a re d y n a m i c 
p r e s s u r e s ; h y d r o s t a t i c t h r u s t and b e n d i n g m o ­
m e n t as ind ica ted by F i g u r e 6, re ference [ 1 ] , 
m u s t be added to t h e va lues of M a n d F given 
b y F i g u r e 6 a n d Tab le II . 

3. No deta i led i n f o r m a t i o n s is p r e sen t ed for t h e 
case w h e r e t h e solid sur face ends a b r u p t l y a t 
F , as in the sk i j u m p spi l lway. However i t is 
r easonab le to a s s u m e t h a t t h e p r e s s u r e d i s t r i ­
bu t ion a long O H r e m a i n s s u b s t a n t i a l l y u n c h a n g ­
ed. 

E x a c t knowledge of t h e p r e s s u r e d i s t r i bu t ion 
L F , F i g u r e 4, wou ld enable t h e d o w n w a r d de­
flection of t h e ou tgo ing j e t (below 7 t h e l ine G = a) 
to be e s t ima ted f rom t h e s u m m a t i o n of t h e p r e s ­
su re defect s h o w n c ross h a t c h e d i n F i g u r e 4. 
If, in t h e absence of m o r e exact i n fo rma t ion , L F 
is a s s u m e d to be a pa rabo la , it is r ead i ly s h o w n 
t h a t t he a r e a L M F gives r i se t o a force, resolv­
ed n o r m a l to F B , of 3 R O j p 0 ( * — sin a ) / 2 a 2 . T h e 
a r ea M N F gives r i se to a n o t h e r force 3 p0a/S; 
d iv id ing the s u m of these forces b y Qovt = apy, 2 , 
we o b t a i n for t h e deflection ang le : 

A _ 3 ( a — sin tx) R 0 p0 , 3 Pq 
4 a 2 a $ pv* ^ 16 * oVl2 

(26) 

the t e r m s of w h i c h a rc read i ly ob ta ined f rom 

F i g u r e 3. T h e r e su l t is a p p r o x i m a t e , b u t offers 
some g u i d a n c e ; i t does no t of cou r se d e p e n d 
on a n a s s u m p t i o n t h a t O H is ver t ica l . 

4. A d j u s t m e n t s for flow r e s i s t a n c e a n d aer ­
a t ion c a n be m a d e p rec i se ly as d i scussed in [ 1 ] ; 
t h e add i t i ona l r e m a r k m a y b e m a d e h e r e t h a t 
for l e n g t h y c h u t e s a n d sp i l lways t h e a d j u s t m e n t 
for r e s i s t ance losses m a y no t be smal l , a n d t h e 
losses shou ld be e x a m i n e d in e n o u g h de ta i l for a 
a n d H 0 to be p red ic ted w i t h sufficient a c c u r a c y . 

5. T h e theo re t i ca l ana lys i s is in good a g r e e ­
m e n t w i t h e x p e r i m e n t desp i te i t s neglect of g ra ­
v i t a t iona l effects. W h e n R 0 / a > 6, t h e t h e o r y 
gives r e su l t s v i r t ua l l y t h e s a m e as those of a 
t h e o r y w h i c h t r e a t s t h e l ine O H as if i t w e r e a 
r a d i a l l ine i n a free v o r t e x ; b u t w h e n R 0 / a < e 
t h e free vo r t ex a p p r o x i m a t i o n gives no r e s u l t s 
a t al l . 
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N O T R E F R O N T I S P I C E 
(Cf. page 2) 

HERTZ (1857-1894) 

Une nouvelle époque s'ouvrit pour la science et la technique 
quand, en 1886, à Karlsruhe, Hertz expliqua le comportement, 
le mode de génération et de propagation des ondes électromagné­
tiques : ces découvertes, qui confirmaient la théorie électro­
magnétique de la lumière ébauchée par Faraday et Maxwell dès 
1865 et établissant l'identité de transmission entre l'électricité, 
la lumière et la chaleur rayonnante, devaient devenir plus tard 
pour Marconi et pour d'autres les bases de la théorie de la télé­
graphie sans fil» puis de toutes les radiocommunications. 
Heinrich Rudolf Hertz naquit en 1857 à Hambourg, où son père 
était sénateur. Etudiant à Dresde en 1876, puis â Munich en 
1877, en mars 1880 il était reçu docteur à l'Université de Ber­
lin; au laboratoire de physique de cette Université, il fut alors 
pendant trois ans l'assistant de Helniholtz. 
Nous le retrouvons en 1883 « lecteur » de physique théorique 
à l'Université de Kiel, puis professur de physique expérimen­
tale à l'Ecole Technique Supérieure de Karlsruhe en 1885. C'est 
alors qu'il réalise son excitateur, découvre les ondes qui por­
tent son nom et essaie de les diriger à l'aide de miroirs para­
boliques. 
Déjà devenu célèbre par ses travaux sur les ondes magnétiques, 
Hertz les étudie encore grâce à son oscillateur et montre qu'elles 
ont toutes les propriétés de îa lumière : réflexion, interférences, 
diffraction, polarisation et vitesse de propagation. Dans le même 
temps, il montre îe rôle du diélectrique dans l'induction et 
découvre l'effet photo-électrique en remarquant que l'étincelle 
se forme plus facilement quand l'éclateur de son résonateur 
reçoit de la lumière ultra-violette. 
En 1889. Hertz enseigne la physique à l'Université de Bonn 
et. en 1892, 11 observe que les électrons peuvent traverser la 
matière. Et en 1894, il meurt à Bonn, âgé seulement de trente-
sept ans. 
Après sa mort, parurent ses « Principes de Mécanique » (1894) 
basés sur la moindre action, et ses "travaux furent réunis sous 
le titre de Untcrstichitngen iiber die Ausbreitung der elek-
trischen Kraft (Recherches sur la propagation de la force élec­
trique) (1898) en une série de douze mémoires insérés dans les 
Annales de Wiedemann. 

HERTZ (1857-1894) 

Hertz's explanation of the behaviour, mode of generation and 
propagation of electro-onagnetic waves, in Karlsruhe in 1886 
ushered in a new era for science and engineering. These 
discoveries, confirming the electro-magnetic theory of light out­
lined by Faraday and Maxwell as far back as 1865 and establish­
ing that electricity, light and radiant heat are all transmitted in 
the same way was later to become, for Marconi and others, the 
basis of wireless theory and then of all radio-communications. 
Heinrich Rudolf Herts was born in 1857 in Hamburg where his 
father was a senator. Studying at Dresden in 1876 and Munich 
in 1877 he received his doctorate in March 1880 from the Uni­
versity of Berlin. He then spent three years in the physics 
laboratory of this University as assistant to Helmholts. 
In 1883 he became a Reader in theoretical physics at Kiel Uni­
versity and then, in 1885, Professor of experimental physics at 
the Karlsruhe "Technische Hochschule". It was at this time 
that he produced his exciter, discovered the waves which bear 
his name and tried to direct them with the aid of parabolic 
mirrors- Already famous for his work on magnetic waves Herts 
pursued his studies in this field with the help of his oscillator 
and was able to show that they possess all the properties of 
light, including reflection, refraction, interference, diffraction, 
Polarisation and velocity. At this time too he demonstrated the 
role of the insulating medium in induction and discovered the 
photo-electric effect when he noticed the spark was more easily 
produced when the spark gap of his resonator was exposed to 
ultra-violet light. 
In 1889 Herts was teaching physics at Bonn University where 
in 1892 he noted that electrons are capable of passing through 
matter. He was a mere thirty-seven years of age when h# died 
in Bonn in 1894. 
After^ his death his "Principles of Mechanics", based on the 
principle of least effort, were published and his works were col­
lected in a series of twelve papers i}v Wiedemann?s "Annals" 
under the general title of Untersuchungen iiber die Ausbreitung 
der elektrischen Kraft (Investigations into the propagation of 
electrical energy). 
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L'écoulement 
au pied d'un évacuateur de crues 

I I . — DÉVERSOIR A JET UNIQUE SANS GALERIE SOUS-JACENTE 
(DÉVERSOIR « A PIED SOLIDE») 

P A E 

F . M. H E N D E K S O N , ET D . G. T I E R N E Y , 
MAITRE DE CONFÉRENCES, CONFÉRENCIER, 

UNIVERSITÉ DE CANTERBURV, CHRISTCHURCH, NOUVELLE-ZÉLANDE UNIVERSITÉ DE LA NOUVELLE-GALLES DU SUD, SYDNEY 

(Voir les figures dans le texte anglais, pages 42 à 50.) 

L'emploi d'un procédé d'itération, mis au point 
par L. C. Woods, permet d'obtenir une solution 
théorique complète du problème de Vécoulement 
sur la surface solide courbe située au pied d'un 

évacuateur de crues à ciel ouvert. On a obtenu 
des résultats expérimentaux en bon accord avec 
les valeurs théoriques. 

I. _ I N T R O D U C T I O N 

Une é t u d e p r é c é d e n t e [ 1 ] * avai t p o r t é su r les 
r é s u l t a t s e x p é r i m e n t a u x et t h é o r i q u e s ob t enus 
p o u r l ' é cou lemen t s u r u n é v a c u a t e u r « à p ied 
ouve r t », c 'es t -à-d i re i m p l a n t é au -des sus d u 
débouché d ' u n e ga ler ie t r a v e r s a n t de p a r t en 
p a r t la ba se de l ' ouvrage d ' évacua t ion . L a p r é ­
sen te é t u d e e x a m i n e le cas , p l u s c o u r a n t , du 
déverso i r « à p ied sol ide », c 'es t -à-dire se p r é ­
s e n t a n t sous la fo rme d ' u n e su r face courbe so­
lide. L 'object if r e s t e le m ê m e d a n s les deux cas : 
il s 'agi t d ' ob ten i r u n e so lu t ion complè te , dé ter ­
m i n a n t les r é p a r t i t i o n s des p r e s s i o n s et des v i tes­

ses, l ' épa i ss i s sement local du je t à m e s u r e qu ' i l 
est dévié p a r la sur face courbe , et, de là, la 
poussée et le m o m e n t de flexion s u r les pa ro i s 
la té ra les de l ' évacua teur . 

Le p rob l ème est r e n d u i n t r i n s è q u e m e n t p l u s 
complexe que celui du déverso i r « à p ied 
o u v e r t » , p a r la p résence d ' u n e l imi te sol ide 
d ' un profil b ien d é t e r m i n é . L ' a u t e u r m o n t r é com­
m e n t on réuss i t , m a l g r é tou t , m o y e n n a n t u n 
procédé d ' i t é ra t ion , à abou t i r à u n e so lu t i on ; les 
r é su l t a t s e x p é r i m e n t a u x se t r o u v e n t ê t re en bon 
accord avec les va l eu r s t héo r iques ; 

II . _ A N A L Y S E T H É O R I Q U E 

L a s i t u a t i o n est celle r ep ré sen t ée p a r la 
figure 1. Ains i q u e d a n s l ' ana lyse d u déverso i r 
« à p ied o u v e r t » , la v i tesse es t supposée cons­
t an t e et égale à y x s u r t o u t e la l o n g u e u r d u filet 
l iqu ide D H C c o n s t i t u a n t la l imi te supé r i eu re de 

Les références bibliographiques sont à la fin du 
texte anglais, page 50. 

l ' écou lement ; l 'eau est supposée ê t re non-v i s ­
queuse , de sor te q u e l ' écou lement est i r r o t a t i o n ­
nel. L a l imi te solide A E O F B se compose de deux 
sect ions rec t i l ignes , A E et F B , r accordées p a r 
une courbe c i rcu la i re E O F de r a y o n égal à R 0 . 
Comme d a n s l ' ana lyse p récéden te , le p l a n p h y ­
s ique est r e p r o d u i t s u r la f igure 2 a, avec son 
or igine en O, et l 'axe des o r d o n n é e s co ïnc idan t 
avec l 'axe de symé t r i e OH. De m ê m e , les figu-
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res 2 b, 2 c et 2 d r e p r é s e n t e n t t ro is a u t r e s p l a n s 
i n t é r e s s a n t le p r o b l è m e de la r e p r é s e n t a t i o n du 
s c h é m a d ' écou lemen t ; il s 'agit des p l a n s du 
po ten t ie l complexe : 

iv = ç + ity ( 1 ) 

et d u p l a n c o r r e s p o n d a n t à : 

T == log ( i h - ~ ) = Iog {v jv ) + IO (2) 

Mais ce t te fois, le p l a n Ç est d i sposé de m a n i è r e 
à p e r m e t t r e la r e p r é s e n t a t i o n d u c h a m p d 'écou­
l e m e n t à l ' i n t é r i eu r d ' u n e b a n d e infinie, c o m m e 
p o u r le p l a n w. 

L a difficulté pa r t i cu l i è re de ce p rob l ème est 
que , c o n t r a i r e m e n t à ce qu i se pas sa i t d a n s le 
cas d u déverso i r « à p ied ouver t », la vi tesse 
su ivan t la l imi te sol ide E O F , n e res te p a s néces­
s a i r e m e n t cons t an t e . E n effet, sa va l eu r se ra 
m i n i m a l e en O, de sor te que la l igne E O F , su r 
le p l a n T (fig. 2 rf) devient u n e l igne cou rbe con­
vexe vers la d ro i te . 

L e fait que , p a r c o n s é q u e n t la figure s u r le p l a n 
T n ' e s t p a s u n polygone, i n t e rd i t l ' emploi de la 
t r a n s f o r m a t i o n de Schwarz-Cristoffel , et a u c u n e 
so lu t ion é l émen ta i r e n ' e s t donc poss ib le . 

N o u s a u r o n s r e c o u r s à u n p rocédé p a r i té ra­
t ion , ba sé s u r u n t h é o r è m e dérivé de l a fo rmule 
in tégra le de Cauchy. Ce p rocédé et le t h é o r è m e 
on t t o u s les deux été fo rmulés p a r W o o d s [ 2 ] . L e 
t h é o r è m e a t r a i t à la so lu t ion d u p r o b l è m e géné­
r a l de r e p r é s e n t a t i o n à l ' i n t é r i eu r d ' u n e b a n d e 
infinie e t s i tuée s u r u n p l an (0 d o n n é ; il es t p r é ­
sen té d e la m a n i è r e su ivan te : 

T h é o r è m e d e W o o d s : 

Soit 8 ( 0 = fi 4 - iy u n e fonct ion h a r m o n i q u e à 
l ' in té r ieur de la b a n d e : 

s u r le p l an c o r r e s p o n d a n t à % = \ 4 - ÏTJ. 

E n a d m e t t a n t que ce r t a ines cond i t ions soient 
respectées , la va l eu r 8, en t o u t p o i n t P ( 0 à l ' in­
t é r i e u r de la b a n d e , se ra donnée p a r la re la t ion : 

8 ( 0 = / y 0 coséch (?* •— 0 

+ pT s é c h G * — o\dV (3) 2<r ) 
avec : 

v 0 = l im. y (£*, T))» 

p T = l i m . p « \ T — -r,). 

Ces condi t ions son t m a t h é m a t i q u e m e n t for­
mel les , et, c o m m e tel les , se t r o u v e n t r espec tées 
d a n s la p l u p a r t des écou lemen t s n o r m a u x , y 
c o m p r i s celui f a i san t l 'objet de la p r é s e n t e é tude . 
Nous n e les e x a m i n e r o n s d o n c p a s i c i ; le lec­
t e u r t r o u v e r a t ou t e s les p réc i s ions u t i l es , à ce t te 
fin, d a n s l ' é tude or ig ina le de W o o d s . 

L ' i m p o r t a n c e d u t h é o r è m e est là s u i v a n t e : 
l o r sque S est u n e fonc t ion h a r m o n i q u e de Ç, te l le 
q u e la p a r t i e réel le p1 est c o n n u e s u i v a n t la l imi te 
supé r i eu re , et que la p a r t i e i m a g i n a i r e y, es t éga­
l emen t c o n n u e s u i v a n t la l imi t e i n f é r i eu re d ' u n e 
b a n d e infinie se t r o u v a n t à l ' i n t é r i eu r d u p l a n Ç, 
l ' équa t ion (3) fou rn i t u n e so lu t ion p o u r 8 en n ' i m ­
p o r t e que l po in t s i tué à l ' i n t é r i eu r de la d i te 
b a n d e . Il s 'agit d ' u n e so lu t ion d i rec te , p o u r la­
quel le a u c u n procédé p a r i t é r a t i o n n ' e s t néces ­
sa i re . 

Mais, l o r sque les v a l e u r s de |5 et de y , s u i v a n t 
les l imi tes d e la b a n d e , ne son t c o n n u e s q u ' a p -
p r o x i m a t i v e m e n t ou pa r t i e l l emen t , l ' équa t ion (3) 
devient la ba se d ' u n p rocédé p a r i t é r a t i on . O n 
i n t r o d u i t des va l eu r s d 'essa i p o u r yo e t PT> d a n s 
l ' équa t ion et l 'on r é s o u t e n s u i t e celle-ci en fonc­
t ion d ' u n e sér ie de v a l e u r s de Ç, s ' é t e n d a n t de 
p a r t et d ' a u t r e des l imi tes de la b a n d e . On 
ob t ien t a ins i p o u r y u et p r des v a l e u r s amé l io rées 
qu i p e u v e n t ensu i t e serv i r de d o n n é e s de b a s e 
p o u r u n n o u v e a u p rocédé p a r i t é r a t i on . 

Cette m a n i è r e de p r o c é d e r se p r ê t e év idem­
m e n t b ien à la r é so lu t ion des p r o b l è m e s de 
l imi tes l ibres d u genre de ce lu i f a i s an t l 'objet de 
la p r é sen t e é tude . Car, si n o u s écr ivons : 

8 = p -f iv = T = Iog + l'ô = r 4 - 16 (4) 

où : 

Ç = \ + ii\ = w = cp 4 - 0/ (5) 

la l imi te in fé r ieure de la b a n d e s i tuée s u r le 
p l a n w (généra lement : le p l a n 0 est c o n s t i t u é e 
p a r la l imi te solide, de fo rme b i en d é t e r m i n é e , 
su ivan t laquel le n o u s conna i s sons , d a n s u n e cer­
t a ine m e s u r e , le c o m p o r t e m e n t de S (généra le ­
m e n t : y)- L a l imi t e s u p é r i e u r e est r e p r é s e n t é e 
p a r la sur face l ibre , su ivan t l aque l le n o u s a v o n s 
éga lement u n e ce r t a ine conna i s s ance des v a l e u r s 
p o u r v et, p a r conséquen t , p o u r r (généra le ­
m e n t : p). Ce procédé devra i t donc , en p r i n c i p e , 
condu i re à la so lu t ion d u p rob l ème . 

L a m é t h o d e généra le r e s semble à u n e m é t h o d e 
basée s u r la fo rmule in tégra le d e Cauchy , qu i a 
dé jà été employée p o u r la r é so lu t i on des p r o b l è ­
m e s i n t é r e s s a n t des l imi tes l ibres , ceci n o t a m ­
m e n t p a r L a u c k [ 3 ] , d a n s son é tude s u r l 'écoule­
m e n t p a r - d e s s u s u n déverso i r à m i n c e pa ro i , de 
h a u t e u r infinie. 



J A N V . - F É V R . 1963 - № 1 HENDERSON ET TIERNEY 53 

E c r i v o n s m a i n t e n a n t de n o u v e a u l ' équa t ion 
(3) en fonc t ion d u p r o b l è m e pa r t i cu l i e r . Soit a 
la p r o f o n d e u r d e l ' écou lement , loin à l ' a m o n t ou 
à l 'aval : ceci n o u s d o n n e = ault su ivan t la 
l imi te s u p é r i e u r e DHC, d 'où T = aux ( comme 
d a n s le cas d u déverso i r « à p ied ouve r t », la 
va l eu r p o u r 9 es t suppos ée augmenter d a n s le 
sens d e l ' é cou l emen t ) . P u i s q u e v = vx s u ivan t 
DHC, log v/Vl = 0, d 'où p r == 0, et le d e u x i è m e 
t e r m e de l ' i n t é g r a n d d i spa ra î t . Nous avons Ç = iv, 
et n o u s p o s o n s V — <?*, ce qu i n o u s p e r m e t 
d ' éc r i re : 

T = r + i"9 = "TT—— f 6 0 coséch. % 

1 2av1J-«> 2av1 

(9 * — w) dœ* (6) 

Un e x a m e n p l u s déta i l lé d u p rocédé de ca lcu l 
p a r a î t ê t r e u t i l e à ce s t ade . L ' i n t é g r a t i o n s'effec­
tue , p a r é t apes success ives , s u i v a n t l 'axe rée l 
d u p l a n w, et, p o u r ce q u i i n t é r e s se le p rocédé 
d ' in tégra t ion , la v a l e u r de 9* est réel le et v a r i a ­
ble, a lors q u e celle de w es t c o n s t a n t e , et p e u t 
ê t re complexe . E n p o s a n t w = 9 (pure , rée l le) , 
n o u s p o u v o n s e x a m i n e r le c o m p o r t e m e n t de T 
su ivan t l 'axe rée l d u p l a n m, A E O F B , et, en écr i -
A 'ant ii7 = i<b ( pu re , i m a g i n a i r e ) , le c o m p o r t e m e n t 
de T s u i v a n t l ' axe i m a g i n a i r e O H . Le p o i n t r e ­
p r é sen t é p a r w p o u r r a u t i l e m e n t ê t r e dés igné 
c o m m e le « p o i n t de f o n c t i o n n e m e n t ». 

Nous p o u v o n s e x p r i m e r l ' équa t i on (6) sous 
u n e fo rme p l u s condensée , e n p o s a n t : 

k = ^ * = t,= ^ -

où ? 0 c o r r e s p o n d a u po t en t i e l au p o i n t F . Ceci 
nous d o n n e : 

avec : 

cosech k (t — tj) dt 

= — log j coséch 7c (1 + tj) + co th k (1 + tj)\ 
1 t ) 

| coséch k (1 — tj) + co th k (1 — ts) j 

* 1 ( k(l — t,) 7c(l + L ) i / Q , 
= —• log co th — _ s co th — ^~—^ (8) 

ic ( 2 2 ) 
et : 

I = — f1 9 0 coséch k (t — t) dt (9) 
t J—1 

Nous n ' a v o n s p a s encore fait i n t e r v e n i r le 
r a y o n R 0 de la courbe E O F . T ro i s seu lemen t , 
d ' en t r e les q u a t r e q u a n t i t é s vlt a, 9,,, et R 0 , son t 
i n d é p e n d a n t e s , et ce n e sont donc que ces t ro i s 
m ê m e s q u a n t i t é s que n o u s pouvons c o n n a î t r e 
au dépa r t . E v i d e m m e n t , d ' ap rès la fo rme des 
équa t ions (8) et (9), le m i e u x est d e chois i r des 
va l eu r s in i t ia les p o u r vx, a, et 9 0 (et, p a r sui te , 
p o u r k), en en d é d u i s a n t R 0 p l u s la rd , au cou r s 
du déve loppemen t de l ' a r g u m e n t . 

Nous exp lo re rons m a i n t e n a n t , au m o y e n des 
é q u a t i o n s (8) et (9), les rég ions p r é s e n t a n t u n 
i n t é r ê t p a r t i c u l i e r ; n o u s cons idé re rons év idem­
m e n t la l imi te A E O F B en p r e m i e r l ieu, afin d 'ob­
ten i r , p a r app l ica t ion d ' u n p rocédé p a r i t é r a t ion 
à l ' équa t ion (9), des v a l e u r s cor rec tes p o u r 6 0. 
Nous p o u r r o n s , ensu i te , i n t r o d u i r e ces v a l e u r s 
d a n s l ' équa t ion (9), et, enfin, a b o r d e r l ' in tégra­
t ion n u m é r i q u e d i rec te de celle-ci ( sans i t é ra ­
t ion) , ce qu i n o u s d o n n e r a tou tes les d o n n é e s 
voulues p o u r n ' i m p o r t e quel le a u t r e rég ion . 

T = ~ - j"" 0 o coséch Jfc (t — t}) dt (7) 

D a n s l ' in te rva l le 

E O F f - 9o < 9 < 9 0 et — 1 < t < + 1), 

6 0 est c o n n u e en t a n t q u e fonc t ion de s, l aque l le 
r e p r é s e n t e l a d i s t a n c e s u i v a n t là courbe , à p a r ­
t i r de l 'or ig ine O ; p a r con t r e , G0 e s t i n c o n n u e e n 
t a n t q u e fonc t ion d e 9, p u i s q u e l a r é p a r t i t i o n 
des v i tesses s u i v a n t E O F r e s t e enco re i n c o n n u e . 
Nous devons d o n c e m p l o y e r des v a l e u r s d 'essai , 
p o u r 6 0, à l ' i n t é r i e u r de cet i n t e r v a l l e ; à l 'exté­
r i e u r de celui-ci , p a r con t re , 0 o = + a, p o u r 
t > + 1, 9 0 = — a p o u r t < ^— 1, et, d a n s ces 
rég ions , l ' i n tégra le dev ien t é l émen ta i r e . 

Nous p o u v o n s éc r i re , à p a r t i r de l ' équa t ion 
(7) : 

6 0 coséch A: (t — tj) dt 

1. La l imi te so l ide A E O F B . 

P o u r u n p r e m i e r essai de d é t e r m i n a t i o n de la 
r épa r t i t i on des vi tesses a u t o u r de la cou rbe 
E O F , il convien t de p r e n d r e p o u r v u n e v a l e u r 
c o n s t a n t e et égale à vx. D a n s ces cond i t ions , en 
n ' i m p o r t e quel po in t de la courbe , 0 o < s < 9 * , 
d'où S0/œ = 9 * / 9 0 , e t : 

at 

L 'équa t ion (9) devient , p a r c o n s é q u e n t : 

(10) 

I t coséch 7c (t — t}) dt (11) 

L + L 

laquel le , s ans ê t re u n e in t ég ra le é l émen ta i r e , se 
r é s o u t c e p e n d a n t n u m é r i q u e m e n t s a n s difficulté, 
en ca l cu lan t la va l eu r de l ' i n t ég rand au cen t r e 
de , p a r exemple , c h a c u n d ' en t r e u n e d iza ine d ' in­
terval les égaux, ob t enus p a r la d ivis ion de l ' in­
terval le — 1 < t < 1. Une difficulté d ' o rd r e m i ­
n e u r se p r é s e n t e l o r sque t = t} et q u e l ' i n t ég rand 



5 4 L A H O U I L L E B L A N C H E № 1 - JANV.-FÉVH. 1 9 6 3 

devient infini, b ien que l ' in tégra le soit conver­
gente . D a n s le pe t i t in te rva l le in té ressé , 

— 0,1 <(t — tf) < 0,1 

et n o u s p o u v o n s évaluer l ' in tégra le a u m o y e n de 
l ' a p p r o x i m a t i o n : 

cosécb x = 1 / s inh x = l/[x + ( , T s / 6 ) ] 

= [ 1 — ( . T Y 6 ) ] / . T (12) 

laquel le est va lable p o u r les faibles v a l e u r s de x 
(et, d a n s le cas cons idéré , p o u r |.x1 < 0.1). O n 
d é m o n t r e a i sément , au m o y e n de cet a r g u m e n t , 
que la va l eu r m o y e n n e de l ' i n tégrand , d a n s l ' in­
terval le — 0,1 < (t— tj) < 0,1, est égale à : 

J _ 
k 

k 
1 800 

(13) 

On a jou t e ce t te va l eu r a u x au t r e s va leu r s moyen­
nes de l ' i n tégrand , p r i ses a u x cent res des a u t r e s 
in te rva l les . 

L ' é q u a t i o n (9) ne p r e n d la fo rme re la t ive­
m e n t s imple , de l ' équa t ion (11), q u e lors d u p r e ­
mie r s t ade d ' a p p r o x i m a t i o n p o u r lequel 9 0 = <xf. 
Il s 'est c e p e n d a n t t rouvé que le p rocédé conver­
geait si r a p i d e m e n t , q u ' u n e seule i t é ra t ion suffi­
sait , d a n s b i en des cas, e n ce sens que des i t é ra ­
t ions successives , d a n s lesquel les l 'on faisai t 
i n t e rven i r les va l eu r s corr igées de Q 0 , f ou rn i s ­
sa ien t des r é s u l t a t s t r è s vois ins de ceux d e la 
p r e m i è r e a p p r o x i m a t i o n . L e t ab l eau c i -dessous 
conf ron te les va l eu r s du r a p p o r t y i / u 0 (fig. 1) 
ob tenues d a n s le p r e m i e r s tade , avec celles obte­
n u e s d a n s u n deux ième s tade . M ê m e d a n s le cas 
le p l u s défavorable , avec k = 1, et 2 a = 90°, soit 
Ro/a = 1,78, la différence n ' a a t t e in t que 2,1 % ; 
elle devient négl igeable a u x p l u s g r a n d e s v a l e u r s 
d e Rn/a, lesquel les son t p l u s c o u r a m m e n t 
employées d a n s la p r a t i q u e . 

A y a n t ob tenu u n e so lu t ion n u m é r i q u e p o u r 
les équa t ions (S) et (9), su ivan t A E O F B , n o u s 
conna i s sons m a i n t e n a n t T, et p a r là, é g a l e m e n t 
v/vlt en fonct ion de t. Ceci c o n d u i t d i r e c t e m e n t 
à la vi tesse v0, en O, et à la p r e s s i o n P co r r e s ­
p o n d a n t e , l aque l le es t égale à 

ipjV [1 — ( » 0 V » i 2 ) ] . 

L a figure 3 r e p r é s e n t e des va leu r s d u r a p p o r t 
Po/i ?»i 2 -

Ce calcul , et l ' ensemble des ca lcu ls p r é c é d e n t s , 
ont été effectués p o u r d e u x v a l e u r s de l ' angle de 
déflexion to ta l 2 oc, : 45° et 90°. 

2 . Le rappor t RU/A, e t la répar t i t i on d e %/a. 

Nous conna i s sons , p o u r le m o m e n t , y / f i en 
fonct ion de t, m a i s p a s encore en fonc t ion de la 
d i s t ance su ivan t la l imi te A E O F B ; n o u s n e con­
na i s sons p a s n o n p l u s 9 0 / a en fonc t ion de t. 

Soit s la d i s tance su ivan t la l imi te p réc i tée , en 
a l l an t vers la dro i te , à p a r t i r de O ; n o u s avons : 

Ai- = Affl/y == R 0AÔ 0 

E n subs t i t uan t , c o m m e p r é c é d e m m e n t 

t = 9 / 9 0 , et k = 7t9o/2 « y 1 ; 

et en fa isant la s o m m e des acc ro i s s emen t s p r é ­
cédents à p a r t i r de O et j u s q u ' à u n p o i n t q u e l ­
conque G s i tué e n t r e O et F , n o u s o b t e n o n s : 

2 k •JL V 
AI 

v/vx 

(14) 

TABLEAU I 

k 

Vi/Vo 

(%) 
ACCROISSEMENT 

k 2 A Ro/A 
1 " STADE 

D'APPROXIMATION 
1" STADE 

D'APPROXIMATION 

(%) 
ACCROISSEMENT 

1 4 5 ° 2 , 4 0 1 , 5 3 7 1 , 5 4 5 0 , 5 
1 9 0 ° 1 , 7 8 2 , 3 6 5 2 , 4 1 5 2 , 1 
2 4 5 ° 4 , 1 7 1 , 3 1 6 1 , 3 2 2 0 , 5 
2 9 0 ° 2 , 6 8 1 , 7 3 1 1 , 7 4 6 1 , 9 
4 4 5 ° 7 , 4 8 1 , 1 6 4 1 , 1 6 5 0 , 1 
4 9 0 ° 4 , 3 1 1 , 3 5 6 1 , 3 6 5 0 , 7 
6 4 5 ° 1 0 , 7 6 1 , 1 0 8 1 , 1 0 8 
6 9 0 ° 5 , 9 3 1 , 2 2 8 1 , 2 2 9 0,1 
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et, p o u r G co ïnc idan t avec F 

F 

a no. Zj v/vx 

2 k y A / 

o 

Les é q u a t i o n s (14) et (15) n o u s donnent . 

(15) 

0„ y ——- / V — n e ) 

Nous o b t e n o n s à p a r t i r de (15), le r a p p o r t R 0 / a 
que n o u s fa i sons i n t e rven i r , c o m m e va r i ab l e 
i n d é p e n d a n t e , d a n s les f igures 3, 5, 6 et 7, p u i s ­
que l ' i ngén ieu r é t u d i a n t u n ouv rage en conna î ­
t r a la v a l e u r d ' avance . L ' é q u a t i o n (16) fourn i t , 
m o y e n n a n t u n n o m b r e suffisant d ' i t é r a t ions 
(une seule suffit le p l u s souven t ) , des v a l e u r s 
précises p o u r 6 0 /a , lesquel les p e u v e n t à ce s tade , 
ê t re i n t r o d u i t e s d i r e c t e m e n t d a n s l ' équa t ion 09), 
en vue d ' u n e app l i ca t i on d i rec te à n ' i m p o r t e 
quel le a u t r e r ég ion d ' écou lemen t , s ans qu ' i l soit 
nécessa i re d 'effectuer u n ca lcu l d ' i t é ra t ion que l ­
c o n q u e . 

P u i s q u e v/vx et 80/<x son t connues , en fonct ion 
de t, n o u s p o u v o n s d é t e r m i n e r la r é p a r t i t i o n des 
vi tesses (et de là, celle des p re s s ions ) su ivan t 
A E O F B . O n a t r o u v é que , p o u r R 0 / a > 2, et p o u r 
tou tes les v a l e u r s de a, les p r e s s i o n s en E et en 
F é t a i en t t r è s vo is ines de 0,75 p0, et q u e l ' a l lure 
de la courbe d e la r é p a r t i t i o n , s u i v a n t E O F , cor­
r e sponda i t , à t r è s p e u de choses p rè s , à celle 
d ' u n e p a r a b o l e (fig. 4 ) , l o r s q u ' o n la t r aça i t en 
fonct ion de 9 0 /a . L a r é p a r t i t i o n , su ivan t A E et 
F B , va r i a i t q u e l q u e peu en fonc t ion de R 0 / a et 
de a, m a i s l o r s q u e R 0 / a > 2, t ou t e s les r é p a r t i ­
t ions des p r e s s i o n s é t a i en t suf f i samment vois ines 
de la r é p a r t i t i o n l inéa i r e r e p r é s e n t é e su r la 
figure 4, p o u r q u e l 'on p u i s s e la p récon i se r 
c o m m e base de ca lcul . 

Su r la p l u p a r t des déver so i r s en s a u t de ski , 
la su r face sol ide se t e r m i n e b r u s q u e m e n t en F , 
de sor te q u e la r é p a r t i t i o n des p re s s ions , sui­
v a n t O F , c o r r e s p o n d r a i t g é n é r a l e m e n t à peu 
p r è s à celle r e p r é s e n t é e p a r la cou rbe in fé r i eu re 
L F de la f igure 4. B ien q u e n o u s n e c o m p t i o n s 
pas e x a m i n e r s é p a r é m e n t ce t te v a r i a n t e du p r o ­
b lème d a n s l a p r é s e n t e é tude , ce r t a ines r e m a r ­
ques généra les p e u v e n t n é a n m o i n s ê t re f o r m u ­
lées à son su je t . Ces r e m a r q u e s se ron t p r é sen ­
tées d a n s la d e r n i è r e p a r t i e de cet te é tude . 

3. L ' i n t e r d é p e n d a n c e d e s r a p p o r t s %/<*• e t v/ox. 

P u i s q u e les i n t ég ra l e s des é q u a t i o n s (8) et (9) 
peuven t g é n é r a l e m e n t ê t r e complexes , on p o u r ­
r a i t s ' a t t end re à ce q u e le p rocédé p a r i t é ra t ion 
fournisse , i n d é p e n d a m m e n t , des va l eu r s de 9 0 / a 

et de v/vx. Mais ceci n ' e s t p a s le cas, l o r sque le 
« p o i n t de f o n c t i o n n e m e n t » est s i tué su r E O F , 
su ivan t laquel le la va l eu r de 6 0 en fonct ion de / 
es t encore i n c o n n u e . D a n s ces cond i t ions , l ' in té­
g ra t ion ne fou rn i t des r é s u l t a t s va lables q u e 
p o u r v/vx, à p a r t i r desquel les l 'on doi t dédu i r e 
9 0 / a au m o y e n d e l ' équa t ion (16). Ainsi , d ' a p r è s 
les in tégra les , la va l eu r de T se ra i t p u r e et réel le 
au -des sus de l ' a rc E O F , c 'es t -à-dire que 0 o = 0, 
a lors q u ' e n réa l i té , la va l eu r de 0 o va r i e e n t r e 
•— a et -f- a. 

On effectue, p a r conséquen t , l ' ana lyse de l ' a rc 
E O F , en d é t e r m i n a n t v/vx à p a r t i r de la compo­
s a n t e réelle de T, s ans t e n i r c o m p t e d ' u n e com­
p o s a n t e i m a g i n a i r e éventuel le : d 'où la d é t e r m i ­
n a t i o n de la va l eu r de 9 0 /a , à p a r t i r de l ' équa­
t ion (16). O n i n t r o d u i t ensu i t e d a n s l ' équa t ion 
09), les va l eu r s a ins i ob tenues p o u r ô 0 /a , afin de 
p e r m e t t r e la deux ième i t é ra t ion . 

4. L 'axe m é d i a n O H . 

Nous conna i s sons m a i n t e n a n t 0„ en fonct ion 
de t, soit 6 0 / a = / ( 0 . P a r a i l leurs , su ivan t OH, 
w = iù = icavx, avec O ^ c ^ l d 'où tj = icn/2 k 
et, à p a r t i r de l ' équa t ion (8) : 

L I „ i „N k— ic%/2 k + icn/2) 
log co th —-—• co th '—-—-—! 

( A 2 S 
1 0 2 i cosh k -f- eos c 7 t / 2 

) cosh 7c — cos c %/2 (17) 

laquel le est réelle et posi t ive. Nous ob tenons , à 
p a r t i r de l ' équa t ion (9) : 

À" 

ka 

9 0 coséch 7c (t — t,) dt 

f (t) (sin kt cos c%/2 — i cosh kt s in c%/2) dt 
s i n 2 kt + s i n 2 c-k/2 

La pa r t i e imag ina i r e de cet i n t é g r a n d est u n e 
fonct ion i m p a i r e de t, et, p a r conséquen t , la p a r ­
tie c o r r e s p o n d a n t e de l ' in tégra le d i spa ra î t . Nous 
avons , donc : 

j _ fr<* f1 ( ( 0 s m n M c o s c , t / 2 dt 
7c J_i s i n h 2 7cf + s i n 2 ck/2 

laquel le est p u r e et réel le , c o m m e L, ce qu i vérifie 
que 0 = 0 à t r a v e r s la l igne OH. Donc , d a n s ce 
cas, les in tégra les L et I f ou rn i s sen t des va l eu r s 
précises , t a n t p o u r 6 que p o u r v/vx. 

Nous conna i s sons m a i n t e n a n t v/vx en fonc­
t ion de c, c 'es t -à-dire de t|/, ce qu i n o u s p e r m e t 
de dé t e rmine r , à p a r t i r de la r e l a t ion Aj/ = A4//v, 
les r é p a r t i t i o n s des vi tesses et des p r e s s ions 
d a n s l ' ensemble de l ' in te rva l le OH, a insi que la 
l ongueur y0 de l ' in terval le l u i -même . 
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TABLEAU II 

B.d/a 0 2 4 6 8 10 

' y i 
i/o ( 

2 a = 45° 0,385 0,374 0,363 0,354 0,348 0,345 
' y i 

i/o ( 2 œ = 90° 0,396 0,381 0,368 0,358 0,351 0,350 

Enfin, c o m m e d a n s le cas d u déverso i r « à 
p ied ouve r t >, n o u s ob t enons les coefficients sans 
d i m e n s i o n s : 

M M' 
F ' 

express ions d a n s lesquel les M r e p r é s e n t e le 
m o m e n t de flexion p a r r a p p o r t à O, et F , la 
poussée , su r u n e b a n d e de l a rgeu r u n i t a i r e t r a ­
cée s u i v a n t O H . Les figures 5 et 6 r ep ré sen t en t , 
r espec t ivement , les courbes p o u r g0/a, et p o u r M', 
t racées e n fonct ion de R 0 / n . Ainsi que le m o n ­
t r e le t ab leau II , les v a r i a t i o n s des va leu r s d u 
r a p p o r t y/yt} se sont t rouvées s eu l emen t t r è s 
faibles . 

Il est possible de dédu i r e des va l eu r s p o u r F , 
à p a r t i r de ces v a l e u r s de y, év i tan t a ins i d 'é ta­
bl i r u n e courbe séparée p o u r F . C o m m e précé ­
d e m m e n t , M et F son t dér ivées, u n i q u e m e n t , de 
la p r e s s ion d y n a m i q u e , et doivent s ' a jou te r a u x 
q u a n t i t é s c o r r e s p o n d a n t e s , dér ivées de la p r e s ­
sion h y d r o s t a t i q u e . 

5. La s u r f a c e l ibre DHC. 

Suivant cet te l igne, w est complexe , et l ' in té­
g ra t ion est p a r c o n s é q u e n t p lus difficile. Mais 
pu i sque , d ' ap rè s les r é s u l t a t s ob tenus d a n s le 
cas du déversoi r « à p ied ouve r t », D H C cor res ­
p o n d r a i t , a p p r o x i m a t i v e m e n t , à u n a r c de cer­
cle, n o u s cons idé re rons seu lemen t le r a y o n de 
c o u r b u r e e n H, et n o u s le d é t e r m i n e r o n s en con­
s idé r an t le g rad ien t de vi tesse su ivan t OH. P o u r 
n ' i m p o r t e que l po in t s u r OH, n o u s pouvons 
éc r i re l ' équa t ion b ien c o n n u e : 

dv 
R 

d a n s laquel le R est le r a y o n de c o u r b u r e du filet 
l iqu ide . Nous écr ivons i/ = v/o1, et nous r e m ­
p laçons v p a r c^ty/dy et p a r cavlr d 'où : 

dif 
de 

a 
R 

P a r a i l leurs , n o u s avons 

L 1 + I = = log (vjv) = — log u ' ; 

n o u s n o t o n s q u ' e n H, v' = 1, et n o u s éc r ivons 
R = R 1 ; n o u s ob tenons , en définit ive : 

dv 
de 

a 
Ri 

o (19) 

Les équa t ions (17) et (18) n o u s f o u r n i s s e n t 
r = L 4 - I en fonct ion de c. E n t i r a n t les dé r i ­
vées, et en éc r ivan t c = 1, n o u s ob t enons , p u i s ­
q u e = a u x en H : 

a 
Ri 

dr 
de 

a séch k 4 - a/c f f (f) s i nh kt dt 
2 J cosh 2 Jt i f 

(20) 

P u i s q u e n o u s n ' a v o n s beso in de a/Rx q u e 
p o u r t r ace r le filet l iqu ide s u p é r i e u r d a n s n o t r e 
schéma, nous a d m e t t r o n s q u e f (t) — t, c 'es t-à-
d i re la p r e m i è r e va l eu r d 'essa i employée p o u r 
0 o/œ. D a n s ces condi t ions , l ' i n tégra le en (20) 
devient é lémenta i re , c a r : 

J~ x séch x t g h x dx = — x séch x 4 - j~séch x dx 

= —-x séch x + t g - 1 ( s inh x) 

Nous ob tenons , à p a r t i r de ce t te i n t ég ra l e et 
de l ' équa t ion (2) : 

i ~ = - i r = i - t g - K s i n h / c ) (21) 

Le r é s u l t a t a ins i ob tenu , se ra u n p e u m o i n s 
g r a n d que la va l eu r exacte , m a i s avec u n éca r t 
n e d é p a s s a n t guère 2 % (voir t ab l . I ) . L e s v a l e u r s 
ob tenues , à p a r t i r des é q u a t i o n s (15) et (21), 
p o u r o /R 0 , et p o u r a /Rj, son t p o r t é e s en fonc­
t ion l 'une de l ' au t re , su r la figure 7. L o r s q u e 
R 0 / a -> 0, c 'est-à-dire l o r sque E O F d i m i n u e j u s ­
q u ' à deveni r u n po in t , 0, et a / R a - » a., a i n s i 
que le m o n t r e la figure 7. 

L'approximat ion d u « v o r t e x l ibre ». 

Comme dans le cas d u déverso i r « à p i ed 
o u v e r t » , l ' écoulement s 'ass imile avec u n e assez 
b o n n e a p p r o x i m a t i o n à u n vor t ex l ibre , t a n t q u e 
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la v a l e u r d u r a p p o r t a/R0 r e s te faible. Cette 
a p p r o x i m a t i o n s ' app l ique encore p l u s d i rec te ­
m e n t à la p r é s e n t é t u d e q u ' a u cas p récéden t , 
p u i s q u e ce t te fois, a et R 0 son t dé jà c o n n u e s au 
dépa r t , et les v a l e u r s de Rx/a , y0/a, M', F ' et y' 
p e u v e n t e n ê t r e dédu i t e s , c o m m e cela a été le 
cas d a n s les é q u a t i o n s (17, 18, 19, 20) d ' u n e 
é tude p r é c é d e n t e [ 1 ] . 

Les r é s u l t a t s de cet te a p p r o x i m a t i o n sont 
i nd iqués p a r les l ignes d i s con t inues des figures 
3, 5, 6 e t 7. I ls son t t o u s t r è s vo is ins des va leu r s 
données p a r la t h é o r i e complè te , l o r sque 

R0/a > 6; 

au -des sus de ce t te va leur , les r é s u l t a t s co r re s ­
p o n d a n t a u x d e u x théo r i e s diffèrent cons idé ra ­
b l emen t . Ains i q u e le m o n t r e c l a i r e m e n t la figure 
7, cet te d ive rgence es t inév i tab le : d a n s u n vor -
tex l ibre , R x < R 0 p o u r t o u t e s les v a l e u r s de R 0 , 
a lors q u e d a n s le p r o b l è m e d u déversoi r , la va­
leur de Rx dev ien t d ' a b o r d égale à celle de R 0 , 
p u i s la dépasse , l o r s q u e R 0 O, et q u e la courbe 
E O F se r é d u i t à u n po in t . 

Un e x a m e n p l u s p o u s s é de la r e l a t ion e n t r e 
R 0 et R x m e t en év idence u n a spec t i n t é r e s s a n t 
de l ' a p p r o x i m a t i o n d u « v o r t e x l ibre » : Nous 
avons d ' ap rè s l ' é q u a t i o n (17) d ' u n e é tude p récé ­
den te [ 1 ] : 

J k . = Jii_ eam, (22) 
a a 

III . — R É S U L T A T S 

Les essa is o n t été effectués d a n s u n cana l 
v i t ré l a rge de 6 p o u c e s (152 m m ) . Les profils 
de déverso i r é tud i é s c o m p o r t a i e n t u n angle 2 a 
égal à 45°. C h a q u e profil de p ied de déverso i r 
c o m p o r t a i t s ix p r i s e s de p re s s ion , d isposées sui ­
van t l ' axe l o n g i t u d i n a l de l a su r face courbe . 
Comme d a n s le cas d u déverso i r « à p i ed 
ouve r t », l a p r o f o n d e u r a a été d é t e r m i n é e à p a r ­
t i r de l ' équa t ion : 

a = • (25) 

Q é t a n t le débi t , b l a l a r g e u r d u cana l , et H 0 

é t an t telle q u e r e p r é s e n t é e s u r l a f igure 1. (Il es t 
nécessa i re d ' a d m e t t r e , a u d é p a r t , u n e v a l e u r 
d 'essa i p o u r a, de m a n i è r e à obtenir- des va l eu r s 
p o u r y0, et de là . p o u r H 0 . ) L a h a u t e u r de la 
p r e s s ion d y n a m i q u e , e n t o u t po in t , s 'obt ient en 
s o u s t r a y a n t y cos A de la h a u t e u r p i é z o m é t r i q u e 
/*x (fig. 1) . L a f igure 3 m o n t r e les v a l e u r s a in s i 
ob t enues p o u r la p r e s s i o n m a x i m a l e p0; l a r é p a r ­
t i t ion d e s p r e s s ions , m e s u r é e d e p a r t e t d ' a u t r e 

On voit a i s émen t , d ' ap rè s cet te équa t ion , q u e 
le r a p p o r t R0/a possède u n e va l eu r m i n i m a l e 
égale à e l o r sque Rx/a = 1. Cette conc lus ion es t 
vérifiée p a r les figures 3, 5, 6 et 7, d o n t les cour ­
bes c o r r e s p o n d a n t à la t héo r i e d u vor tex l ibre 
se t e r m i n e n t lo r sque R0/a = e. L a théor ie n e 
p e r m e t d e t i r e r a u c u n e conc lus ion p o u r le cas 
où R 0 / a < e. 

L'approx imat ion é l é m e n t a i r e . 

L a m a n i è r e la p l u s é l émen ta i r e poss ible d 'a­
b o r d e r le p r o b l è m e cons is te à a d m e t t r e que la 
v i tesse es t c o n s t a n t e et égale à vx su ivan t la l igne 
OH, que O H = a, q u e la p r e s s ion en O est , p a r 
conséquen t , égale à aov^/Rç, et enfin q u e l a r é ­
p a r t i t i o n des p re s s ions , en t r e O et H, es t l inéa i re . 
Si l 'on a d m e t ces hypo thèses , il s ' ensui t que 
F = a2ovx

2/2 R 0 , c 'es t -à-dire q u e : 

F ' = F / 1 çvfa = a/R0 (23) 

et q u e M = a 3 p i ; ]

2 / 6 R 0 , c 'es t -à-dire q u e : 

M' = M / î ii;,-V;- = a / 3 R„ (24) 

L a courbe c o r r e s p o n d a n t à l ' équa t ion (24) est 
r e p r é s e n t é e p a r la l igne, en t r a i t poin t i l lé , de la 
figure 6, laquel le m o n t r e que la v a l e u r du r a p ­
p o r t Rn/a devra i t ê t re s u p é r i e u r e à 10 p o u r que 
ce t te a p p r o x i m a t i o n s 'accorde , m ê m e pas sab l e ­
m e n t , avec la t héo r i e complè te . 

E X P É R I M E N T A U X 

de la courbe c o r r e s p o n d a n t à R0/a = 7,27, est 
r ep ré sen t ée s u r la figure 4 . 

O n voit , d ' ap rè s les figures 3 et 4, q u e les va­
leurs m e s u r é e s des p r e s s i o n s s ' a cco rden t b ien 
avec la théor ie . E n pa r t i cu l i e r , la r é p a r t i t i o n des 
p r e s s ions est s y m é t r i q u e a u t o u r d e E O F , et i l 
n ' a p p a r a î t , à l 'aval d u p o i n t O, a u c u n e concen ­
t r a t i o n des p r e s s ions tel le q u e celle q u i c a r ac t é ­
r i sa i t les r é s u l t a t s e x p é r i m e n t a u x d a n s le cas d u 
déverso i r « à p ied o u v e r t » [ 1 ] . L a p r é s e n c e de 
ce « bu lbe » d e p r e s s ion semble ê t r e liée au r a ­
b a t t e m e n t d u filet l iqu ide l ibre E O F , c o n s t a t é 
su r le déverso i r « à p ied ouve r t », lequel n e se 
p r o d u i t p a s l o r sque E O F cons t i t ue u n e l imi te 
solide. 

L a figure 5 m o n t r e éga l emen t les v a l e u r s 
m e s u r é e s d u r a p p o r t y0/o. 

Il é ta i t difficile d ' ob ten i r des v a l e u r s p réc i ses 
p o u r y0, l o r s q u e celles d u r a p p o r t R „ / a é t a i en t 
é levées; a u x p l u s faibles v a l e u r s d e ce r a p p o r t , 
p a r con t re , les p o i n t s d 'essa i s ' a l igna ien t t r è s 
b ien s u r u n e courbe , d o n t les o r d o n n é e s son t 
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supé r i eu re s à 2 % à celles i nd iquées p a r la théo­
rie p o u r 2 a = 4 5 ° . L a rés i s t ance à l ' écoulement 
p o u r r a i t b ien exp l iquer ce léger écar t . 

L a b o n n e concordance e n t r e les va leu r s expé­
r i m e n t a l e s et t héo r iques , p o u r y0 et p0, p a r a î t 
i n d i q u e r que les va l eu r s expé r imen ta le s de M' 
et de F ' doivent éga lement ê t re vois ines de leurs 
va leu r s t h é o r i q u e s . E n ou t r e , la r épa r t i t i on symé­
t r i que des h a u t e u r s de p ress ion d y n a m i q u e su i ­

v a n t E O F just if ie n e t t e m e n t l ' hypo thèse fa i te 
p o u r l ' analyse , et su ivan t l aque l le l ' inf luence de 
la gravi té sera i t négl igeable . 

Enfin, n o u s p o u v o n s conc lu re que les r é s u l t a t s 
théor iques , tels qu ' i l s son t r e p r é s e n t é s s u r les 
figures 3 à 7, p e u v e n t ê t re p r i s , en tou t e sécur i t é , 
c o m m e bases de calcul . 

Les que lques po in t s de dé ta i l r e s t a n t à exa­
m i n e r le se ron t d a n s le chap i t r e su ivan t . 

IV. — C O N C L U S I O N S E T R E C O M M A N D A T I O N S P O U R LE C A L C U L 

1. Nous a d m e t t r o n s que les exigences d u cal­
cul s e ron t respec tées avec u n e r i g u e u r suffisante, 
lo r squ ' i l s e r a poss ib le de d é t e r m i n e r : 
1° la p r o f o n d e u r m a x i m a l e i/<>; 
2° la poussée , et le m o m e n t de flexion, ag i s san t 

s u r u n e b a n d e , de l a r g e u r un i t a i r e et d i spo­
sée su ivan t l ' axe O H ; 

3 ° la r é p a r t i t i o n des p re s s ions su ivan t A E O F B ; 
4 ° t ou te s les données nécessa i res p o u r t r ace r 

s o m m a i r e m e n t la courbe DHC. 
Les d e u x p r e m i è r e s données sont fournies p a r 

les figures 5 et 6, la t ro i s i ème p a r les figures 3 
et 4 , et la de rn i è r e p a r la figure 7 . 

O n c o n s t a t e r a que , lo r sque R 0 / n > 6, DHC 
cor r e spond a p p r o x i m a t i v e m e n t à u n a rc de cer­
cle. L o r s q u e R0/a < 6, la conna i s sance du r a y o n 
a u cen t re , R x , p e r m e t de t r ace r la courbe avec 
u n e assez b o n n e préc is ion . 

2 . Une d é t e r m i n a t i o n app rochée de la r é p a r ­
t i t ion des p re s s ions su ivan t tou te l igne n o r m a l e 
à A E O F B , es t poss ib le en e m p l o y a n t l ' équa t ion 
ad imens ionne l l e 

dp' = 2 y* _ 2 ( 1 — pQ 
dn' R ' ~ R' 

p o u r évaluer le g r a d i e n t des p r e s s ions aux ex t ré ­
mi tés de la l igne. Les t e r m e s de cet te équa t i on 
(//^p/kpvj2, ir-^v/Vi, R ' = R / a , n' = n/a, 
et n = d i s t ance su ivan t la no rma le ) son t c o n n u s , 
avec précis ion, le long de la paro i , et a p p r o x i m a ­
t ivement , à la sur face du p l a n d 'eau . 

T o u t e s les p ress ions cons idérées j u s q u ' à p r é ­
sen t é ta ien t des p re s s ions d y n a m i q u e s ; il es t 
nécessa i re d ' a jou te r a u x va l eu r s p o u r M et F , 
données p a r la figure 6 et p a r le t ab leau I I , la 
poussée h y d r o s t a t i q u e et le m o m e n t de flexion 
donnés p a r la figure 6 d ' u n e é tude p récéden te 
[ 1 ] . 

3 . Nous n ' a v o n s p a s détai l lé le cas où la s u r ­
face solide se t e r m i n e b r u s q u e m e n t en F , c o m m e 
u n déversoi r en sau t de ski . L ' hypo thèse selon 
laquel le la r é p a r t i t i o n des press ions su ivan t OH 
ne subi t a u c u n e modif icat ion i m p o r t a n t e , p a r a î t 
c e p e n d a n t ê t re r a i sonnab l e . 

L a conna i s sance exacte de la r é p a r t i t i o n des 
press ions L F (fig. 4 ) , p e r m e t t r a i t l ' éva lua t ion de 
la déflexion, vers le bas , d u j e t s o r t a n t (au-des­
sous de la l igne 0 = a) à p a r t i r de la s o m m a t i o n 
du déficit de p re s s ion r ep ré sen t ée p a r la zone 
h a c h u r é e de la figure 4 . E n a d m e t t a n t , à d é f a u t 
de données p l u s préc ises , que la cou rbe L F soit 
u n e parabole , on d é m o n t r e a i s é m e n t q u e la s u r ­
face L M F d o n n e l ieu à u n e force, t r o u v é e n o r ­
ma le à F B e t . égale à 3 R 0 P 0 (<*—sin a ) / 2 a 2 . 
L ' a i re M N F d o n n e l ieu à u n e d e u x i è m e force, 
égale à 3 p 0 a / 8 ; en d iv i san t l a s o m m e de ces 
forces p a r Q?»i = apUj 2 , on obt ient , p o u r l ' angle 
de détlexion, la r e l a t i on s u i v a n t e : 

_ 3 (« — sin a) R n Po , _ 3 _ Pq 
4 a 2 a iov* ^ 16 i çv? 

(26) 
don t les t e r m e s s 'ob t i ennen t s a n s difficulté à 
p a r t i r de la figure 3 . Bien que le r é s u l t a t a ins i 
ob tenu soit approximat i f , il p r é s e n t e n é a n m o i n s 
u n e ind ica t ion d ' une ce r t a ine u t i l i t é ; il n e dé ­
p e n d pas , b ien en t endu , d ' u n e h y p o t h è s e s u i v a n t 
laquel le O H sera i t ver t ica le . 

4 . Les cor rec t ions t e n a n t compte de la r é s i s ­
t ance à l ' écoulement et de l ' aé ra t ion , p e u v e n t 
ê t re appor t ées e x a c t e m e n t c o m m e i l a été dé ­
m o n t r é d a n s no t r e é tude p r é c é d e n t e [ 1 ] ; il 
i m p o r t e c e p e n d a n t de r e m a r q u e r ici que les cor ­
rec t ions t e n a n t compte des pe r t e s d u e s à l a r é s i s ­
t ance à l 'écoulement , n e se ron t p a s néces sa i r e ­
m e n t faibles, lo r squ ' i l s 'agit de déver so i r s ou 
d ' évacua teu r s de crues de g r a n d e l o n g u e u r ; il 
i m p o r t e d ' examine r ces p e r t e s d ' u n e m a n i è r e 
suff i samment détai l lée, p o u r q u e l 'on p u i s s e cal­
culer des va l eu r s b ien préc i ses p o u r a, et p o u r 
H 0 . 

5 . Les r é su l t a t s de l ' ana lyse t h é o r i q u e s 'accor­
den t b ien avec les r é su l t a t s e x p é r i m e n t a u x , b ien 
que l ' influence de la gravi té a i t été négl igée. 
L o r s q u e R 0 / a > 6, les r é s u l t a t s f ou rn i s p a r la 
théor ie se ron t p r a t i q u e m e n t les m ê m e s q u e ceux 
que l 'on ob t iendra i t en se b a s a n t s u r u n e t h é o r i e 
a s s imi l an t la l igne O H à u n e l igne r a d i a l e d a n s 
u n vor tex l ibre . Mais lo r sque R 0 / a < e, l ' app rox i ­
m a t i o n du vor tex l ibre n e fourn i t a u c u n r é su l t a t . 


