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Introduction PREMIÈRE PARTIE

Le texte de cette conullunicatioll se subdivise en
trois parties:

1. - Définitions et propriétés
générales

nous obtenons l'équation locale moyenne:

et si, dans l'écoulement turbulent, nous séparons
les composantes moyennes et les fluctuations:

- ~ ~ ~
div (r. U) + div (y'u') = div (Dr grad r) (2)

ar . ~ .. ~----- + dIV (ru) = dIV (DI' grad r)at

-> ~ ->
li = U + li'r = r -1- y'

Le but de cet exposé est de présenter une sene
d'expériences sur la difIusion de masse dans un
écoulement turbulent. Etant donnée une grandeur
scalaire quelconque r nous pouvons écrire, comme
dans la référence [1], l'équation d'évolution locale
de r en l'absence de sources:

dans la première partie, on expose les raisons
qui ont conduit à entreprendre une étude expé­
rimentale de diffusion de masse dans une con­
duite circulaire, en dégageant d'une part les
hypothèses que l'on peut introduire, et en mon­
trant d'autre part comment on peut atteindre la
connaissanee du nombre de Stanton à partir de
la transformée de Laplace de la courbe donnant
l'évolution des concentrations à la paroi dans
le cas d'une injection pariétale localisée;

la seconde partie a trait à l'expérimentation pro­
prement dite: après une description de l'instal­
lation et d'un modèle de difIusion, les résultats
expérimentaux et ceux du modèle donnent lieu
à une discussion;

Ainsi, pOllrl'éqll~~t~ndela chaleur, nOlis aurons:

la troisième partie complète l'exposé, en ce sens
qu'on s'y efforce d'élargir le sujet en soulignant
l'intérêt que peuvent présenter les considéra­
tions développées dans les deux premières par­
ties pour aborder certains problèmes relatifs aux
échangeurs thermiques.

ao ~ ~- + div (OU) = div qai
avec:

~ --::;; À ->
q = - Ou + pC grad 0

]l

(3)

* Direction dcs Etudcs et Hechcrches, Electricité dc France,
Chatou.

~ ->
Le flux d'énergie proprement dit est Q = pC]lq
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P. CASEAU et R. DENIAU

Pour la diffusion de masse d'un constituant, nous
aurons:

q (x) = 0 (x-u)

Cette formule n'est valable a priori que lorsque
'1 (11) est nul en dehors d'un domaine fini ou du
moins tend rapidement vers 0 lorsque x -3> -+- 00.

Or nous verrons que de nombreux cas exigent
qu'on lève cette restriction. Pour généraliser faci­
lement l'équation (8) nous introduirons une hypo­
thèse supplémentaire qu'il est facile de justifier
avec les ordres de grandeur contenus dans [1] ou
[2J. Nous admettrons que les flux axiaux q,r sont
faibles par rapport aux flux transversaux. Nous
aurons alors:

où

e(J.~,r) = /~-:oc T(J.',u,r) q(l1) dll

T Cr, Il, r) étant le champ créé par une distribution
de Dirac:

Ce que nous venons de dire sur l'invariance en x
montre alors que T (x, U, 1') ne dépend que de
(x - u) :

e(x, 1') = .l: oc T Cr ~- Il,1') q (u) dll (8)

est invariant par rotation et nous pouvons oublier
complètement la coordonnée a.

La linéarité du problème nous conduit donc à
poser:

(5)

(4)
oC ~ ~

ê5T -+ div (CU) = div q",

-, -? -)

'1", = - e'u' + D", grad C
Dans tout ce qui suivra, nous supposerons que la

grandeur qui diffuse (e ou C) ne modifie ni les pro­
priétés du fluide, ni la structure de l'écoulement. Il
faut pour cela que les variations de température

~ ~

ou de concentration (et les flux q ou qm associés)
soient faibles.

II résulte de cette hypothèse restrictive que le
phénomène de diffusion est alors linéaire, bien que
les lois qui régissent l'écoulement turbulent lui­
même ne le soient pas. Si aux champs do tempéra­
ture el (x, y, z) et e2 (.r, y, z) sont associés, pour un

même écoulement, les flux :{1 (x, y, z) et (h (x, y, z),
~ ~

le flux ('Il + q2) sera associé au champ (el + e2 )·

Nous considérons comme établi ([ 1], [2]) que
cette relation linéaire entre flux (ou sources) et
grandeurs dépend de la structure turbulente de
l'écoulement et du nombre sans dimension
(U ocL/D /,) mais ne dépend pas de la quantité na­
ture de la grandeur qui diffuse. Plus précisément,
deux problèmes de diffusion de masse et de chaleur
seront considérés comme équivalents si :

UocL U",L
--DII~ = )./pC~:

Alors eoc et C'" étant une température et une con­
centration de référence (valeurs à l'infini aval par
exemple), si :

on aura:

e C
Coc

~

---q­e",u",

~

-.!1l!!­
CocU",

(6)

(7)

w périmètre du cylindre (de section S);
'1 flux à la paroi.

Donc, em étant la température moyenne et Uoc la vi­
tesse luoyenne, nous aurons:

En particulier, si q (x) = 0 (x) nous aurons:

Il. - Diffusion
dans un tuyau en régime établi

w
S",=a= -su

... :ç.

Nous poserons alors:

pour x> 0

Nous allons étudier l'évolution de la tempéra­
ture (ou de la concentration) dans un tuyau cyIin­
cII'ique en régime établi. Dans un tel régime, l'écou­
lement est invariant en translation le long de l'axe
Ox (axe du tuyau) et en rotation d'un angle a autour
de cet axe.

Non seulement les vitesses moyennes, mais les
corrélations sont invariantes.

Par exenlple, nous avons:

-.,. "' .

u' (.r l ,1'1) = Il (Xl - x o , 1'0' l')

Il en résulte que si une. source placée en
(xo, 1'0' ao) produit un champ de température
eo (x, 1', a), la même source placée en (.rl , 1'0' al) pro­
duira le champ:

e) (.1:, r, a) = eo Cr + J.:O Xl , r, a ao - al)

Nous supposerons en outre qu'il n'y a pas de
sources dans l'écoulement et que les conditions aux
limites (flux à la paroi q) sont invariantes par rota­
tion. Dans ces conditions, l'ensemble du problème

2()O

F (x, 1') = T (x, 1') - a

Et, C0l11me lorsque x -3> 00, T (x, 1') -3> Sm = a, nous
voyons que F Cr, 1') -3> 0 lorsque x -3> 00.

Dans ces conditions on peut montrer facilement
que

si : \ e(x:) -3> 0 lorsque .1: -3> 00 et si: r +q"Cr) dx < 00
!q (x 1.'0

alors:

S = - e", /: oc q (II) du

+ /~: oc F (.r - u, 1') q (u) du (A)

alors:

e= e", 1-: q (u) du + f-:" F (x - U, 1') q (u) du

(E)
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L'avantage des équations (A) et (B) par rapport
à (8), c'est qu'il n'est pas nécessaire que q (x) ~ 0
des deux côtés. L'étude des échangeurs montre
qu'on est toujours dans le àomaine de validité de
(A) ou (B) mais jamais dans celui de (8).

L'application des équations (A) et (H) donne
alors:

1. Si :

III. - Rôle des modèles théoriques
de diffusion

avec:

K Oc, l') = I~:'" e- À
" F (x, 1') dx (9A)

nous voyons que

(11)

(10A)

pour x~ if.!

q = Qoe- À :
r

e=Qo [K(À'I')--~] e- À
:" (10)

K (À, l') = ./~:'" CÀ:" F (x, r) d:r

2. Si :

ep - em = QoCÀ:" K (À, Il) = qK (À, R)

Et donc que:
le nombre de Stanton est indépendant de x;

sa valeur est donnée par :

Il est donc très intéressant d'étudier la fonction
K Oc, R) qui est la transformée de Laplace de <P (x).
En particulier l'allure asymptotique de <Il (x) déter­
mine les pôles de K CÀ, R) c'est-à-dire les zéros du
nombre de Stanton. Si on obtient:

K (À, Il) = À~ À
1

et

alors K (À, R) aura un pôle pour À = À1 , et À = À2

etc.

Au voisinage de ce pôle on aura:

avec:

Les deux relations ainsi trouvées sont d'ailleurs
formellement identiques: l'équation (9) est donc
valable, que À soit positif ou négatif.

Cette équation montre donc que. e et q sont pro­
portionnels en tout point. On appelle traditionnel­
lement nombre de Stanton (ou de Margoulis) le
nombre:

où ep est la température à la paroi.
Comme nous savons d'après l'équation (9) que:

En effet les problèmes de transfert thermique
font intervenir plus particulièrement la tempéra­
ture de paroi.

Ce que nous venons de voir est indépendant du
modèle de diffusion que l'on peut adopter. Il est
néanmoins intéressant d'étudier un tel modèle,
pour deux raisons :

1. La condition aux limites q = 0 (x) est impos­
sible à réaliser rigoureusement. En pratique on
effectuera une injection de masse sur un intervalle
Âx assez petit. Il faut donc être à même de vérifier
que cette injection a été faite correctement. D'autre
part, il est difficile de mesurer les concentrations
près de la paroi: cette difficulté joue un grand rôle
lorsque x est faible, car C (x, r) est alors non nul au
voisinage de la paroi seulement, et varie beaucoup
avec r. Il est donc utile d'avoir un modèle valable au
moins au voisinage de l'injection pour suppléer aux
difficultés expérimentales.

2. Il est très important - nous le verrons au
paragraphe suivant - de bien connaître l'allure
asymptotique de la fonction C (x, r) lorsque
x ~ + if.!. Or l'expérience doit être arrêtée pour x
fini et, les concentrations devenant très faibles, elle
ne se prête pas nécessairement très bien à l'évalUa­
tion de cette forme asymptotique. D'où la nécessité
de disposer d'un modèle, valable lorsque x ~ + if.!,

qui pourra être utilisé en liaison avec les résultats
expérimentaux.

<P (x) = F (x, r = R)

IV. - Variation exponentielle de q
Nombre de Stanton

On peut conclure de l'examen des équations (A)
ct (B) que la connaissance de la fonction F (x, r)
suffit à résoudre tous les problèmes vérifiant les
hypothèses déjà présentées à savoir: faibles varia­
tions de température (propriétés constantes) ab­
sence de sources, conditions de flux à la paroi dé­
pendant seulement de x. Cette fonction peut être
obtenue expérimentalement et c'est le but de l'expé­
rience présentée dans la deuxième partie. Nous
avons obtenu le champ F (x, r), en nous intéressant
plus particulièrement à la valeur de F à la paroi:

Nous verrons dans la troisième partie que, dans
les problèmes d'échangeurs, le flux varie de façon
exponentielle. Nous avons:

ou bien: q,-..J e+ Àx 'Ct e~ 0 pour x ~ - if.!

ou bien: q,-..J e-À,'c et e~ 0 pour x ~ + if.!

c'est-à-dire que l'allure de la fonction St (À) est
liée au développement asymptotique de <P (x).
Comme nous l'avons dit au paragraphe précédent,
il est intéressant de disposer d'un modèle numéri­
que qui soit valable pour x ~ if.! (ce qui correspond
à St (À) pour À~ 0).
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DEUXIÈME PARTIE

1. - Description de l'installation
(fig. 1)

Elle se compose essentiellement d'un tube cylin­
drique de 21 m de long et de diamètre D = 30,3 cm
dans lequel l'air ambiant est aspiré à une vitesse
moyenne voisine de 15 mis.

Dans le sens de l'écoulement, on peut distinguer:

a) La zone d'établissement de régime.
Sa longueur est de 50 D (15 m). Comme tout le

reste du tuyau, sections de mesure et d'injection
mises it part, elle est constituée d'éléments de P.V.C.
(chlorure de polyvinyle) très rigides et assemblés
par un système de brides et joints encastrés assu­
rant le moins de discontinuité possible à la paroi. A
la sortie de cette zone, on peut admettre que l'écou­
lement est en régime turbulent établi, avec une vi­
tesse moyenne de 14,75 mis, qui correspond à un
nombre de Reynolds: He = 291 000.

b) La section d'injection du COz.

Le gaz carbonique est détendu à 3 kg/cmz avant
de pénétrer par 4 orifices disposés à 90° les uns des
autres, dans une chambre de tranquillisation de
forme annulaire. Il doit ensuite contourner un dé­
flecteur puis traverser un écran de feutre maintenu
par une tôle perforée avant de pénétrer dans la veine
par une fente périphérique de largeur réglable entre
o et 2 mm. Le débit de COz injecté a toujours été
voisin de 1 1/s, ce qui correspond à une vitesse d'in­
jection de 0,5 mis pour une largeur de fente de
2 mm. L'ensemble de cette section est construit en
DuraI.

c) La veine d'expérience.
De 6 m de long, elle est constituée par des élé­

ments mesurant pour la plupart 400 mm, de même
construction que ceux de la zone de mise en régime.
En fait la longueur de la veine est variable, car c'est
la section d'injection qui se déplace par rapport à
la section de mesures, par diminution ou augmen­
tation du nombre de ces éléments.

d) La section de mesure.
La sonde de prélèvement est coudée à angle droit,

la partie longitudinale étant de 50,1 ou de 150 mm,
la partie transversale (radiale) étant fixée sur un
support mobile profilé de longueur 2 D qui tra­
verse la conduite selon un diamètre. L'ensemble

de cette section peut tourner autour de l'axe, si bien
que l'on peut à tout moment contrôler la symétrie
de la répartition du COz dans la veine. Le diamètre
intérieur des sondes est de 0,5 mm.

e) Le col sonique et le ventilateur.
La réalisation d'un débit constant est obtenue par

un col sonique. Réalisé en matériau plastique par
moulage, ce col comporte un difl'useur d'angle au
sommet 7" qui raccorde la section d'aire minimale
Sc à une section eirculaire d'aire 4 Sc' La section
d'aire minimale elle-même est constituée par une
partie cylindrique de longueur égale au diamètre
de du col. Le raccordement amont se fait sans point
anguleux, par un profil longitudinal en quart de
cercle de rayon de . La cote de est de 8,3 cm. Le débit
d'air calculé est alors de 1,08 m;)/s.

Le ventilateur, de type centrifuge, présente les
caractéristiques suivantes: puissance de 40 ch, dé­
bit de 1,1 m:'/s sous 1 :300 mm. C.E., vitesse de rota­
tion, de 2 890 tr/mn.

Il. - L'appareillage de mesure

1. L'analyseur de gaz « Onera 80 « (fig. 2).

C'est un analyseur de gaz par absorption dans
l'infra-rouge sans décomposition spectrale. Le prin­
cipe de celle méthode a été exposé en 1943 par
E.F. Luft [:3]. Depuis cette date, les appareils de
ce type ont été largement répandus. Happelons seu­
lement qu'il s'agit d'une mesure difl'érentielle
d'absorption entre un rayonnement traversant un
tube d'analyse parcouru par le gaz prélevé dans la
conduite, et un tube parcouru par l'air ambiant.
Bien entendu, les gaz sont desséchés avant d'être in­
troduits dans l'appareil. Les avantages principaux
de cette méthode de mesures sont, outre la sensi­
bilité de l'appareil, la rapidité de réponse et l'obten­
tion d'un signal électrique exploitable sur une cen­
trale de mesures, ainsi qu'une lecture directe. Selon
le pourcentage de CO:; à doser, on dispose en outre
de plusieurs tubes d'analyse de longueurs difIéren­
tes (0,5; 2,5 ou 10 mm) ce qui permet d'obtenir plu­
sieurs gammes de sensibilité: la gamme la plus
basse va de 0 it 0,1 % de CO:; , soit de aà 1 000 p.p.m.
En vue du traitement automatique, les courbes
d'étalonnage de chacune des gammes ont été appro­
chées par des polynômes du second degré avec une
approximation largement suHisante. La seule con­
trainte expérimentale a consisté en de fréquents ré­
glages de zéro.

.. air
um= 14,7'5'!1/S

t
CO2

sonde de
prélèvements

cO 2

+

vers üNERA 80 --J

moteur
et

ventilateür

1/ Schéma de l'installation.

Diaarammalic ria [a!J0lll.
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2. Le débitmètre à tloUeur rotatif.

Cet appareil, de médiocre précision absolue, n'a
été utilisé sur le circuit de CO2 que pour le repérage
de la constance du débit à l'aval du détendeur lors
d'une série de mesures. La détermination du débit
de CO2 a été calculée pour chaque section par inté­
gration du champ des concentrations (multipliées
par la vitesse) dans la section.

Sources

ObturGteur rotatif 0

2/ S~héma dc principc dc l'analyscur ONEHA 1'\0.

lJiay)'allll1wlic lauoIII 0/ OVE/Li SIJ allaluser.

3. Les capteurs de pression et de température et la centrale
de mesures.

Les capteurs de température sont des thennoson­
des à résistance de platine. La température est me­
surée à l'extrémité amont du tuyau et à l'aval, la
difTérence des températures entre ces deux régions
n'excède pas 1°C.

Les capteurs de pression sont des manomètres
FOl'tier.

La centrale de mesures comporte cent voies dont
une moitié environ est utilisée. Son organe de sor­
tie est une perforatrice dont les rubans sont exploi­
tés, après transformation en cartes, sur ordinateur.
Celte centrale permet d'enregistrer, outre les condi­
tions d'essai qui sont afIichées manuellement (date,
nUll1éro d'essai et d'échelle sur l'analyseur, débit,
largeur de fente, coordonnées x, l' et (1., températures
de l'air et dépression au col sonique), dix valeurs de
la concentration par point de mesure.

Un premier traitement sur ordinateur permet de
dégager, pour chaque section, les valeurs moyen­
nes, maximales el minimales des concentration!.
mesurées en chaque point.

Tube
de cornparaisor':

~\,

Tube d'analyse
'14 2

Chambres de rJ:tesure

Amplificateur

m. - Résultats expérimentaux

1. Détermination du profil des vitesses.

Les valeurs expérimentales de la vitesse 11. (1') sont
données en une dizaine de points dans les tableaux
1 et 2 ci-contre correspondant respectivement à la
zone logarithmique et à la zone centrale. Dans cette
dernière zone, les valeurs de la vitesse suivent d'as­
sez près la loi:

11. 111 :l X --U = 7 (~)2
IL .1 0

et pour la zone logarithmique, la loi:

ll+ = A log y+ -1- B (50 < y+ < 1 500)

avec:

Tableau ].

Tableall des valeurs e:rpérimcn/ales li 1- =f(y+)
dans la zone IO{fari/hllliqlle e/ le début

de la zone centrale
Il,,= 0,G4 mis

1

1
i

11,, 1 II !
!t=U- I/(mm) 11 (mis) ll+ = _[A]O).(!I'+13

v 1 li",

i i 1

1

1

102 2,41 10,25

1

lG,O
1

17,1
2.10 2 4,82 11,5 17,9

,1

17,8
3.102 7,2'2 11,95 18,7

\

18,7
5.102 12,05 12,65

1

19,8 19,9

1

!
103 24,1 B,8 1 21,G 21,6

2.10.3 48,2 15,25 1 23,8 23,3
3.103 72,2 1 1G,2 1 25,3 ! 24,2

!
11

11.* = 0,64 mis

el ceci en adoptant pour la vitesse de frottement Il.

la valeur:

La mesure directe de la vitesse de frottement a
étéefTeetuée à partir de la relation donnant la dif­
férence de pression !:"p entre deux sections distantes
de ~x:

Tableau 2

Valeurs exp éri Ille n/ales dc la vi/csse
dans la zone ccntrale

u"''''' = 17,4 m/s

r l1 m n.x - II
7 (l'Ir,,)"- II

1'0 ll.

1/3 lG,9 0,78 0,775
"

0,5 lG,3 1,72 1,75

2/3 15,35 3,20 ;1,11

0,75 1'1,8 4,07 3,94

B=5,1etA=5,5

La pression statique a été mesurée en trois sec­
tions d'abscisses 50, 3 600 et 6 000 mm, et les valeurs
de Il,, étaient de 0,612 --- 0,620 et 0,635 mis. Compte
tenu de l'incertitude sur les mesures de !:"p, la

2G3
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ficients apparaissent lorsque l'on exprime le flux
massique q", radial sous la forme:

par analogie avec les expressions de la tension de
frottement 't" et du flux radial de chaleur q :

dans lesquelles :

v et a sont respectivement la viscosité cinémati­
que (v = !-L/p) et la difl'usivité thermique
(a = À/pCp );

E" et En sont respectivement les coefIicients de (lif­
fusion turbulente de quantité de mouve­
ment et de chaleur.

oCE) -­
'1 oyqlll = p (D

Nous avons fait les hypothèses suivantes:

1 0 D = a.
En d'autres te.rmes, le nombre de Prandtl

(Pl' = !-LCp/À = v/a) est égal au nombre de Schmidt
(Sc = v/D) comme nous l'avons dit dans la pre­
mière partie.

2 0
Eq = En.

Ce coefficient doit être indépendant de l'expé­
rience efl'ectuée. En particulier, si le flux de chaleur
q est constant, nous avons:

T--Tn = ÎV dy
q Jo a+ En

(Tp = température à la paroi).

Donc l'étude des expériences à flux constant ou
quasi constant doit donner la fonction En (1'). On a
constaté que dans ces conditions [4J on a à peu
près:

q = (a

't" = p (v

L'écart par rapport à cette dernière valeur corres­
pondrait à une rugosité absolue de l'ordre de 5!-L.

2. Mesure de concentrations.

La détermination du profil des concentrations a
été faite en 18 sections dont les distances à la sec­
tion d'injection s'échelonnaient entre 89,5 et
6039,5 mm.

Une série de mesures préliminaires a servi à
mettre au point le dispositif d'injection du CO2• La
réalisation d'une inj ection uniforme sur la circon­
férence de la fente a soulevé en effet quelques dif­
ficultés: il a fallu plusieurs tâtonnements pour
aboutir au dispositif décrit au § 1. Les dissymétries
relevées dans la répartition du gaz carbonique ont
été ainsi ramenées aux environs de 1 %' Par la
suite, toutes les mesures de concentration ont été
faites suivant deux diamètres perpendiculaires et
on ne considère chaque fois que la moyenne de
deux mesures. Chacune de ces deux mesures ré­
sulte elle-même de la moyenne des signaux enre­
gistrés toutes les secondes pendant 10 secondes. Le
nombre de points expérimentaux dans une section
donnée varie entre 13 et 25 selon l'éloignement par
rapport à la section d'inj ection.

Les résultats expérimentaux sont présentés sous
forme de tableaux et de courbes au paragraphe V.

Il, = Umo)" Vi ~ = 0,628 -+- 0,004 mis

valeur adoptée n'est pas en contradiction avec les
résultats de l'expérience. Elle est d'ailleurs légè­
rement supérieure à la valeur tirée de la loi de
Karman-Nikuradze valable pour un tuyau lisse:

qui donne A = 0,0145 pour He = 2,91 .105, d'où,
avec une vitesse moyenne Umay = 14,75 -+- 0,1 mis :

] = 2 log He \/A -- 0,8
\/A

IV. - Résolution numerlque
de l'équation de la diffusion

1. Hypothèses de calcul.

L'équation de la diffusion s'écrit, en coordonnées
cylindriques:

L'expression de la fonction LI (1') hors de la sous­
couche visqueuse est donnée ci-dessus (ILl).

L'expression de la fonction E (1') ne peut se déter­
miller expérimentalement sur celte installation.

En fait:

Il oC = _~ ~ (rE oC \
ox l' 01', or)

l.l

Il.

1
0,9

(0 = fonction de Dirac)

lI. (T (y) - Tl')

q

oC- ~~- (:r, 0) = 0 (x)
oy

dans une zone proche de la paroi (g + < 80).
Ceci permet de préciser la valeur de En dans cette
zone. Au centre du tuyau, en revanche, l'analogie
est peu sûre.

Finalement, nous avons adopté une courbe ana­
logue à celle que propose Heichardt [5 J (fig. 3). Les
valeurs de En (1') pour y+ > 150 sont assez sujettes
à caution. Nous revi.endrons d'ailleurs sur ce point
dans la discussion des résultats (§ V).

2. Conditions initiales et aux limites.

La condition initiale s'écrit C (x, y) ° pour
x < O.
A la paroi, la condition exprimant le flux s'écrit:

(12)

est la concentration;
est la vitesse;
est le coefficient de diffusion.

dans laquelle:

C = C (x, 1')

Il = Il (1')

et E = E (1')

E = D + Eq Au centre du tuyau:

où D est la diffusivité moléculaire. et Eq le coeffi­
cient de difl'usion turbulente de masse. Ces coef-

20·1

oC
--- (x, H) = °
oy

(y=H-r)
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Le champ des concentrations présente une sin­
gularité au point origine, ce qui est gênant pour la
résolution numérique de l'équation aux dérivées
partielles. Sur une idée de Lighthill [6], on lève
cette difficulté en intégrant analytiquement l'équa­
tion simplifiée valable au voisinage de l'origine: .07

(H) .06

où :
" /l,X <: .0

,T';"" = ~"Pr --...;::;)

et où on suppose:

E" = 0 et Il + = y +

.05

.04

et la solution s'écrit:
,03

('('++ +)_ 1
,x Y - 3l/3r (2/3)

:~

e-(,1I'/i)'''''1 (.T++)-i2/:J1 (13)
.02

Celte solution a été effectivement prise comme solu­
lion de l'équation (12) pour x+ + = 50.

.01

v. - Discussion des résultats

3/ Variation du coeflicient de diffusion en fonction du
rayon.

Diffusion faclo]' vs. radius.

bre constant de mailles, améliorer la preCISIOn du
caIeul en limitant celui-ci à la zone où la concen­
tration de CO2 n'est pas négligeable. Pour N = 0,
le calcul intéresse toute la section du tuyau.

9 1:. ~ E..:.l
R R

.7 .8.6.4 .5.2 .3.1o

Les tableaux 3 et 4 donnent les valeurs C des
concentrations mesurées (tableau 3) et calculées (ta­
bleau 4) pour 19 valeurs de l'abscisse x et de l'or­
donnée !J (g = 0 à la paroi).

Pour en faciliter la lecture, on a représenté un
faisceau de courbes (fig. 4) C = C (x) pour 8 valeurs
de y, ainsi que des courbes (fig. 5 à 9) C = C (g)
pour 5 valeurs de x comprises entre 2 et 6 m. Les
valeurs Cp de la concentration à la paroi peuvent
être confondues avec les valeurs de C pour
y = 0,5 mm tant que x est supérieur à 1 m environ.
La figure 10 donne les valeurs (Cp - Coo ) en fonc­
tion de l'abscisse en coordonnées semi-Iogarithmi­
ques (ce mode de représentation de Cp met particu­
lièrement en évidence les écarts entre les résultats
expérimentaux et la courbe calculée, pour les gran­
des valeurs de x). Dans toules ces figures, les cour­
bes sont relatives aux résultats du calcul, et
y = R-r.

On peut noter, au vu de ces résultats, que les
points expérimcntaux aberrants sont peu nombreux
et sc situent en quasi-totalité dans les régions où la
concentration est faible (inférieure à 0,02 %). L'ana­
lyse de l'ensemble des résultats appelle les remar­
ques suivantes:

1. Le modèle de diffusion donne de bons résultats
au voisinage de l'injection. Ce fait peut paraître SUl'­

prenant, car la justification de ce modèle repose

265

.... ....
AC=d

R 1
H = --0 X-'). (N = 3 par exemple).20, ~:\

....
où : d peut être considéré comme le vecteur co­

lonne des concentrations (*) de même pre­
mier indice 1 (section x);

->
C est le vecteur colonne des concentrations

(*) de mêm·e premier indice 1 -1- 1 (section
x -1- ÂX);

A est une matrice « tridiagonale » dont les
éléments s'cxpriment en fonction de Zl, r
et E. La première et la dernière ligne de A
sont données par les conditions aux limites
à la paroi et au centre.

L'inversion de A ne présente aucune difficulté par­
ticulière, l'algorithme utilisé étant très classique.

Il faut cependant signaler une originalité appor­
tée à ce calcul: le changement du pas H en y : le
calcul commence à la section x+ + = 50 avec 200
pas en !J de valeur :

3. Méthodes aux différences finies.

C'est la méthode semi-implicite de Crank-Nichol­
son qui a été retenue; une méthode explicite eût
conduit à des instabilités à cause de la condition
u (0) = O. Les indices 1 et .T servant à désigner les
mailles dans le sens des abscisses et du rayon res­
pectivement, le passage des mailles (1,.T) aux mail­
les (I1,.T) s'écrit sous forme matricielle:

Lorsque, au cours du calcul, le rapport:

C (1, 200)
C (1,1)

devient inférieur à une valeur donnée M (M = 10-6
par exemple) le nombre N est diminué d'une unité.
De la sorte on peut, avec un maillage en !J à nom-

(*) Ce ne sont pas en fait les concentrations, mais des
gl'andeurs qui s'en déduisent simplement.



Tableau 3

Valeurs expérimentales de la concentration (en % de COz)
abscisse x: distance (en mm) ci partir de la section d'injection; ordonnée y : distance (en mm) à partir de la paroi

""00
00

'~--

~ x
y -------.
-----'---.--

0,5
;)

10
20
30
40
50
60
70
80
90

100
110
120
130
140
150

89,5

3,4327
0,7711
O,0:n2
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o

139,5 1 257 1 439,5

1,9044 1,088 Il 0,733
0,9746 0,8232 0,6287
0,2295 0,4336 0,4578
o 0,0516 i 0,129
o 0,0032 1 0,0137
o 0 10
o (J [0
000
o 0 10
o 0 ! 0
o 0 1 0
o (J 1 0

o 0 '1 0o (J 0
o 0 : 0
o 0 10
o (J 1 0

657

O,4G37
0,4207
0,3515
0,2124
0,0853
0,0387
0,0129
0,0048
o
o
o
o
o
o
o
o
o

839,5 Il 239,5

0'45~311 0,20, 5~
0,42;) 0,282,
0,3752 0,2594
0,2217 [ 0,1978
0,0925 0,1343
0,0238 0,0859
0,0011 0,0555
o 0,0342
o 0,0182
o 0,0107
o 0,0079
o 0,OOG1
o 0
o 0
o 0
o 0
o 0

1 639,5

O,2G63
0,24(j1
0,2312
0,1895
0,1428
0,0975
0,0727
0,0531
0,0298
0,0184
0,0114
0,0071
0,0053
o
o
o
o

2039,5

0,2110
O,20G3
O,1IJ62
O,lG9G
0,140G
0,10G3
0,08Gl
o,()(i91
0,05
0,0351
0,0242
O,Ol(j
O,010G
0,0079
0,0074
o
o

2439,5

0,188
0,181
0,18
O,lG39
0,1368
0,115
O,09 LI8
0,0759
0,0665
0,04G5
0,032
0,0295
0,0135
0,008
0,0063
0,0025
o

2839,5

0,lG87
0,lG32
0,15G5
0,14:14
0,129
O,110'!
0,0904
0,0812
0,0719
0,0579
O,04(jG
0,0354
O,02(j3
O,020 L!
O,OlG2
0,0143
0,0128

3239,5

0,1575
O,15Gl
0,1543
0,1376
0,1263
0,1099
0,0925
0,0852
0,0755
0,0632
0,0511
0,0408
0,0322
0,0241
0,019
0,0171
0,0158

3 640' ""'1 4132,5 i4 832,3 l "39,5 1 5 639,5 1 6 039,5

0,1446 0,1331 0,1278 Iii 0,121310,1183
1

0,1152 il 0,1127
0,1433 0,1325 O,1294 0,1219 0,118 0,1147 0,112
0,1408 0,1315 0,1268 1 0,1188 O,lHiG 0,1136' 0,111
0,1319 0,1279' 0,1242 0,1157 O,l14G 0,1115 0,1089
0,1222 0,1217 0,12 0,1136 0,1108 0,108G 0,107
0,1097 0,1114 0,112:3 0,1079 O,10G5 0,105 0,1038
0,0959 0,1037 0,1035 0,1017 0,1012 0,1005 0,1
0,0885 0,0939 0,0942 O,09'19 0,0952 0,0953 0,0954
0,0811 0,081 0,08:33 0,08G2 0,0879 0,0895 0,0906
0,0704 0,0722 0,07;') 0,078 0,0804 0,0827 0,0846
0,0589 0,OG03 0,0G42 0,069 0,0733 0,077 0,0799
0,0483 0,050;') 0,0548 0,061 0,OG59 0,0707 0,0745
0,ü38 0,0'113 0,047G 0,0553 O,OG14 0,OG64 0,071
0,0321 0,0351 0,0'109 0,048 0,0537 0,0592 O,0G45
0,0274 0,0284 0,0352 O,042H O,(WJl 0,0;,);,) O,OG01
0,0235 0,0237 O,O:U 0,0373 0,0439, 0,0504 0,05G6
0,0211 0,0217 0,0285 0,034 0,0407 0,0475 0,054

:a
(')
):a
CIl

~
c:
~
rio

2U
l:'
J'I'I
Z
);
c:

Tableau 4

Valeurs calcl/lées de la concentration (en % de COz)

-- x
-- 89,5 139,5 257 439,5 657 839,5 1 239,5 1 639,5 2039,5 2439,5 2839,:> ;3239,5 ;l640 4039,5 4432,5 4 SH2,3 5239,5 5 639,5 (j 039,5

Y --~-----------
'l,N",' ../rY' ------------

~ "

0,5 3,4012 2,193 1,2444 O,7G4 O,5:38G 0,4393 0,3217 O,2G05 0,2229 0,1974 0,1789 O,Hi;') 0,15'11 0,1455 0,1384 0,1325 0,1274 0,12:31 0,1194

5 0,7137 O,85G8 O,7G91 O,GOG9 O,4GGl 0,3933 0,2999 0,2479 0,2142 0,1915 0,1745 O,lGIG 0,1514 0,1432 O,13GG 0,131 O,12(jl 0,122 0,1185

10 0,0827 0,2428 0,3988 OA085 0,:3Gll 0,3244 O,2G;')2 0,227 0,lIl99 O,181G 0,lG73 0,15(j1 O,14G9 O,1395 0,1 :3:35 0,1283 0,12:39 0,1202 O,l1G9

20 0,0005 0,0099 0,1448 0,1571 0,1948 0,203 0,1958 0,1831 0,1703 0,15!Jl O,149!l 0,1425 O,13G2 0,1308 O,12G2 0,1222 0,118G O,115G 0,1129

30 0 0 O,OO!l!l O,052G O,O!lGG 0,1188 0,13!l5 0,1431 0,1411 0,1371 0,1:328 0,128G 0,124G 0,1213 0,1181 0,1154 0,1128 0,110(j O,108G

40 0 0 0,0009 0,0143 0,0414 O,OG23 0,0921 O,10G2 0,1122 0,1144 0,1143 0,1134 0,1122 O,110G 0,10!l 0,1075 0,10Gl 0,1048 0,1035

50 0 0 0 0,0031 O,015(j 0,029G 0,057 0,0752 0,08Gl O,092'1 O,CH)(j 1 O,0!l81 O,CHHlO O,09!l5 0,O!l93 O,O9!l1 0,0987 0,0983 0,0978

GO 0 0 0 0 0,0047 0,OU8 0,0315 0,O4!l 0,OG19 0,071 0,0773 0,0818 0,084!l 0,087 0,0885 0,O8!l7 0,O!l04 0,0!l1 0,0!l13

70 0 0 0 0 0,0013 0,0044 0,01(i7 0,0309 0,0435 0,0535 O,OG14 0,0(j73 0,0719 0,0755 0,0782 0,0805 0,0823 0,0837 O,08'19

80 0 0 0 0 0 0,0014 0,0082 0,0184 0,02!Jl 0,O38!l 0,0471 0,054 0,05!l7 0,0G43 0,OG8 0,0713 0,0739 0,07G3 0,0782

!l0 0 0 0 0 0 O,OOO'! 0,00:3G 0,0102 0,0185 0,027 0,0:35 0,042 0,0482 0,0537 0,0582 0,0622 0,OG58 O,O(j88 0,0715

100 0 0 0 0 0 0 O,OOH 0,0052 0,0111 0,018 0,025 0,0318 0,0383 0,044 0,04!)1 0,0538 0,O57!l O,OGl(j 0,OG5

110 0 0 0 0 0 0 0,0005 0,0024 O,OOG3 0,0114 0,01 n 0,02:3G 0,02!l7 0,0355 0,0409 O,04G 0,0508 0,055 0,0589

120 0 0 0 0 0 0 0,0001 0,001 0,00:3:3 O,OOG8 0,0114 0,ülG7 0,0224 0,0282 O,ü337 0,039 0,0442 0,048!l 0,0531

130 0 0 0 0 0 0 0 0,0004 0,0017 O,OO'J2 O,O07!l 0,0123 0,0175 0,0231 O,028(j O,03/il 0,03!H 0,0444 O,O4!l

140 0 0 0 0 0 0 0 0,0002 0,001 0,0028 0,00;)7 O,OO!l7 0,014;') O,Ol!l8 0,02;')2 0,0308 0,03G1 0,0412 0,04G2

150 0 0 0 0 0 0 0 0,0001 0,0007 0,0022 O,OO4!l 0,0087 0,0133 0,0185 0,0239 0,0294 O,03,J9 0,0401 0,045
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X=2039,5
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~

50 100 15

0,0

0,1

°

0,1

0,20

%co,Î
0,25

5/Il oC = J '0_ (1'E'O~)
o.x l' or 01'

sur l'hypothèse que les variations du vecteur
--7
grad. C restent négligeables dans un espace de
grande dimension par rapport aux longueurs de
corrélation lagrangiennes [1], ce qui ne semble
généralement pas être le cas au voisinage d'une in­
jection. Mais il s'agit ici d'une injection pariétale:
les échelles de turbulence sont alors petites, et, par
ailleurs, les profils de eoncentration ont une allure
qui se rapproche assez vite de celle des profils obte­
nus dans les expériences à flux constant qui ont
justement servi à étalonner le modèle de diffusion.
En résumé, on peut dire qu'il y a un bon accord au
voisinage d'une source placée à la paroi, alors qu'il
est connu [7J que cet accord serait mauvais au voi­
sinage d'une source placée au sein même de l'écou­
lement.

2. Pour les grandes valeurs de l'abscisse, l'accord
est en revanche moins bon. On peut le voir en par­
ticulier sur la figure 10 où on constate que la courbe
théorique est moins proche de l'horizontale Coo que
l'ensemble des points expérimentaux, et, d'une fa­
çon plus générale, sur la figure 4, où les points expé­
rimentaux, tout en restant assez voisins des cour­
bes calculées, présentent une tendance commune
à converger plus rapidement vers C",. En d'autres
termes, le modèle théorique ne « diffuse» pas suf­
fisamment.

On peut alors penser à incriminer la fonction
E = E (1'), compte tenu de la considération suivante:
en considérant l'expresflion de l'équation de la dif­
fusion en coordonnées cylindriques:

on voit que multiplier E par un facteur constant k
revient il multiplier :r par ce même facteur en lais­
sant E inchangé; la solution C (x, 1') obtenue avant
ceUe multiplication devient alors la solution au
point: (.x/k, r).

Cela revient il effectuer sur les courbes de la fi­
gure 4 une afIinité d'axe Oy et de rapport l/k. En
prenant pour k une valeur voisine de l,Ion amé­
liore en fait sensiblement la concordance entre les
résultats du calcul et les résultats expérimentaux.

4/

x-- y= 100

6 x {rnJ

+

i •__-;.:- Y· 80

Y. 0,5 "li"

~~=1=:=~=t=~~~~~x y·20 MMr=- yc"'O ''''''

_~'-::---=-+ IO-~ C.-O.09"

"t-...
-,----,

1

+

o,'t-(~ l' + 1
! +

1 '1
+

t 1 + + !

+~+ !
t

"1
!

i
1°

1

1·1,
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3. Nous avons vu au § IV que la transformée de
Laplace de la fonction F (x, R), soit K OC, R), est
liée au nombre de Stanton par l'égalité:

On peut alors déterminer directement la fonc­
tion K CÀ, r) qui, d'après le modèle de diffusion, est
solution de l'équation:

On a représenté, sur la figure 11, les valeurs du
nombre de Stanton obtenues à partir de la formule
(14) - après la résolution numérique de l'c\qua­
tion - ainsi que celles obtenues à partir de la trans­
formée de Laplace de la courbe expérimentale des
concentrations à la paroi. On voit que l'accord est
bon, mais que subsiste un écart systématique. On
montre facilement que, en multipliant E par un
rapport k, la courbe St (À) est transformée en la
courbe homothétique dans l'homothétie de rapport
k centrée à l'origine. Il semble donc qu'une valeur de

OÙ C] (1') est d'ailleurs la fonction K (À, l') (normée
différemment) .

Par la méthode de Prony, nous avons recherché
à partir des valeurs expérimentales la valeur la plus
probable de À]. Les résultats sont donnés, dans le

k légèrement supérieure à l'unité améliorerait là
aussi la comparaison. Il faut noter qu'on trouverait
ici une valeur plus voisine de l'unité que précédem­
ment, mais, par ailleurs, le calcul de la transformée
de Laplace de la courbe expérimentale ne peut être
fait correctement, faute de valeurs, dans la zone
très voisine de l'inj ection : ce sont en fait des va­
leurs calculées qui ont été utilisées dans cette zone.

4. Nous avons examiné au paragraphe précédent
l'allure de la fonction St (À). La figure 12 donne de
façon plus complète cette fonction St CÀ) après la
résolution numérique de l'équation 14: on peut
constater qu'elle s'annule pour les valeurs
À]= - 0,282 et À2 - - 0,85 qui sont donc des
pôles de K (À, R).

Ceci correspond à l'existence d'un développement
asymptotique de C (x, l') sous la forme:

(11)

(14)

1
St = U",K CÀ, R)

r 0 ( oK \U (1") • (C", - Àh.) = ar E or)

10 3)<5T 1

~----l2__~_

1

1_.-- -i-~-----.-+_....-...I----j1--J
!

1

1

12/ Variation du nombre de Stanton en fonction de /.
(courbe calculée).

Stanton lIulIlber vs. /, (ca[cu[ated data),

11/ Variation du nombre d·e Stanton en fonction de /•.

Stanton number vs, l,.

­6 X(m)

\

"\

"
'-.....
~ cp-c;o-z.OO

8 --• ---5

• . -3 . •2

1

1,5 f---j-----j-----I----j----j---+--h+-++----j

0,1
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0

0,0

0,0

•%Co'

5
4
3

St·10

2,sf---,---,---r----,----,--,---,---t-r----,

1
0,8
0,'
0,5
0,'

.0,3

0,2

2,095 -- ---- ----- - _

10/ Concentrations il la paroi (Cl' - C"'),

Concentration at the wall (C" - C",).
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tableau ci-dessous, pour plusieurs valeurs de
y=H.-r:

TROISIÈME PARTIE

y (mm)

0,5
;)

10
20
30
40
50
GO
70
80
90

100
110
120
130
140
150

-)~l(m)

0,50
0,48
0,'17
0,40
0,30
0,14
0,59
1,1
0,53
0,38
0,33
0,30
0,28
0,33
0,:32
0,24
0,22

1. Les problèmes d'échangeurs (à flux croisés ou
parallèles) forment une classe intéressante, car ils
admettent tous des solutions exponentielles. Ces
solutions sont caractérisées par le fait que le nom­
bre de Stanton est indépendant de x. Nous avons
vu en efl"et que pour les problèmes qui vérifient (A)
ou (B) nous avons:

Il) q (II) dll

Donc, si le nombre de Stanton est incI(~pendant de
:r, nous avons:

q (x) _,_1__ = [+ 00 <D Cr -- Il) q (li) dll
St U", • - 00

Les solutions en q (x) cIe cette équation sont les
fonctions propres cIe l'opérateur cIe convolution
c'est-à-dire les exponentielles. On a alors l'équation
déjà vue:

e* = (K -1- -~\ q
Ji • 'À)

A : coefficient d'échange avec l'extérieur.

L'équation implicite qui donne la valeur de À est
donc:

La méthode utilisée généralement pour résoudre
ce problème est de négliger la variation de K (À, R)
et d'utiliser la valeur obtenue dans les expériences
« à flux constant» K (0) = 1/[U." St (o)J : c'est ce
qui est représenté par la courbe en traits pointillés
sur la figure 14.

Nous voyons donc sur cette figure:
- que, le coefficient A étant toujours positif, les

(15)1 a- -A" = K (À, Il) +):

Ainsi, en fonction de À, nous aurons différentcs va­
leurs de St. Résoudre le problème, c'est trouver À

en résolvant une équation implicite qui rend compte
de la condition à la paroi, condition qui est indé­
pendante de x. Nous allons passer en revue l'appli­
cation de ce principe général aux échangeurs croi­
sés, parallèles antiméthodiques, et parallèles mé­
thodiques.

2. Dans un échangeur croisé, nous admettrons que
chaque tube échange avec un écoulement à tempé­
rature constan te T",. On sait alors que si le tube
était infiniment long, la température tendrait ver~

T ",. Nous poserons donc 8* = 8 - T et nous serons
donc dans le cas où 8* -+ 0 lorsque x -+ 00.

Cela étant, l'équation des échanges à la paroi
s'écrit (*) :

Les valeurs de À] sont dispersées, mais il convient
de remarquer, au vu du tableau 3 et de la figure 4,
que cela n'a rien d'étonnant pour ce qui concerne
les valeurs de !! comprises entre 40 et 70 mm car,
dans cette zone, les points expérimentaux sont rapi­
dement très voisins de C",. Par ailleurs, au voisi­
nage du centre de la conduite (y = 140 et 150 mm),
les points expérimentaux sont peu nombreux. Cela
dit, presque toutes les autres valeurs de À] sont
inférieures à la valeur - 0,282 (*), ce qui ne fait
que traduire le fait que l'ensemble des courbes expé­
rimentales converge plus vite vers C", que l'ensem­
ble des courbes caleulées (§ 2).

Par ailleurs, la f1gure 13 permet de comparer la
courbe donnan t la fonction K (À1 , Il) et la courbe
(C - C",) obtenue dans la dernière section. Cette
comparaison est satisfaisante, mais il faut se rap­
peler que les deux courbes ont été normées.

5. En conclusion, on peut dire que le modèle de dif­
fusion donne d'assez bons résultats asymptotiques,
et qu'on peut les améliorer en remplaçant Epar
kE, ou k est voisin de 1,1 (k = 1,08 semble être la
meilleure valeur). En particulier, la courbe de con­
centration à la paroi ou sa transformée de Laplace
- et donc St (À) - est très correctement prédite.

On peut donc en conclure que, pour les problèmes
d'échangeurs OlI on utilisera cette courbe, le modèle
de diffusion est un outil sùr tant qu'on se limite à
des valeurs de À inférieures au premier pôle À]. La
multiplication de Epar k n'améliore en rien la dis­
persion constatée sur les valeurs À 1 et détériore légè­
rement la qualité de la prédiction au voisinage de
l'inj ection.

Pour juger de la qualité du modèle dans le cas
d'une injection au sein du fluide (ce que nous
n'avons pas fait) il faudrait utiliser la même pré­
sentation, c'est-à-dire faire porter la comparaison
sur la transformée de Laplace K (À).

(') Cette valeur est d'ailleurs eelle que trouvent Siegel et
Spart'ow [8] pour une conduite de mDme diamètre, mais avec
un nombre de Hevnolds de 5.10'". Son inverse vaut il,54m.
soit environ 11 D: .

(') En écrivant l'équation sous cette forme nous négli­
geons l'influence de la paroi que nous supposons infiniment
mince. Il est facile de lever cette restriction et de traiter
le cas général.
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14/

L'équation des échanges à la paroi s'écrit:

O * (Ir
l' = \ \.1

D'où, en définitive, si l'on pose:

La figure 15 c représente, pour diverses valeurs de
E, l'intersection des deux courbes. Nous avons sup­
posé que, pour le fluide 2 (espace annulaire), le pôle
V2 de la fonction K2 (À) était grand, ce qui con'es­
pond à une différence (D2 - Dl) faible (d'après ce
que nous avons vu au § 4 précédent. Note en bas
de page).

Nous avons également figuré (en traits pointillés)
la courbe approchée KI(o) + adÀ (les courbes
K 2 (0) + a2/À sont pratiquement confondues avec
les courbes exactes).

Par opposition au cas étudié au paragraphe pré­
cédent, on voit sur la figure 15 que les points d'in­
tersection correspondent à KI + adÀ > 0 pour le
tuyau (1), l'espace annulaire impose une condition
aux limites qui paraissait impossible à réaliser
physiquement. Pour une valeur positive du flux
par exemple (Cfl = + AOp *), la température moyenne
du fluide 1 est négative et croît vers 0 (ou T ",) mais
Op est positif et décroît vers 0 (ou T "')' Dans toute
cette zone l'écart entre la racine réelle et la racine
approchée est grand.

En particulier, si le rapport E tend vers l'infini
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et O2 * ---+ 0
pour x ---+ + if.)

et O2 * = T 2 - T '"

Ào* = - 0,030Ào = -- 0,028

racines seront toujours négatives. On peut donc
a priori se demander si le reste de la courbe
K Ov) a une réalité physique. Nous verrons aux
paragraphes suivants que c'est bien le cas;

- lorsque A tend vers l'infini, on tend vers l'évo­
lution à température de paroi fixée. La racine
correspondante Ào donne l'allure asymptotique
de l'évolution, si on ne tient pas compte de
l'effet produit par la distribution de température
à l'entrée (qui s'atténue rapidement);
d'une fa~~on générale, l'écart entre la solution
approchée et la solution exacte est faible. Il est
lllaximai pour le cas où A = if.). Les valeurs
Ào et Ào* sont alors données sur la figure 14 :

:3. Nous étudierons le cas d'un échangeur consti­
tué dc deux tubes concentriques. Connlle au para­
graphe précédent, nous négligeons l'influence de la
paroi. Si nous considérons l'écoulement dans le
cylindre annulaire externe, nous voyons qu'il est
possible de développer, relativement aux variations
de température engendrées par un flux q (x) à la
paroi (commune) une analyse identique à celle ef­
fectuée pour le cylindre circulaire.
D'autre part, l'échangeur étant antiméthodique, on
sait que les températures tendent lorsque x ---+ if.)

vers une asymptote commune T", donnée par:

Nous poserons donc:

et nous aurons bien: 01 * ---+ 0
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8 * (1° 1 fi])
p =!, \.1 -- T q1

et8] * = 8] - T 00

(le débit ]\12 est négatif)

et nous posons :

Cela étant, on démontre facilement que 8]* et 82*
tendent vers 0 soit pour x ~ + co, soit pour
x ~ - co. Nous sommes donc toujours dans le cas
(A) pour un des fluides et dans le cas (B) pour l'au­
tre. Nous aurons donc:

Au contraire, l'intersection avec la courbe appro­
chée donne une valeur À beaucoup plus élevée, qui
est évidemment tout à fait inexacte.

4. Nous étudions un échangeur annulaire analogue
à celui du paragraphe précédent, mais où les vites­
ses sont de sens contraires. Cela signifie que le sens
des x croissant sera, pour le fluide 2 le sens opposé
à l'écoulement. La courbe K 2 (À) sera donc inversée
et son pôle sera positif.

Nous définissons toujours:

.--- 1-1---:--=--:-...,i ! --+ fluide 1

i t " lq,
i l' i fluide 2 iD,P' Î- - - - - --,
l, Li tq, ;
l- ! ----... Fluide 1 :

!
15 a

1,

1,

1,

1,

1,
-=-_:.=::i----==-::'=-

15/ 15 c
1

(fluide externe à capacité calorifique très faible) ou
si la vitesse dans l'espace annulaire tend vers zéro,
le point d'intersection avec la courbe vraie tend vers
le pole v1, ce qui signifie que le fluide externe ne
joue plus aucun rôle et que l'évolution est sembla­
ble à celle observée dans un tuyau adiabatique.

Soit encore :

~ = ~ /~ + a2 \) = _ (~ + ~~L'î
), À \ PIC] P2C2 \ PIC] P2C2 '

Le problème est donc de couper la courbe:

16/

1,~I - fluide 1 !
i~ lq,

D iD l' 1 fluide 2 12i 1T---+-----r
1.1:.-' tq, 1LI - fluide 1 i

16 a

,

1
1

--+--­
1

~ 1

l'
1

1
16,c'

16 b

par l'hyperbole du premier membre, dont le coef­
ficient est positif ou négatif selon que Cp,M] est
inférieur ou supérieur à iCP1:M2!'
Si M1epl > Ivl2Cp2 la solution À est négative
et les températures tendent vers T 00 pour x ~ + co.
Si M1CPl < IVI2Cp2 la solution À est positive
et les températures tendent vers T 00 pour x -.,. - co.

Les fluides étant de sens contraire, la racine cor­
rcspond nécessairement, pour l'un des deux fluides,
à une croissance exponentielle dans le sens de
l'écoulement, c'est-à-dire à la branche de courbe qui
paraissait sans utilité pratique. Sur la figure 16 on
a figuré en pointillé la droite qui représente la va­
leur approchée:

(
K1 (0) --L K2 (0) )

PIC] 1 P2C2 /

on voit que les racines correspondantes sont très
proches des racines exactes.

5. Remarque générale.

Dans ce qui précède, nous nous sommes toujours
limités à la branche de courbe K (À) comprise entre
le pôle À1 et + co. Si nous nous fions entièrement
au modèle de diffusion, nous pouvons tracer la
courbe complète avec tous ses pôles. Donc l'équa-
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tion implicitc (15) -- pour prendre un exemple ­
aura pour solution une infinité de valeurs propres
À I , À:!. , À3 ••• sur les branches Cl) (2) (3) ... , qui permet­
tron t de décrire entièremen t l' évolu tion à partir
d'une distribution que!eonque de la température à
l'entrée.

Malheureusement, ni la validité du modèle de dif­
fusion, ni la précision des expériences faites ne suf­
fisent pour que nous puissions fixer valablement
l'allure des branches (2), (3) etc. de la courbe K (À).
Il faut donc se limiter à connaître l'évolution domi­
nante, qui est donnée par la première racine À 1.
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Liste des symboles utilisés

a: température de référence, notée aussi S""
Dans la 2' partie: diffusivité thermique:

À

pCp

A: eocfTicient dc transfert thermique;
rt.: coordonnée angulaire (coordonnées cylin­

driqucs) ;
C: concentration (en volume) C", : concentra­

tion à l'infini - Cp : concentration à la paroi
- c' : fluctuation locale de concentration;

pCp chaleur volumique à pression constante;
D diamètre de la conduite - D : coefficient de

diffusion (dift'usivi,té) relatif à la grandeur
scalaire r - Dm : difl'usivité de masse. Dans
la 2' partie: diffusivité moléculaire;

8 : distribution de Dirac;
E: coefTicient de difl'usion turbulente (En, Er' Eq

pour la chaleur, la quantité de mouvement
et la masse);

F: champ de même nature que T (F = T - a);

<I> : valeur du champ F à la paroi;
r: grandeur scalaire désignant la température,

la concentration ou la quantité de mouve­
ment. Désigne la fonction eulérienne de 11'0
espèce dans l'équation (13);

K fonction des variables ).. et T, transformée de
Laplace de F (x, 1') ;

L longueur de référence;
À: inverse d'une longueur, sauf dans l'équation

(5) où À désigne la conductivité thermique.
Est utilisée comme variable de Laplace
- ÀI , À:!. : coefTicients de x dans les deux pre­
miers termes du développement exponentiel
de <I>;

M: débit massique (MI et :M:!. pour les fluides 1
et 2);

l-t: viscosHé dynamique;
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v: viscosité einématique;
w: périmètre de la eonduiie = 2 7tH;

Pl': nombre de Prandtl;
If : llux thermique normé (divisé par pCp) If", :

llux massique - Ifp : llux à la paroi;
Q: flux thermique - Qo : valeur de If à l'ori­

gine;
1': rayon (eoordonnées cylindriques);
H: rayon de la eonduite;
p: masse volumique;
S :. section de la conduite (= 7tH2) - Sc: aire

minimale du col sonique;
Sc: nombre de Schmidt;
St: nombre de Stanton;
t: temps;

T: ehamp eréé par une distribution de Dirae;
S: température - S' : fluctuation locale de tem­

pérature - SIII: température moyenne de
l'éeoulement - S",: température de réfé­
rence (infini aval) notée aussi a - Sp : tem­
pérature à la paroi;

Il ]) vitesse de l'éeoulement - V: vitessc
moyenne loeale - u': fluetuation loealc
de vitesse - V", = vitesse de référence (à
l'infini) - VIII : vitesse moyenne dans la
conduite - Il. : vitesse de frottement ­
11+ : vitesse réduite = U/ll. ;

2) variable de même nature que x dans
l'équation [8J;

x: abscisse comptée sur l'axe de la conduite;

x++ : abscisse réduite :~
VPl'

y: R-l';
+ d . .d ï : yu.y : or onnee re me v

Références bibliographiques

1J FOI\ESTIEl\ (A.). - Considérations théoriques sur l'em­
ploi de la diffusivité turbulente. (Communication pré­
sentée il la S.H.F., session des 21 et 22 novembre 19G8.)

[2] Mécanique de la turbulence. - (Colloque C.N.B.S. de
Marseillc, 28 aoùt-2 septcmbrc 19G1; Editions du
C.N.R.S.)

[:li LUFT (E:. F.). - Une nouvelle méthode d'analyse de gaz
par absorption dans l'infrarouge sans décomposition
spectrale. Zeitschrift fiir technische Physik, NI'. 5,
97-104 (1943).

[4] SI'ALDING (D.H.). - Contribution to the theory of heat
transfer aeross a turbulent boundary layer. Interna­
tional .Journal of lIeat and Mass Transfer, vol. 7,
743-761 (1964).

[5] HEICHAI\DT (H.). -- The prineiples of turbulent heat
transfer (article paru dans l'ouvrage de .T. P. Hartnett:
Beeent advanees in heat and mnss transfer, "fcGraw
llill Book Co., 223-252, 1961).

[6] LIGHTHILL. - Contribution to the theorv of heat trans­
fer through a laminaI' boundary layer. Proceedings
of the Royal Society, 202 A, 359 (1950).

7] TOWNSEND (A. A.). - The diffusion behind a Jine source
in homogeneous turbulence. Proceedings of Uze Royal
Society of London, Series A, vol. 224, No. 1159, 487
(1954) .

[8] SIEGEL (B.) et SPAI\I\OW (E. M.). - Turbulent flow in a
cireular tube with arbitrarv internaI heat sourees and
wall heat transfer. .Journaz" of lIeat transfer, Trans. ol
tlle A..S.Jll.E., vol. 81, Serie C, No. 4, 280-290 (november
1959).

273



P. CASEAU et R. DENIAU

M. le Président se déclare passionné par la communica­
tion de MM. CASEAU et DENIAU qu'il remercie très vi vement.

Il fait remarquer que les auteurs ont admis un opérateur
de diffusion linéaire, ce qui n'est pas tout à fait exact puis­
que le phénomène fait intervenir la structure de l'écoule­
ment turbulent, laquelle n'cst pas linéaire.

M. LAssAu pose les deux questions suivantes
« 1" Si l'on calcule les quantités de mouvement, (01 V,)

injectécs et (011) dans l'écoule,ment., leur rapport. est. envi­
ron 1/20; cette valeur modifie le profil de vitesse; avez-vous
tenu compte de ce fait '1

« 2" Vous injectez du CO2 ; est-ce que vos courbcs sont
symét.riques (inj]uence de la pesanteur) '? »

M. CASEAU répond :
« La vérification vàitwble réside dans le fait. que la com­

'paraison entre calcuil théorique et résult.ats expérimentaux
est bien meilleure au départ. qu'à la fin. Not.re régime d'in­
jection s'est trouvé just.ifié (l posteriori pal' le fait que
les profils dans les premières sections étaient. exa.ctement
ceux qu'on s'attendait il trouver. Sans aucun ajustement de
coetlicient.s, on a Uouvé des courbes qui sont. bien exact.e­
ment celles qu'on espérait.

« D'autre part, les mesures ont cffcctivement vérifié la
conelusion donnée par Townsend, à savoir qu'à l'aval, il
n'y a pas de modifications de l'écoulement, autre qu'un
léger dépla-cement. des lignes de courant dît à l'injection ».

« En ce qui concerne la dissymét.rie des courbes entrainée
par l'injection de CO2, l'idée initiale ét.ait de s'affranchir
de cette difficulté en faisant. t.ourner le syst.ème de mesures.
En utilisant. le théorème de superposition, on peut montrer
que si l'on prend une moyenne sur le cercle ainsi parcouru
pal' la sonde de .prélèvement, on a exactement la même
chose que si l'on avait. fait tourner l'injection, c'est-à-dire
que si le syst.ème avait. une symét.rie parfaite.

« En fait, nous avons renoneé à cette con traite qui mul­
tip'1iait le nombre de point.s de mesure car nous avons vu
qu'elle n'était pas néeessaire. Comme l'a dit. M. DENIAU,
avec le schéma d'inject.ion que nous avons uti1isé,avec une
surpression de CO2 très important.e, nous avons obt.enu une
injection très suffisamment. symétrique ».

M. CASTELLA NT (S.N.E.C.M.A., Villaroche) ét.udie des pro-

Discussion

Président: AL A. FOHTIEH

blèmes assez voisins d.e ceux abordés dans l'exposé de M. CA­
SEAU à propos des chambres de cmnbustion des fusées et
réacteurs.

Dans son travail, observe-t-il, M. CASEAU s'intéresse aux
concentrations loin en aval de la fente d'injcction. Dans
de nombreuses applications et notamment en aéronautique,
on s'intéresse aux phénomènes près de la fente. Le but est
de protéger une paroi du contact des gaz chauds (les gaz
sont par exemple à ] 500 "C et ils contiennent du gaz car­
honique provenant de la combustion). Pour cela, on injecte
pal' une fente, disposée à la paroi, de l'ail' frais dont la
tem,pérature peut être de quelques .centaines de degrés. Le
nombre de Hevnolds de la fente est de l'ol'dre de 1 000 à
10 000. Sup]los~ns que la paroi puisse être adiabatique en
tout point, n'échangeant de chaleur, ni pal' rayonnement,
ni par convection vers les sections voisines. Elle prend alors
une certainc tempél'ature. Le champ de diffusion est tUl'­
bulent, sauf près de la paroi où H existe une sous-couche
laminaire. Les conditions aux limites du problème thcrmi­
que et du problème de diffusion sont lcs mêmes puisquc la
paroi est imper.méablc à la chaleur et il la matière. Peut-on,
dans un tel cas, utiliser l'analogie entre transfcrt d'cnthal­
pie et transfert dc matière, et. écril'e qu'il y a une relation
linéaire entre l'enthalpie spécifique et la fraction massique
de gaz earbonique '?

La question ainsi posée donne lieu à une int.éressante
discussion il laquelle prennent ']Jart. notamment, M. CASEAU
et M. le Président.

Il semble en résulter que l'analogie n'est valable dans
ce cas que s'il y a identité entre un nombre de Schmidt
et un nombre de Prancltl judicieusement. choisis. En régime
tUI'bulent, l'analogie serait. complète; mais, tous les aut.eurs
ne sont pas d'accord sur ce point en raison, sans doute, de

la difficulté des meslll'es à haut.e température et de la non­
linéarité des phénomènes.

M. TACCOEN voudrait. savoir si l'on peut tirer des expé­
riences relatées par M.CASEAU quelques indications sur l'in­
nuence de la difTusion moléculaire sur la diffusion turbu­
lent.e.

M. CASEAU ne le pense pas, en raison des conditions aux
limites trop mal dèfinies (sanf peut.-êt.l·e dans la zone amont.).

274


