
1 9 6 L A H O U I L L E B L A N C H E 

N O T E S S U R L E S C O U P S D E B É L I E R 
d e M . J. BOUSSINESQ, à l ' A c a d é m i e d e s S c i e n c e s 

I 

Propagation des ondes le long d'une colonne liquide com­

pressible, se composant de filets à vitesses inégales et 

remplissant un tuyau élastique horizontal, sans tension 

longitudinale. (*) 

I. Résal m e paraît avoir, le pr e m i e r , o u u n des p r e ­
miers, d a n s u n e courte N o t e d u 2 7 m a r s 1 8 7 6 , s o u m i s a u 
calcul les m o u v e m e n t s q u e p r o p a g e le long d'une c o l o n n e 
liquide l'élasticité d u t u y a u qui la contient, c o m m e sont, 
par e x e m p l e , les battements d u pouls d a n s les artères, les 
o n d e s longitudinales d e l'eau remplissant le tube en caout­
c h o u c d e certains appareils d e M a r e y p o u r l'enregistrement 
o u l'imitation d e p h é n o m è n e s physiologiques, enfin, les 
coups de bélier p r o v o q u é s , d a n s les t u y a u x d e conduite, p a r 
toute b r u s q u e variation d e la vitesse d ' é c o u l e m e n t et, p ar 
suite, d e la pression. C o m m e R é s a l avait s p é c i a l e m e n t en 
vu e la c o l o n n e liquide, sans é c o u l e m e n t , c o n t e n u e d a n s u n 
tube en c a o u t c h o u c g é n é r a l e m e n t u n p e u plus long q u e la 
distance de ses d e u x extrémités et, d'ailleurs, i n c o m p a r a b l e ­
m e n t plus dilatable par la pression intérieure q u e n'est 
compressible le liquide, i! a p u négliger, avec u n e certaine 
a p p r o x i m a t i o n , les actions mutuelles des a n n e a u x juxta­
posés c o m p o s a n t le tube, et a d m e t t r e le parallélisme d es 
tranches avec l'incompressibililé des v o l u m e s fluides. Il 
obtient ainsi, p o u r le carré d e la vitesse d e propagation des 
o n d e s , le quotient, par la densité p d u , liquide, de l'élasti­
cité E d e traction d u tube, multipliée par le petit rapport 
d e l'épaisseur s d e la paroi au dia m è t r e intérieur 2R. 

D a n s u n M é m o i r e intitulé Théorie générale du mouve­
ment varié de Veau dans les tuyaux de conduite {Revue de 

Mécanique, janvier et m a r s 1 9 0 4 ) , M . Alliévi a généralisé 
très h e u r e u s e m e n t , p r e s q u e sans la c o m p l i q u e r , la formule 
d e Résal, en tenant c o m p t e d e la compressibilité d u liquide, 
c o m m e il le fallait bien, e u égard à la g r a n d e rigidité d e s 
t u y a u x d e conduite, m a i s en faisant e n c o r e l'hypothèse d u 
parallélisme des tranches, r e n d u e p e u acceptable par 
l'inégale rapidité des filets fluides d a n s ces tu y a u x , et en 
continuant enfin à a d m e t t r e l'indépendance relative des 
a n n e a u x circulaires contigus d u t u y a u . 

Cette dernière h y p o t h è s e , q u o i q u e m o i n s a p p r o c h é e p o u r 
u n tel t u y a u q u e p o u r u n tube lâche, et qui n e serait plei­
n e m e n t justifiée q u e d a n s le cas d'une paroi n o n isotrope 
très-extensible suivant la longueur, est inévitable dès qu'on 

veut p o u v o i r traiter la question. C a r i e p r o b l è m e n e serait 
plus réductible à u n e seule équation a u x dérive'es partielles, 
s'il fallait tenir c o m p t e d e s actions mutuelles des anneaux(**).' 
M a i s il y a lieu d e n e pas négliger les inégalités de vitesse 
des filets fluides: c'est ce q u e je m e p r o p o s e de faire 
ici. , 

II. S u p p o s o n s d'abord en repos ( c o m m e le fait Résal), et 

(*) Séance du 3 juillet iqoS. 

(+*) O u , c e qui revient a u m ê m e , d e celles q u e , n a r l'intermédiaire 
d e la paroi, d e u x t r o n ç o n s fluides non contigus p o u r r a i e n t e x e r c e r 

m ê m e sans pression, la c o l o n n e liquide, d'ailleurs dépour­
v u e d e pes a n t e u r o u horizontale, et à sections circulaires 
d'un r a y o n R constant a u t o u r d e l'axe des x. P u i s exerçons 
sur elle u n e pression u n i f o r m e qui lui fera é p r o u v e r , à par­
tir d'une certaine section x= 0 , censée être restée d a n s son 
plan primitif, les petites contractions statiques, soit cubique, 
soit surtout e n l o n g u e u r , nécessaires à l'existence de cette 
pression, v u les légères dilatations latérales simultanées qui 
t e n d r o n t u n i f o r m é m e n t les fibres annulaires d u t u y a u pour 
leur p e r m e t t r e d'équilibrer cette tension intérieure. Produi­
sons enfin, à partir d'un m o m e n t d o n n é t = 0 , sur le fluide 
ainsi r e v e n u a u repos, d e s variations d e pression c o m m u n e s 
à toute la section x — o, e n déplaçant, p a r e x e m p l e , celle-ci 
n o r m a l e m e n t à son plan. 

Il en résultera plus o u m o i n s vite, d a n s toute la colonne, 
des d é p l a c e m e n t s presque parallèles à l'axe et aussi, par 
suite, des variations d e la pression p s e n s i b l e m e n t pareilles 
sur toute l'étendue des sections n o r m a l e s , o u fonction seu­
l e m e n t d e ,v et d e t. C h a q u e t r o n ç o n d e la colonne, 
p r i m i t i v e m e n t c o m p r i s entre les abscisses „r0 et ,v0 -f dx 0 

a c q u e r r a suivant les x, par l'effet des chutes d e pression 
s'y observant, des vitesses longitudinales u c o m m u n e s , 
assez l e n t e m e n t variables avec x 0 en raison de leur rapide 
propagation ; et les t r o n ç o n s se .conserveront ainsi presque 
cylindriques d u r a n t des t e m p s notables, à cause de la 
petitesse qu'ont les frottements d a n s les fluides. 

A p p e l o n s £ le d é p l a c e m e n t total, jusqu'à l'époque/et 
suivant les x d e la p r e m i è r e base d u tronçon, d'abscisse 
primitive x0, m a i s d'abscisse actuelle x — x0 + i ; et soient 

d -
3 le petit é c a r t e m e n t relatif 3-^- des d e u x bases d u tronçon, 

dxQ 

3' la dilatation a n a l o g u e , c o m p a r a b l e à 3 , des r a y o n s pri­
mitifs R d e celles-ci o u d e s fibres longitudinales 2 TzRdi 
l'anneau d e paroi e n t o u r a n t le t r o n ç o n , fibres d o n t E dési­
g n e r a le coefficient ordinaire d'élasticité; enfin, t l'épaisseur 
d u t u y a u à l'état naturel, s u p p o s é petite d e v a n t R. L'ac­
croissement R 3' des r a y o n s sera négligeable à côté d e £; et, 
p a r suite, les vitesses et accélérations, suivant les rayons, 
tant d u tronçon fluide q u e d e la paroi, seront p e u d e chose 
à côté de celles d u m o u v e m e n t longitudinal d u fluide. C'est 
dire q u e les inerties en jeu d a n s le t u y a u , transversales, ou 
m ê m e , par suite, longitudinales, et aussi celles d u fluide 
suivant les sens normaux à l'axe, seront insensibles compa­

rativement aux inerties du fluide suivant Taxe. 

III. O r celles-ci, d u e s à la différence des pressions 
exercées sur les d e u x bases d u tronçon, pressions presque 
égales, m ê m e q u a n d la distance d e ces bases est prise 
c o m p a r a b l e à R, sont très faibles a côté d e la pression sur 
u n e seule base et, par suite, à côté d e la pression p ( 2 R 
sur u n e section m é r i d i e n n e 2 R dx d u tronçon menée 
suivant l'axe, o u , encore, à côté d e la tension, (£ï>') (2 s dx) 
très-sensiblement, d u d e m i - a n n e a u d e paroi limité par cette 
section m é r i d i e n n e , tension censée équilibrer 'la .•pres-
sion 2 Rp dx, aux inerties transversales près (*). Donc, a 

bien plus, forte raison, les inerties transversales, tant du 

(*) P u i s q u e l'on néglige les act i o n s m u t u e l l e s d e s a n n e a u x 
t u y a u c o n t i g u s , c h a q u e a n n e a u se c o m p o r t e c o m m e s'il était seu 
pre'sence d u t r o n ç o n fluide sous-rjacent de, m ê m e l o n g u e u r . 
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fluide q u e d u tu y a u , d o n t il s'agit ici, sont négligeables 
devant la pression i Rp dx; et il vient, par la suppression 
du facteur c o m m u n 2 dx, 

, R p 
d = — — 

t E 
Eed'=Rp; d'où ( 0 

D'autre part, si k désigne le coefficient d'élasticité d u 
fluide (inverse d e la compressibilité), rapport d e la pres­
sion/» à la contraction c u b i q u e — d •—• 2 d', o n a — p = 
|f (d + 20'), f o r m u l e d'où l'élimination d e 2' par (1) d é d u i r a 
la relation, caractéristique du problème, existant entre la 
linsion — p d e la c o l o n n e par unité d e section n o r m a l e ei 
Rallongement relatif c o r r e s p o n d a n t d. A p p e l a n t p 0 la den­
sité d u liquide à l'état naturel, très p e u différente d e la 
densité effective p s o u s la pression variable p, p o s o n s 

t.)2 k 
PO 
E s ' 

et la formule caractéristique o b t e n u e sera 

PO W " dxn 

(2) 

(3) 

La m é t h o d e ordinaire p o u r le calcul d e tous les petits 

m o u v e m e n t s longitudinaux en déduit i m m é d i a t e m e n t 

l'équation a u x dérivées partielles d u p r o b l è m e : 

d'où, aussi, 

d 2 | _ 

d / 2 _ 1 

dt2 

d 2 ? 

0 u -=. 

d%p, U) 

dx~0 

( 4 ) 

U désignant la vitesse m o y e n n e d e débit à travers c h a q u e 
section, vitesse identique, ici, à la dérivée, u, d e % en /. 
Enfin, à raison d e la petitesse d e la dérivée d e c en x 0 , 
l'on peut, sans c h a n g e m e n t appréciable des dérivées p a r ­
tielles de £, substituer à / et à x0, c o m m e variables i n d é p e n ­
dantes, t et x0 -f- £, c'est-à-dire t et x ; ce qui d o n n e les 
équations définitives 

dnP. U)_ ad%P, u) 
d/2 d.v 2 (5) 

Ce sont celles d e M . Alliévi, avec la valeur d e la célérité 

ou vitesse d e pro p a g a t i o n w qui résulte d e (2). 

IV. M a i s reconnaissons qu'elles subsistent, q u a n d la 
colonne liquide est déjà, a u m o m e n t o ù d'assez rapides 
changements d e la pression l'atteignent près d'une section 
# = 0, en train d e couler p a r filets rectilignes et parallèles 
légalement rapides, a n i m é s d e vitesse u0 c o m p a r a b l e s à 
celles q u e v o n t p r o d u i r e ces c h a n g e m e n t s et, par c o n s é q u e n * 
toujours très petites à côté d e la célérité w. C'est ce qui 
arrive, par e x e m p l e , q u a n d la l o n g u e u r d u tuy a u " est suffi­
sante pour q u e les petits frottements des filets et de la paroi, 
quoique négligeables sur des p a r c o u r s x c o m m e c e u x q u e 
nous considérons ici, aient établi, c o n c u r r e m m e n t avec u n e 
petite pente motrice ainsi neutralisée p a r eux, u n r é g i m e 
unuorme d a n s la région des x positifs. 

Alors la p r e m i è r e équation d'Euler, « ' = — p d~x ' e S t 

APPLICABLE a u x m o u v e m e n t s ondulatoires survenus asseç 

vite ; car les frottements et la petite c o m p o s a n t e d e la p e s a n ­
teur suivant les x ( o u le petit décroissement a n a l o g u e d e la 
pression)}? sont relativement insensibles. O r , les vitesses 
engendrées u — ?/0 étant encore censées principalement 
longitudinales, la pression p et, par suite, la densité p, c o n ­
tinuent à n e d é p e n d r e g u è r e q u e d e x et d e t. D o n c l'accé­
lération «' est enc o r e c o m m u n e à toute u n e section 7 et 
m ê m e (vu la rapidité d e la propagation c o m p a r a t i v e m e n t à 
la différence des parcours effectifs jusqu'à l'instant / ) , 
c o m m u n e à tout le fluide d'une région d e l o n g u e u r m o d é r é e . 
L e s accroissements u — u0 d e vitesse sont, par suite,pareils 
p o u r tout ce fluide et é g a u x à leur moyenne, U — U0 (a très 
p e u près), d o n t la dérivée en t, prise sur place, e x p r i m e , dès 
lors, s e n s i b l e m e n t u . Ainsi, la p r e m i è r e équation d'Euler 
devient 

dU 

dt '~ 

r dp 
~~ndx== 0 t r è s P e u P r è s) -r£- (6) 

dp 

dx' 

d.57 
F a i s o n s , d'autre part, d a n s l'équation usuelle —~ -f-

1 + 
P\ 

d.psU , . . , 
— = o d e la conservation des m a s s e s , a 
dx ' 1 

et a — <r0 (̂1 -f- -jrrP^J > f o r m u l e s d o n t la p r e m i è r e est évi­

dente et d o n t la s e c o n d e résulte d e ( i ) . Il viendra aisément, 

v u (2) 

du 1 dp 

dx~ p 0 w
2 dt (7) 

O r , l'élimination i m m é d i a t e , soit d e U, soit de p, entre 
( i) et (7) d o n n e bien les d e u x équations cherchées. 

II 

Calcul, pour les diverses conlextures et épaisseurs de paroi 

possibles, de la résistance élastique qu'un tuyau sans ten­

sion longitudinale oppose au' gonflement de la colonne 

liquide le remplissant. (*) 

I. L a particularité la plus délicate d e la théorie des 
coups de bélier et, en général, des o n d e s liquides o ù inter­
vient l'élasticité d u t u y a u contenant u n e co l o n n e fluide en 
repos o u en m o u v e m e n t , consiste d a n s l'hypothèse, inévi­
table si l'on veut aboutir, q u e les a n n e a u x juxtaposés dont 
se c o m p o s e le t u y a u agissent, c h a c u n p o u r son c o m p t e , sur • 
le fluide intérieur, sans s'influencer m u t u e l l e m e n t . O r cette 
h y p o t h è s e ne serait p l e i n e m e n t justifiée q u e p o u r u n t u y a u 
à fibres annulaires résistantes, m a i s d o n t les fibres longitu­
dinales seraient, a u contraire, infiniment extensibles et 

compressibles. T e l serait celui q u e donneraient, par e x e m ­
ple, la superposition et la juxtaposition, en g r a n d n o m b r e , 
d ' a n n e a u x h o m o g è n e s sans largeur ni épaisseur sensibles, 
o ù , encore, les e n r o u l e m e n t s multiplié» d'un long fil élas-* 
tique 5 a spires très voisines, a n a l o g u e a u x trachées des 
végétaux, a n n e a u x o u e n r o u l e m e n t s q u e relierait u n e sorte 
de p a r e n c h y m e lâche, o u u n e toile affectée d ' u n e d o u b l e 
infinité d e plis longitudinaux et transversaux. Il y a d o n c 
q u e l q u e intérêt à attribuer a u tuya u , c o n f o r m é m e n t , d'ail-

(*) Séance du 10 juillet igo5. 
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leurs, à la réalité, u n e contexture héte'rotrope, différente 
suivant la l o n g u e u r d e ce qu'elle est d a n s les sens transver­
saux, d e m a n i è r e à pouvoir, d u m o i n s à la limite, le s u p p o ­
ser, ainsi, infiniment extensible et c o m p r e s s i b l e suivant sa 
longueur, o u c o m p o s é effectivement d ' a n n e a u x contigus 
sans action appréciable les u n s sur les autres. 

L e b u t principal d e cette N o t e sera, p a r conséquent, d e 
trouver c o m m e n t , d a n s u n t u y a u élastique h o m o g è n e , 
m a i s isotrope s e u l e m e n t a u t o u r d e ses fibres longitudinales, 
et à surface extérieure cense'e libre d e toute pression, le 
r a y o n R se dilate lorsque croît la pression p exercée sur sa 
face c o n c a v e par le fluide contigu. L a relation o b t e n u e d e 
la sorte rattachera la pression p d e ce fluide a u r a y o n 
actuel d e la section s qu'il o c c u p e et sera p r é c i s é m e n t celle 
q u e la théorie d e l'élasticité doit fournir à l ' H y d r o d y ­
n a m i q u e , p o u r d é t e r m i n e r le p r o b l è m e des m o u v e m e n t s 
d u fluide. L'épaisseur primitive s d u tube, différence d e ses 
d e u x r a y o n s , extérieur, Ri} et intérieur, R à l'état naturel, 
sera d'ailleurs s u p p o s é e avoir u n rapport q u e l c o n q u e avec 
le rayon R intérieur, et n o n plus e n être u n e très petite 
fraction, c o m m e je l'avais a d m i s d a n s m a précédente N o t e 
(à la suite d e Resal et de M . Alliévi), afin d'arriver a u résul­
tat le plus simple et d'y arriver le plus r a p i d e m e n t possible. 

II. L e t u y a u ayant c o m m e axe d'isotropie d e sa matière 
son axe m ê m e , choisi p o u r celui des x, il y au r a lieu 
d'adopter, p o u r son potentiel <ï> d'élasticité, qui e x p r i m e 
les six forces élastiques usuelles NX, Ny, NLT Tx, TY, 7 \ par 
ses six dérivées partielles p r e m i è r e s relatives a u x six défor­
m a t i o n s élémentaires bien c o n n u e s a*, dy, a ?, gx, gyi g^ la 
f o r m u l e (60), à cinq coefficients d'élasticité X, p., v X', p.', 
d é m o n t r é e , à titre d'exercice, d a n s la s e p t i è m e d e m e s 
L e ç o n s & Analyse infinitésimale pour la Mécanique et la 

Physique (t. I, Compléments, p. 119), savoir : 

<I> ( 0 

Elle d o n n e p o u r les six forces N, 7", e n appelant 6 la 
dilatation superficielle dy -f- o ? des sections n o r m a l e s à l'axe 
d'isotropie o u des x, 

NX = )/e + va,, r , = [,£-,, ( TY, T,) = V: (. 
(NR, N,) = X9 + X' 3, + 2j*(3r, 3,) 

O n voit q u e les a n n e a u x seront m u t u e l l e m e n t i n d é p e n ­
dants, o u q u e la pression sur les sections n o r m a l e s d u 
tu y a u aura ses troits c o m p o s a n t e s Nx, T^, ly essentielle­
m e n t nulles, à la triple condition, nécessaire et suffisante, 
q u e X' = o, p.' = 0, v = o ; ce qui revient à réduire le poten­
tiel <ï>, o u les six forces A', T, à leurs expressions ordinaires, 
e n X et p., d u cas d'isotropie, m a i s spécifiées p o u r des défor­
m a t i o n s planes, parallèles a u x _ ^ £ et i n d é p e n d a n t e s des x 
o ù l'on aurait t>x = o, g. = 0, gy = o. Q u a n t à l'isotropie 
c o m p l è t e o n l'obtient en posant X' = X, p.' = p., = x + 2 p.. 

III. M a i s n e n o u s b o r n o n s pas à ces d e u x c a s ; et a d m e t ­
tons s e u l e m e n t la symétrie des déformations, tant par rap­
port a u x sections n o r m a l e s q u e tout autour d e l'axe des x 
Cette dernière est évidente, par le fait m ê m e q u ' o n néglige 

les poids soit d u liquide, soit d u t u y a u , ainsi q u e les appuis 
extérieurs d e ce dernier, et à raison d e la valeur c o m m u n e 
attribuée à la pression intérieure p, sur tout le contour des 
sections n o r m a l e s d u fluide. Q u a n t à la symétrie des défor­
m a t i o n s d u tu y a u p a r rapport à ses p r o p r e s sections nor­
m a l e s , elle résulte, à très p e u près, d e la f o r m e allongée 
qu'entraîne, p o u r les o n d e s , la rapidité d e leur propagation, 
P a r suite, ces sections resteront planes, n o r m a l e s à l'axe 
s e n s i b l e m e n t rectiligne d u t u y a u et parallèles entre elles;en 
sorte q u e les fibres longitudinales, q u i leur sont perpendj» 
culaires, é p r o u v e r o n t , toutes, la même dilatation ( o u contrac­
tion) dx, fonction s e u l e m e n t , c o m m e p, d e l'abscisse x et du 
t e m p s t. 

Enfin, les considérations p r é c é d a n t la f o r m u l e (r) de m a 
p r é c é d e n t e N o t e font voir q u e c h a q u e é l é m e n t matériel de 
v o l u m e d u t u y a u peut être s u p p o s é , à tout instant, en équi­
libre, s o u s l'action des é l é m e n t s contigus et, p o u r les plus 
voisins d e l'axe, d e la pression intérieure p. 

I V . C e l a posé, a p p e l o n s , à la distance primitive r de 
les trois dilatations linéaires principales de d e axe,3 1 ;3 2, 3 3 

la matière d u t u y a u , savoir : 3 4, la dilatation de la fibre, dr, 
prise suivant le p r o l o n g e m e n t d u r a y o n r é m a n é perpendi­
c u l a i r e m e n t d e l'axe jusqu'au point considéré ; 3 2, celle de 
la fibre annulaire i%r passant p a r ce poi n t ; enfin, 33, la 
dilatation dx, i n d é p e n d a n t e d e r, d e la fibre longitudinale 
é m a n é e d u m ê m e point. Si a, fonction de r, désigne le petit 
d é p l a c e m e n t d e celui-ci d a n s sa section n o r m a l e , allonge' 
ment élastique é p r o u v é p a r le r a y o n r, ̂  e n sera la dérivée 
par rapport à r, et 3 2, a l l o n g e m e n t relatif d e la fibre circu­
laire 2tt r d e v e n u e 2 ^ (r -f- a), v a u d r a le quotient d e « par r. 
L ' o n a u r a d o n c , e n o b s e r v a n t q u e 3 i -f- 3 2 = 0 . 

d a a 
3<-d7' h ~r' 

1 d,ra 
r~dF' 

D 3 = const. (3) 

et les f o r m u l e s (2) d o n n e r o n t p o u r les trois pressions {on 

plutôt tractions) principales P„ P 2 , P 3 exercées s u r les élé­

m e n t s plans n o r m a u x à 3 1 5 3 2 a 3, 

(P<, P 2 ) = XO + X'33 + 2p, (3„ 3 9), Ps 

Il e n résulte n o t a m m e n t , 

d 2 « àPi _ d O 

d r _ d r d r 

X'e-r-v3 3. (4) 

(5) 

pi ~ p i = 2\}- (di — dù = 2 I J - r 

d r 

O r , écrivons la condition d'équilibre, suivant le rayon r, 

d'un v o l u m e élémentaire (de l o n g u e u r 1 d a n s le sens des*") 

c o m p r i s entre les d e u x cylindres d e r a y o n s primitifs 

r, r -f d r et d e u x plans m e n é s suivant l'axe, inclinés res­

p e c t i v e m e n t de. ± - par rapport a u r a y o n r. S u r ses deux 

faces c o u r b e s yr, y (r + d r ) , les tractions exercées seront, 

suivant le r a y o n r, — y r Pv < / ( r P , -f d r P 4 ) ; et l £ U t 

résultante algébrique : 

y d (r P , ) o u y r d P 4 + y P j d r , 

se trouvera équilibrée p ar la projection, sous 1 angle. 
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f — ï , des d e u x tractions n o r m a l e s P» d r exercées sur les 

deux faces planes latérales d?-. L ' o n a u r a d o n c 

T r d P 4 + d r = T P 2 d r , 

c'est-à-dire, e n simplifiant et utilisant finalement les for­

mules ( 5 ) , ( 3 ) ci-dessus, 

do , d /da 

d r d r \ d r 

do 
o u (6) 

V . L a dilatation superficielle 0 d e s sections n o r m a l e s d u 
tuyau est d o n c constante, tout c o m m e d3; et la f o r m u l e ( 4 ) 
dejP3 m o n t r e q u e l'action m u t u e l l e d e d e u x a n n e a u x conti­
gus se trouve répartie u n i f o r m é m e n t sur leur b a s e c o m ­
m u n e . S o n annu l a t i o n admise oblige d o n c à poser P3 = o ; 
et il vient successivement, v u ( 4 ) et ( 3 ) en appelant A u n e 
constante arbitraire. 

X'. 0 , A 
a = - r -j , 

2 r Pi 
i\>.A 

' " 7 5 -

L a constante A se d é t e r m i n e par la condition q u e Pi 

s'annule à la face externe r = R, ( s u p p o s é e libre d u t u y a u ) . 

Enfin, la val e u r p, d e — P{ p o u r r — R, c'est-à-dire à la 
face interne, et celle, 3', d e la dilatation 3 2 à la m ê m e limite 

R, seront 

(X + , . ) v - X ' 2 i ? f - i ? 2 

:(X+2,*)v — V « 

2JJ.V [' 
(X + ^ v — V 2 R\~R* 

' ( X + 2 | * ) v — A 2 R? 

( 7 ) 

Si l'on ob s e r v e q u e le coefficient E d'élasticité des fibres 

annulaires, rapport d e P 2 à 3 2 q u a n d Pi et P3 sont nuls, à 

la valeur 4 
(X + ^ h 

, y,, ces d e u x relations ( 7 ) c o n d u i -
• ( X + 2 I , ) V _ X '

2 > 

ront, p o u r le quotient d e p p a r a ' à la f o r m u l e s i m p l e 

E 
d' 

E' 

ou E'=E 

R' 

1 + 

(8) 

2R 

i + 4 ; 
•(X+2|*)v-X's 2 # / 2i? 

Cette f o r m u l e n e diffère d e celle, (1), d e m a pré c é d e n t e 
Note et, par suite, la vitesse w d e p r o p a g a t i o n des o n d e s n e 
se distinguera d e s célérités o b t e n u e s p a r R é s a l et M . Alliévi, 
qu'en ce q u e le coefficient usuel E d'élasticité d e s fibres 
annulaires s'y t r o u v e r e m p l a c é p a r u n autre, E', n o n m o i n s 
constant p o u r c h a q u e t u y a u , et d o n t le rapport à E, d é p e n ­
dant à la fois d e la contexture d u t u y a u et d u rapport m ê m e 
de son épaisseur s à s o n d i a m è t r e 2R, tend vers l'unité 
quand ce dernier rapport t e n d vers zéro, tout en étant 
généralement plus petit q u e 1. Si T o n considère, en effet, le 
cas moyen d ' u n e contexture isotrope ( o ù l'on a X' = X, 
''==X-f- 2 i>.) et le cas e x t r ê m e d ' u n e contexture assurant 
'indépendance m u t u e l l e d e s a n n e a u x ( o ù X', v sont infini­
ment petits d u m ê m e ordre), il vient a i s é m e n t , e n appelant 

KL les d e u x valeurs c o r r e s p o n d a n t e s d e 

Kl — K -

2R 

X 

2X -j- \>. ̂  3X + 2[j. s 

X + s;. 

X 

X + ;J. 2RP 

X + [•>• A + 2[J, 2R"1 

et, p a r c o n s é q u e n t , K^> t, K, > K. L e rapport inverse 

de E' k E est d o n c inférieur à l'unité, surtout d a n s le s e c o n d 

cas. 

V I . C e s r a i s o n n e m e n t s précédents n e s'appliquent guère, 
il est vrai, à u n e conduite d'eau, n o n s e u l e m e n t rigide, m a i s 
enfoncée d a n s u n terrain qui s'oppose à ses m o u v e m e n t s u n 
p e u é t e n d u s . N é a n m o i n s , a d m e t t o n s q u e les o n d e s s'y p r o ­
p a g e a n t n'aient q u ' u n e l o n g u e u r restreinte, o u , si elles sont 
l o n g u e s , q u e l'excès d e pression d û à leur passage soit d e 
signes variés, et n u l en m o y e n n e sur sur des l o n g u e u r s 
m o d é r é e s . C o m m e , d a n s c h a q u e section, cet excès d o n n e 
sur toute la paroi c o n c a v e d'un a n n e a u des efforts ayant, 
suivant tout a x e c o o r d o n n é , c o m p o s a n t e totale et m o m e n t 
total nuls, l'effet d e ces efforts p o u r d é f o r m e r et entraîner 
le t u y a u n e peut être q u e très local, c'est-à-dire devenir insi­
gnifiant à toute distance c o m p r e n a n t u n n o m b r e suffisant 
d e fois le r a y o n R; car il suffirait, e n les transportant sur 
l'axe ( s u p p o s é alors relié à la paroi), d e les déplacer d''une 
quantité égale siR, négligeable p a r c o n s é q u e n t à côté de la 
distance dont il s'agit, p o u r les faire annihiler les u n s p a r 
les autres. 

D o n c les d é f o r m a t i o n s d u t u y a u n e seront appréciables, 
si l'onde est courte, q u e d a n s s o n voisinage: elles n e ten­
dront alors, nulle part, à produire, p a r leur a c c u m u l a t i o n , 
des d é p l a c e m e n t s sensibles. E t si, a u contraire, l'onde est 
indéfinie, m a i s c o m p o s é e d e parties d e l o n g u e u r restreinte, 
d o n n a n t lieu à des excès d e pression m o y e n n e m e n t nuls, o n 
conçoit q u e les d é f o r m a t i o n s d'un tronçon d u t u y a u d u e s à 
la totalité des parties d e l'onde éloignées, seront e n c o r e 
négligeables, en raison d e la neutralisation m u t u e l l e , q u i 
s'y pro d u i r a , des effets d'efforts positifs et d'efforts négatifs 
exercés assez près les u n s des autres. 

L e t u y a u n e tendant ainsi à é p r o u v e r q u e des d é f o r m a ­
tions, o u très localisées, o u d e signes contraires sur des 
tro n ç o n s assez voisins, il n'en résultera nulle part, c o m m e 
on voit, des d é p l a c e m e n t s notables, susceptibles, par suite, 
d'être très g ê n é s par la résistance d u terrain o u m ê m e par 
celle des extrémités (si l'on en est assez loin); et l'hypothèse 
d e l'indépendance mutuelle d ' a n n e a u x contigus à surface 
extérieure libre d e v r a d o n n e r encore, par les f o r m u l e s (8) 
qu'elle entraîne, u n e a p p r o x i m a t i o n acceptable. 

III 

Sur un cas simple, où se calculent aisément Vaction mutuelle 

des anneaux juxtaposés constituant un tuyau et V influence 

de cette action mutuelle sur la propagation des ondes 

liquides dans le tuyau. (*) 

I. J'ai d o n n é d a n s d e u x notes récentes, à la suite d e 
Résal et d e M . Alliévi, les équations régissant la p r o p a g a ­
tion d u m o u v e m e n t le l o n g d e la c o l o n n e liquide c o n t e n u * 
d a n s u n t u y a u élastique sans tension longitudinale, m a i s en 

(*) Séance du 24 juillet igoS. 
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o b s e r v a n t q u ' u n e t e n s i o n d e c e t u y a u suffisante p o u r m o d i ­

fier la dilatation d e s a n n e a u x s o u s l'action d u fluide i n c l u s 

c o m p l i q u e r a i t b e a u c o u p le p r o b l è m e . V o i c i u n c a s s i m p l e 

o ù la q u e s t i o n reste n é a n m o i n s r é s o l u b l e . 

I I . C'est le c a s d ' u n t u y a u droit s a n s p e s a n t e u r , m a i n ­

t e n u s e u l e m e n t p a r ses deux extrémités, et q u e les c o n s i d é ­

r a t i o n s d e la fin d u n ° II d e m a p r e m i è r e n o t e p e r m e t t r a i e n t 

d e , s u p p o s e r s a n s cesse à l'état d'équilibre intérieur, même 

dans son ensemble. L a pr e s s i o n totale e n t r e a n n e a u x c o n t i ­

g u s , d è s lors c o n s t a n t e d ' u n e e x t r é m i t é à l'autre (*) et é g a l e 

à lu poussée sur les appuis, p o u r r a être c e n s é e p r o p o r t i o n ­

nelle a u x déplacements de ceux-ci et, p a r c o n s é q u e n t , à leur 

s o m m e , c'est-à-dire à l ' a l l o n g e m e n t m ê m e d e tout le t u y a u , 

a l l o n g e m e n t q u e j'appellerai A , et q u i s e r a l'intégrale j dsdx 

a v e c les n o t a t i o n s d e m a d e u x i è m e n o t e , a u x calculs d e 

laquelle je prierai le lecteur d e se r e p o r t e r . 

M a i s la t e n s i o n P 3 e n t r e a n n e a u x , p a r u n i t é d'aire, v u s a 

f o r m u l e (4) linéaire e n 3 3 et 0, ser a i n d é p e n d a n t e d e r 

c o m m e 3 3 et 0, i n d é p e n d a n t e aussi, p a r suite, d e x c o m m e 

sa v a l e u r m o y e n n e , et, e n c o n s é q u e n c e , p r o p o r t i o n n e l l e 

à A , O r , d e là, résultera u n e m i s e e n c o m p t e , b i e n s i m p l e , 

d e cette a c t i o n m u t u e l l e d e s a n n e a u x . 

E n effet, l'expression d e 3 3 d o n n é e a u n ° V (note II), p u i s 

celles ( 7 ) d e p et d e D', n e s'accroîtront, c h a c u n e , q u e d ' u n 

t e r m e e n c o r e p r o p o r t i o n n e l à P3 o u à A ; et l'élimination 

d e 0, e n t r e les d e u x relations (7) ainsi c o m p l é t é e s , n ' a j o u ­

tera, d e m ê m e , à l'expression linéaire d e 3' e n p, q u ' u n t e r m e 

p r o p o r t i o n n e l à A . P a r suite, la f o r m u l e c 0 ( i -f- 23') d e la 

-section fluide a s'accroissant d ' u n t e r m e a n a l o g u e , celle d u 

p r o d u i t pi, c o n s i d é r é v e r s la fin d e m a p r e m i è r e n o t e p o u r 

o b t e n i r l'équation (7) d e cette n o t e , p r e n d r a la f o r m e 

p -f- a A N 

1 + 

si l'on y a p p e l l e a u n coefficient c o n s t a n t c o n n u . Il suffira 

d o n c d e p o s e r 

p + a A = p', 

p o u r o b t e n i r , e n p ' et U, les é q u a t i o n s ( 6 ) , (7) et, p a r 

suite ( 5 ) d e la m ê m e n o t e , a v e c p s i m p l e m e n t a c c e n t u é . 

D'ailleurs, l'expression d e 3 3 f o u r n i e p a r la s u b s t i t u t i o n , 

d a n s la f o r m u l e d e 3 3 d é j à o b t e n u e , à 0, d e sa v a l e u r linéaire 

e n p et A , réduit finalement la relation À — / 3 3 dx à d e u x 

t e r m e s , l'un, e n A , l'autre, e n j p dx ; et, d o n n a n t ainsi A 

p r o p o r t i o n n e l a. f p d x , elle p e r m e t d e d é d u i r e à t o u t e 

é p o q u e t ( n o t a m m e n t à l'instant- initial t = o), les v a l e u r s 

d e p' d e celles d e p, o u vice versa. 

P a r c o n s é q u e n t , s a u f cette substitution d e p' kp, les lois 

d u m o u v e m e n t s e r o n t les m ê m e s q u e d a n s u n t u y a u s a n s 

t e n s i o n l o n g i t u d i n a l e , et la vitsse w d e p r o p a g a t i o n d e s 

'ondes n e d é p e n d r a p a s d u d e g r é d e fixité d e s d e u x sections 

e x t r ê m e s . 

(*) C e t t e c o n s t a n c e n'est p a s c o m p r o m i s e , d a n s le cas d ' u n e épais­
s e u r s_ s e u l e m e n t c o m p a r a b l e , a u x petites variations d u r a y o n inté­
rieur, p a r l a c o m p o s a n t e , s u i v a n t l'axe, d e s p r e s s i o n s p e x e r c é e s s u r 
la face c o n c a v e , alors négligeables d e v a n t la tension fa'des a n n e a u x . 

I I I . E n r é s u m é , g r â c e à l ' h y p o t h è s e d'inerties négligea-, 

bles d u t u y a u considéré même dans sa totalité, l'influence 

q u e l'action m u t u e l l e d e s a n n e a u x c o n t i g u s r e n d possible, 

s u r c h a q u e t r o n ç o n d e la c o l o n n e fluide, a u x t r o n ç o n s éloi­

gnés, s ' e x p r i m e p a r le t e r m e intégral u n i q u e a A , propor­

t i o n n e l à j'p dx, et d o n t l'adjonction à la p r e s s i o n p per­

m e t à celle-ci, c h a n g é e ainsi, fictivement, e n p', d e jouer le 

m ê m e rôle q u e si le t u y a u était u n t u b e l â c h e (*). 

I i E J V I O I S HYDRO-ÉI1ECTKIQUE 
H 5 1 S 1 E H 

A C A D É M I E D E S S C I E N C E S 

M É C A N I Q U E E T É L E C T R I C I T É 

Sur les p h é n o m è n e s de l'arc chantant. — Note d e M. A , 
Blondel, s é a n c e d u 26 j u i n igo5. 

J'ai r e c o n n u , p a r l'analyse d ' u n g r a n d n o m b r e d e c o u r b e s oscillo-
g r a p h i q u e s (**), q u ' a v e c les électrodes e n c h a r b o n h o m o g è n e , o n peu! 
o b t e n i r d e s t y p e s b i e n différents d'arcs chantant 1;, l'un continu, 
l'autre d i s c o n t i n u , d o n t les c o u r b e s s o n t b i e n caractérisées respecti­
v e m e n t p a r les figures 1 et 2 ci-jointes, o b t e n u s t o u s les d e u x avec'la 
t e n s i o n d ' a l i m e n t a t i o n c r d i n a i r e , v o i s i n e d e 120 volts et u n e faible 
self-induction d a n s le circuit d'oscillation. 

Le premier type, figure 1, a u q u e l c o r r e s p o n d u n s o n musical asseî 
p u r , se p r é s e n t e s e u l e m e n t si l'écart e n t r e les c h a r b o n s est plutôl 
fort et a u m o i n s d e l'ordre d e celui d ' u n b o n a r c industriel (S "'/'" 5à 
4111/m o u d a v a n t a g e ) et, le plus f a c i l e m e n t q u a n d le circuit d'alimen­
tation A B D E n e c o n t i e n t q u ' u n e résistance m o r t e o u faihlemeni 
i n d u c i i v e et q u e le c o u r a n t n'est p a s trop voisin d u c o u r a n t limite 
d e siabilité. 

Le deuxième type, figure 2, a u q u e l C o r r e s p o n d u n s o n plus striJem 
o u sifflant, s'obtient q u a n d l'arc est c o u r t p a r r a p p o r t a u voltagf 
e m p l o y é (par e x e m p l e o ™ / m 5 à 1111/1115 à la t e n s i o n d e 110 à 

F i g . 1. F i g . 2. 
Fig. 1. Ecart: 4 m / m ; intensité : 2, 2 ampères; tension : 126 volts 

(self: L = O ) ; C = 16 microfarads et / = o,oo345 henry ; frequencf 
mesurée 540. — Courbe supérieure: tension entre les bornes de I arc 
l'horizontale supérieure représente la tension de la source. — Courbj 
intermédiaire : courant dans l'arc. — Courbe inférieure : courant dr 
condensateur. 

Fig. 2 Ecart i m/ r a 3; intensité moyenne 14 ampères {L = o 290) C = if 
microfarads et / = o, 0034 henry ; fréquence mesurée 457. 

(*) Je v i e n s d ' a p p r e n d r e q u e l'expression b i n ô m e (2) d e M . Aflievf; 
p o u r l'inverse d u carré w 2 d e la célérité, avait été d o n n é e dès 187c 
p a r M . D o r t e w e g , d a n s les Annalen der Physik und Chemie, t, V, 
p . 525 à 542. 

{"*) J'ai fait construire, d a n s ce but, e n iQo3, p a r M M . Dobkevitche 
N a g e l , u n oscillographe triple bipolaire (d'après le principe-que fai e.%V° 
à l'Académie,en m a r s io,o<).J'ai été assiste p o u r l'exécution des expet'ie» ' 
(exécutées de janvier à avril igo5) (par M M . B o u t i n et Bethenod,ingsnieu,, 
électriciens, qui m ' o n t prêté le c o n c o u r s le plus efficace. 


