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E L E C T R I C I T E 

Nouveaux planimètres pour puissances à exposants 

fractionnaires ( , ) 

par L . B A R B I L L I O N , Professeur à la Faculté des Sciences de Grenoble 

L e p r o b l è m e de la P lan imet r ie est un des plus difficiles 

et aussi des plus intéressants qui soient p o u r l ' Ingén ieur . 

On sait que sa so lu t ion , m ê m e dans des ca s t r é s s imples où 

la f o n c t i o n sous le s igne J , se présente du premier degré 

ou d 'un degré supér ieur entier, appara î t sous une f o r m e 

un peu empre in t e d ' a p p r o x i m a t i o n car, en effet, l ' intégra­

t ion repose sur dés in te rpré ta t ions d ' in f in iment peti ts et, 

lo r sque la f o n c t i o n var ie très r ap idemen t , c o m m e il a r r ive 

indus t r ie l lement dans le cas de po in tes b rusques , l ' in té­

grat ion au m o y e n d 'une rou le t te qui a à p rendre b rus ­

q u e m e n t une or ien ta t ion nouve l l e , souffre que lque diffi­

cu l té . Auss i le p r o c é d é ancien , et ba rbare si l ' on v e u t , 

mais t ou jou r s app l i cab le , d e l à pesée du d i a g r a m m e reprend-

il alors t o u t e sa supér ior i té . 

T o u t e f o i s , la p lan imet r ie est ent rée dans la p ra t ique de 

l ' Ingénieur , ou du moins elle s ' app l iqua i t sans c o n t e s t e 

sous les réserves ind iquées , puissance n o n f rac t ionna i re 

de la f o n c t i o n sous le s igne j . 

Il est ma lheu reusemen t un très g rand n o m b r e de p r o ­

b l èmes industr ie ls où les in tégra t ions son t de ce t t e der­

nière nature . Aussi , do i t -on savoi r le plus g rand gré à 

M. D U B O I S , i nven t eu r d 'un n o u v e l in t ég raphe-p lan imé t reu r 

pour f o n c t i o n s de t o u t e nature, m ê m e à e x p o s a n t frac­

t ionna i re . 

M. D U B O I S a e x p o s é for t c o n g r û m e n t le p r inc ipe et les 

avan tages de ce n o u v e l apparei l dans le « Génie Civil » ( 1 ) . 

D e ce t te é tude très poussée , nous e x t r a y o n s les é léments 

essentiels su ivants que nous es t imons suscept ib les de ren­

dre q u e l q u e serv ice . 

I. — L E S P L A N Í M E T E ES P O U B P U I S S A N C E S A E X P O S A N T S 

ENTIER. S. 

R a p p e l o n s p o u r c o m m e n c e r , le p r inc ipe des in tégra­

teurs se rvan t à l ' éva lua t ion m é c a n i q u e d ' intégrales de la 

f o r m e Jyn dx, où n est un n o m b r e entier. L e cas n = 1 

co r r e spond à Taire de la cou rbe , n ^ 2 au m o m e n t s ta t ique 

par r appo r t à T a x e des x de ce t te aire, n = 5 à son m o m e n t 

d ' iner t ie et n — 4 à son m o m e n t du qua t r i ème ordre par 

r appo r t au m ê m e axe , ce dernier in te rvenan t dans des 

ques t ions de c o n s t r u c t i o n de navi res . 

Ces in tégra teurs f o n t usage de la p ropr ié té q u e la puis­

sance yn = Z n sin 1 1 a (f ig. l ) (Z = l ongueu r du bras tra­

ceur) est e x p r i m a b l e en f o n c t i o n du sinus et du cos inus de 

l ' angle a et de ses mul t ip les , en ve r tu des d e u x fo rmules 

su ivantes , dans lesquelles i est le symbole [/— 1 : 

(1) Génie Civil, 8 juin 1935 — p. 555-558. 

sinna — ~ - V 
2 n - i £ n -4 ^ 

sin n « sin (n-2) y. + —1 sin (n-4) ce =p . . . 
1 K 1.2 J (1) 

pour n entier impair. 

sinn a = - t X 

cos na - — cos (n-2) y. + — cos (n-4) x -j~ . . . 

1 K 1 1.2 J (1) 
pour n entier pair. 

qui s 'arrêtent d ' e u x - m ê m e s après un n o m b r e fini de t e rmes . 

L ' in tégra le che r chée est éva luab le m é c a n i q u e m e n t au 

m o y e n d 'un p lan imèt re l inéaire mul t ip le , d o n t les diffé-

F I G . 1 

rentes roule t tes intégrales r eço iven t , des mouvements par 

l ' in termédia i re d 'engrenages é g a u x a u x mul t ip les 1, 2 - n 

de l ' angle a du bras t raceur avec Taxe des x. 

En prenant , par e x e m p l e , n = 3, on a : 

sin3 a — ——-—- (sin 3 a — 3 sin a ) 
4 ( 1) 

ce qui m o n t r e que l ' intégrale j * y 2 dx sera éva luab l e 

par un p lan imèt re l inéaire doub le , d o n t les d e u x roule t tes 

intégrantes r e c e v r o n t des dép l acemen t s angulaires a et 3 a 

au m o y e n d 'engrenages à r a p p o r t de mul t ip l i ca t ion 1: 1 e t 

3 : L 
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I L — • L E S P L A N I M E T R E S P O U R P U I S S A N C E S 

m 
A E X P O S A N T S ~ . 

2 

Depuis un certain n o m b r e d 'années , l ' éva lua t ion d ' in-

tégrales de la f o r m e / y a dx a pris une i m p o r t a n c e indus­

trielle. On sait, en effet, que la vi tesse d ' é c o u l e m e n t d 'un 

f luide à la sort ie d 'un orif ice est de la f o r m e 0 = ¡/2 g à h, 

en désignant par A h la per te de cha rge ( c h u t e de press ion) 

e x p r i m é e en c o l o n n e de f lu ide . Le débit par seconde de la 
m 

veine f lu ide sera lu i -même de la f o r m e k ( À h) s, a v e c 

m~ 1 pou r un é t rang lement , un a ju tage , m ^ 3 p o u r 

un déversoi r rec tangulai re , m = 5 pour un déversoir triangulaire. 

La to ta l i sa t ion g raph ique d 'un déb i t var iab le enregistré 

en f o n c t i o n du t e m p s pose d o n c le p r o b l è m e industr ie l 

y f dt où 

t = le t e m p s et m = 1, 3, 5 e t c . , du fai t que la p lupar t 

des déb i tmèt res c o n n u s enregistrent , n o n le déb i t l u i -même , 

mais la chu te de press ion, le papier à d i a g r a m m e é tant 

-gradué en débi t s . 

L ' éva lua t i on m é c a n i q u e de semblab les intégrales est 

basée sur la propr ié té bien c o n n u e qu ' i l est poss ib le d ' e x ­

pr imer la rac ine carrée de l ' express ion 1 — cos a en f o n c ­

t ion de l ignes t r i g o n o m é t r i q u e s de l ' angle —, 
2 

\ / 1 — cos a = \ / 2 sin 2 

Il a suffi ainsi de donner a y la f o r m e (fig. 2) 

y = 1(1 — cos a) 

pour ramener l ' in tégrale che rchée à celle 

F IG. 2 

qu ' i l est poss ib le d ' éva luer par des m o y e n s déjà c o n n u s . 

Le planimètre à racine carrée Âdler-Ott applique déjà ce 

principe, en utilisant pour la bi-partition de l'angle a un triangle 

isocèle (Fig. 3 ) , construction déjà indiquée par le professeur 

Amsler en 1855. 

Les planimetres que nous allons décrire résultent de 

l'extension systématique du principe des intégrateurs à engre­

nages Amsler aux intégrales à exposant fractionnaire —. En 

vertu de la relation 

on est r a m e n é au m ê m e p r o b l è m e q u e dans le cas des pla­

nimetres p o u r pu i ssance à e x p o s a n t s entiers . 

III. — P L A N I M È T R E SIMPLE A R A C I N E C A R R É E . 

D a n s le cas des déb i tmè t res les plus cou ran t s (a ju tage , 

t u b e de Ventur i , t u b e de P i to t , d i a p h r a g m e en m i n c e paroi , 

e t c . . ) le déb i t est s imp lemen t p r o p o r t i o n n e l à la rac ine 

carrée de la chu t e de pression et, pour dé te rminer la quan ­

t i té de f lu ide écou lée p e n d a n t un t e m p s dé te rminé , il fau t 

éva luer l ' in tégrale J \ ij dx, l ' en reg is t rement é tan t sup­

posé effectué en c o o r d o n n é e s rec tangula i res . 

L e p l an imè t re est réalisé sous f o r m e de p lan imèt re l iné­

aire a v e c cha r io t rou lan t sur un rail de gu idage (fig. 4) paral­

lèle à T a x e des x. D a n s ses pos i t ions de dépa r t et d 'a r r ivée , 

le bras t r aceur OT (1) est dans le p r o l o n g e m e n t du bras 

du char io t , d o n c perpendicu la i re à l ' a x e des x (des t e m p s ) 

En appe lan t a l ' angle du bras t raceur a v e c l ' axe des y, 

l ' o r d o n n é e y est réalisée m é c a n i q u e m e n t sous la f o r m e 

y — / (1 — cos a) et l ' in tégrale che r chée se t r ans forme tr igo-

n o m é t r i q u e m e n t , c o m m e nous l ' a v o n s vu , en 

\ / 2 I j*sin |- dx 

L e p r o l o n g e m e n t pos té r ieur du bras t r aceur entraine 

un s y s t è m e de roues planéta i res de r a p p o r t 1 : 2 ; la g rande 

roue de d i amè t re 2 d po r t e la rou le t te in tégran te R et 

elle est c o n c e n t r i q u e à l 'extrémité F du bras traceur. Elle 

engrène intérieurement avec le pignon central de diamètre d 

et est concentr ique à l ' a r t icu la t ion 0 du bras t raceur . 

Dans la pos i t ion de dépar t (a = o) le p i v o t de la rou le t te 

in tégran te est paral lèle à x. L o r s q u e l 'on écar te le 

bras t raceur d 'un angle a, son p r o l o n g e m e n t OP fait 

tourner le sys t ème de roues planétaires en b l o c , d o n c la 

roule t te in tégrante , du m ê m e angle a, en m ê m e temps 

qu ' i l i m p r i m e au p i g n o n ce t t e m ê m e rota t ion au tour de 

son axe 0 ; de là une r o t a t i o n ™ en sens ré t rograde de 
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la roue satellite et de la roulette intégrante, et comme résul­

tante» une ro ta t ion a — 
2 

p o u r ces derniers o rganes . 

L e d é v e l o p p e m e n t de la roule t te in tégran te est d o n c , 

d 'après la théor ie des planimètres à roule t tes , égal à 

sin — dx, 
2 

L e p lan imèt re est réalisé (fig, 5) sous fo rme d 'un levier 

à genoui l lère à b ranches égales, de longueur l, ar t iculé à 

Tune de ses ex t rémi tés au pô le du d i a g r a m m e et p o r t a n t 

à son ex t r émi t é l ibre la po in t e t r açan te . L a genoui l lère 

est à l ' ex tens ion lo r sque la pointe traçante est sur le cercle 

zéro, de façon que l 'on ait 

r 0 = 2 l e t 

y = r 0 — r = 2 l ( 1 — cas a) 

et l ' in tégrale à éva lue r peu t s 'écr ire : 

l/'rQ— rd<p = l/4 l sin~ d cp 

où a est l ' angle d o n t les b ranches l de la 

genoui l lè re son t éga l emen t écar tées sur le 

r ayon vec t eu r . 

FIG. 4 

c 'est-à-dire à une c o n s t a n t e n u m é r i q u e près l ' in tégrale 

che rchée . Il y a en réalité, c o m m e dans le cas du p lan imèt re 

linéaire s imple , une in tégra le « parasi te >, mais qui s 'annule 

aux l imi tes . 

P o u r ob ten i r l ' in tégra le radiale re la t ive à un s e g m e n t de 

c o u r b e c o m p r i s entre une o r d o n n é e init iale et une o r d o n n é e 

finale (fig. 4 ) , on suit le c o n t o u r du d i a g r a m m e dans le sens 

des aiguilles d 'une mon t r e , la po in te t r açan te m o n t a n t au 

dépar t (TQ) et r e d e s c e n d a n t à l ' a r m é e ( 7 \ ) . Il n 'es t pas 

nécessaire, après parcours du c o n t o u r , de reveni r a v e c le 

t raço i r au p o i n t de dépar t en su ivan t la l igne de zéro 

(T0Tt)9 ce t t e dernière course ne p rodu i san t ancune ro ta t ion 

de la rou le t te . 

Par a d j o n c t i o n au bras t r aceur d 'une 

roule t te in tégran te ordinai re , l ' ins t rument se 

prête à l ' éva lua t ion des aires de la manière 

habi tue l le . 

IV. — P L A N I M È T R E R A D I A L A R A C I N E C A R R É E . 

Ce p lan imèt re s ' app l ique a u x d i a g r a m m e s 

inscrits sur un d isque r o n d en c o o r d o n n é e s 

polaires , le d i sque faisant hab i tue l l emen t un 

tour en 24 heures. Il y a l ieu de dis t inguer d e u x 

cas, su ivan t que les o rdonnées radiales croissent 

de l ' ex té r ieur vers le cent re (ce rc le zéro ex té ­

rieur), ou i nve r semen t du cent re vers l ' ex tér ieur 

du d isque (cerc le zéro in té r ieur ) . 

Celui des bras de la genoui l lè re qui p i v o t e 

au tour du pôle du d i a g r a m m e p o r t e un 

disque denté de d iamèt re 4 d qui po r t e lui-

même la roule t te in tégran te R9 de p lan d isposé 

rad ia lement par r a p p o r t à l ' axe de ro ta t ion 

du d isque . L e plan de la rou le t t e peu t 

tourner ainsi au tour d 'un a x e ver t i ca l A 

situé à d is tance f ixe a du cen t re du 

d i ag ramme . Le d isque en ques t ion engrène avec un p i g n o n 

de d iamèt re d, c o n c e n t r i q u e à la charnière C du levier à 

genoui l lère et sol idaire du bras extér ieur de ce lu i -c i . 

Dans la pos i t ion de dépar t ( r = r 0 , a = o ) la rou­

lette in tégrante est or ientée d iamét ra lement vers le cen t re 

du d i a g r a m m e . U n e ro ta t ion des bras de la genoui l lè re 

par r appor t au r a y o n vec teur , i m p r i m e une ro ta t ion 2 a au 

p ignon , qui fait t ou rne r à son t o u r le d i sque denté et par 

là, le plan de la rou le t t e in tégrante . 

Dans ces cond i t ions , une ro ta t ion é lémenta i re dep du 

p lan imèt re au tour du pôle , sans dé fo rma t ion du s y s t è m e 

( a = C t e ) , p r o v o q u e un d é v e l o p p e m e n t c i rconféren t ie l 

( r 0 — r ) « Í 9 ou 

i r 0 = r a y o n du cerc le zéro , 

f{ < 2 tu ] r = r a y o n couran t , 

( <p = angle pola i re . 

a) Cercle zéro extérieur 

On est d o n c c o n d u i t a l ' éva lua t ion de l 'une des d e u x 

intégrales polaires. 

F IG, 5 

de = pdtp sin ß 

par suite : 

a sin — dro (fig. 6) de la rou le t t e , et 
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de - a sin — d F . 

Par la réal isat ion m é c a n i q u e de l ' o r d o n n é e de n o u v e a u 

sous la f o r m e l (1 — cas a ) (f ig. 2 ) , l ' in tégrale 

O » / 0 

d o n c à une cons t an t e près, l ' in tégrale che rchée . 

En réali té une ro ta t ion é lémenta i re dep s ' a c c o m p a g n e , 

en généra l , d ' une dé fo rma t ion d a de la genoui l lè re par 

d x : dx 

se t r ans fo rme 

t ionnées : 

/ l ( 2 — cos a) 

à l ' a ide des fo rmules (1) c i -dessus men-

/ 2 dx - I 

3 3 
7 2 J 

sin dx 

et elle dev i en t éva luab l e par d e u x roule t tes in tégrantes 

et u n e — , ro t a t ion — 

FÎG. 6 

su i te d 'une var ia t ion dr du r a y o n vec teu r , mais il est 

facile de v o i r encore que l ' in tégrale parasi te co r r e spon­

dante s 'annule entre les l imites de l ' in tégra t ion 

b) Cercle zéro intérieur. 

Il est facile de t rans former le p lan imèt re p récéden t , de 

façon à p o u v o i r évaluer un d i a g r a m m e a v e c cerc le zéro 

à l ' intérieur. Il suffit, en effet, de f ixer le t r aço i r T ( f ig. 7) 

non plus à l ' ex t rémi té Tx du bras ex tér ieur de la genoui l ­

lère, mais à une t ige radiale d ro i te passant à t ravers un 

gu ide par le cent re du d i a g r a m m e et ar t iculée , elle en 

T. On v o i t que l ' o r d o n n é e radiale r — r 0 

croissant ici de l ' intér ieur vers l ' ex tér ieur , 

est enco re donnée par 2 1 ( 2 — cos oc ) , et 

l 'on est en s o m m e r amené au cas p récéden t . 

II est aisé, par une c o m b i n a i s o n t o u t e 

naturel le des d e u x cons t ruc t ions à zéro 

intérieur et extér ieur , de rendre le p l an imè t r e 

universel . Il suffit s i m p l e m e n t q u e la p o i n t e 

t r açan te soi t . dép laçab le le l ong de la t ige 

de gu idage de par t et d 'aut re du pnle avec 

b l o c a g e à v o l o n t é à un endro i t q u e l c o n q u e de 

la t ige, de f açon à p o u v o i r évaluer a v e c le 

m ê m e ins t rument des d i a g r a m m e s de 

d imens ions arbitraires, du moins entre 

cer ta ines l imi tes . 

V . P L A N I M È T R E A PUISSANCE ~ 

Ce p lan imè t re est uti le pou r l ' éva lua t ion 

de la quan t i t é d ' eau écou lée p e n d a n t un 

t e m p s dé te rminé à t ravers un déversoi r rectan­

gulaire à ve ine l ibre , d o n t le déb i t est g 

très sens ib lement p r o p o r t i o n n e l à la puissance — de la 

hau teur de déve r semen t sur crê te du déversoi r , hau teur 

enregistrée en f o n c t i o n du t e m p s par un l imn ig raphe . 

e f fec tuant r e s p e c t i v e m e n t une . « r 

par r a p p o r t à leur pos i t ion de dépar t paral lèle à l ' axe 

des y, à c h a q u e écar t a du bras t raceur à part ir de 

l ' a x e des y. 

U n e des fo rmes de réal isat ion les plus s imples est re­

présentée par la fig. 8 : le bras t r aceur entra îne dans sa 

ro t a t ion un p ignon de d iamèt re d, qui est c o n c e n t r i q u e n 

son ar t icula t ion A . Ce p ignon entra îne à son t o u r deux 

autres roues dentées d ' axes f ixes par r a p p o r t au char io t , 

2 
de diamètres respect i fs 2 d et — d, et por tan t chacune 

o 

u n e rou le t te in tégran te . À tou t écar t a du bras t raceur à 

oc 

partir de l ' axe des y, c o r r e s p o n d r o n t des ro t a t ions — 
3(X. 

et — des plans des d e u x roule t tes par r a p p o r t à leurs po-
2 

si t ions init iales, éga l emen t parallèles à l ' axe des y. 

À un d é p l a c e m e n t dx du s y s t è m e a v e c a cons t an t cor­

r e s p o n d r o n t d e u x d é v e l o p p e m e n t s c i rconférent ie ls é lémen­

taires : 
. « ._ 0 a 

de, =z dx stn — et de, = dx sin 3 — 

F I G . 7 

de façon que les deux lectures 

.SIN dx et sin 3 - dx 
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c o n v e n a b l e m e n t to ta l i sées fourn i ron t l ' in tégrale che rchée . 

S ignalons e n c o r e que dans le cas actuel , il y aura, c o m m e 

on p o u v a i t le penser, non pas une , mais d e u x intégrales pa­

rasites qui s ' annulent a u x l imi tes . 

Or 
L a rou le t t e sol idaire de la roue à ro ta t ion — peut 

aussi b ien être utilisée p o u r l ' éva lua t ion de l ' in tégra le de 

la rac ine carrée de l ' o r d o n n é e ; en out re , le planimètre 

peu t être c o m p l é t é par une rou le t te intégrante des surfaces, 

d i r e c t e m e n t r appo r t ée au bras t raceur . L e planimètre liné­

aire ainsi réalisé p e r m e t d o n c à la fois d'évaluer les inté­

grales : 

gdx dx 

V L P L A N I M È T R E A PUISSANCE-

U serait é g a l e m e n t poss ib le de réaliser le p lan imèt re à puis­

s a n c e ™ nécessi té par le déverso i r t r iangulai re à ve ine l ibre. 

On serait c o n d u i t alors à la t r ans fo rma t ion 

1 { 1 — cos x ) dx = 

sin -TT dx 16 
(" sin a 

dx 

express ion que l 'on pour ra i t évaluer m é c a n i q u e m e n t au 

m o y e n d 'un p lan imèt re l inéaire c o m p o r t a n t t rois roule t tes 

in tégrantes . Cet i n s t rumen t aurait une i m p o r t a n c e indus­

trielle m o i n d r e q u e les p récéden t s . 

Fie , 8 


