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Les suites Isogéﬂes(lsogenic sequences)

rar M. MALLET

IngENIEUR DES PoNTS BT CHAUSSEES

English synopsis p. 5

~1

M. MALLET, Ingénieur en Chef du Serice Central des Etudes Générales el
Crands Travaux, au Service de la Colonisation el de I'Hydraulique en Algérie,
va faire paraitre dans les éditions de « La Houille Blanche » un livre de mathé-
maliques qui rassemblera et éludiera les fonclions auxquelles peut avoir affaire un
Hydraulicien ou un Constructeur désirant firer le maximum de la théorie. Des pre-
miers chapitres relatifs aux fonctions de BERNOUILLI ef d'FEULER, nous exirayons
un_chapitre de synthése qui montre les raisons de [l'inlérét de telles fonctions et
que nous sommes heurcux de présenier & nos lecleurs.

M. MALLET étudie dans cet exirait les suites « Isogénes ». Une suite de fonc-
tions est dile isogéne lorsque chacun de ses termes est la dérivée du suivant. Si
Pon impose & une lelle suite une condition supplémentaire, par exemple de salis-
faire & une équation aux différences finies ou aux sommes finies, on frouve comme
seule solution les suites de BERNOUILLI ou d'EULER. Ces équations aux différences
finies interviennent dans certains problemes de physique appliquée et ont été ulilisées
assez récemment en Afriqgue du Nord pour le calcul des infiltrations sous le bar-
rage du Sarno et la répartition des cfforts dans la poutre préconirainte du ponl

de Djedeida en Tunisie.

§ 1. — DEFINITION ET PROPRIETES IMMEDIATES
Nous appellerons suite isogéne une suite in-
définie de fonctions
folw) s filx; [ .0 [ ...
telle que :
/n/ (¥) = /.nAl ()

la notation [ désignant la dérivée premiére par
rapport & x de la fonetion f.

Le terme général de la suite isogéne la plus
simple est

(@ - Ry

fo () = .
n .

Une suite isogene polynomiale est done de la
forme

" a,
fole) = % ° s
s=o (N —8) !
étant convenu, suivant Pusage, que o ! =1.

Soient P, (x) et Q. (x) les ni*me polyndmes en-
tiers (1) de deux suites isogénes (P) et (Q)

(1) Nous ne considérons que des polynémes entiers,
nous nous dispenscrons souvent de mettre le qualificatif
entier,

P,le) =% - pw\,_l”\‘
(n—2x !
N . q u e
Q, @) =3 rp—
Considérons la somme
1) F(n) =X (-1)°Ps (x) Qn—s (x)

Je dis que cette somme est une constante; en
effet, nous constatons de suite que la dérivée par
rapport & x est nulle.

Envisageons maintenant la sonume

(2) R, (v) =272 P, (x) Q. ()

Je dis que R, (x) est le terme général d'une
nouvelle suite isogene polynomiale. En prenant
les dérivées, nous vérifierons que

R)l/ (-'T') = Rn—l (.’L')
Revenons alors & P, (v), on peut éerire :

(3) P‘Il (A"') - 7'()Qn (AL> _%‘ % Q)z»i ("E> + A _t_ 'anO (iL‘,

La détermination des coefficients «,, oy, ... o,
résulte de I'identification des diverses puissances
en x en appliquant la relation (3) aux diverses

valeurs n=290,1,2 ... n.
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Po == %40
P1 =G0+ %1
ch) (e
Ps = SoQe
Réciproqueinent nous pourrons écrire
(5)Qu (@) = BPu (1) + B1Ppa (@) 4=+ o+ BuPy ()
et nous aurons :
[ qo==BoPo
71 = BiPo + BoP1
6)y L

La liaison entre les « et les § se détermine im-
médiatement, c’est

! 2By =1
218 + gy =0

Ainsi donc p, el ¢, ¢tant deux nombres non
nuls (par définition des suites isogénes), on_en
déduit que les « et B sont bien déterminés. Les
équations (7) montrent en outre que siles z sont
choisis arbitrairement (sous la réserve que gz, ne
peut étre pris égal & zéro), les § seront bien
déterminés.

§ 2. SUITES ISOGIENES PARTICULIERES

Supposons que la suite isogéne P, (x) soit assu-
jettie & vérifier I'équation fonctionnelle

(8) P,(x 4 1) —DP, (@) == Q. ()

les polynomes Q, (x) formant eux aussi une suite
isogéne. 11 est facile de voir que ce probléme a
une solution et une seule; en effet, nous dédui-
sons de suite de (8), grice a4 la formule de
Taylor

1 1
‘(‘)‘11-1 (@) = N]Tvr Pn—z () + :Tr P‘n—f_‘ (1.> +

+-Lopow@

n!
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Autrement dit, nous connaissons le développe-
ment des polynomes Q(x) en fonction des poly-
nomes P (x); par suile, nous avons

(D P, (@) = 200, (®) + a0,y (@) + .. 0,Q (2)

et les o se calculent a partir des équations (7),
sachant que :

1}H
.
=

wsl

Nous ferons d'abord la remarque que les « et
les 8 sont indépendants des coefficients de Q, et
nous écrirons 4 nouveau les équations (7) en
donnant aux 8 leur valeur réelle

1
ooy =
. 1 1
A0 2 55 + 47 =0
SV R BRI S 0
O (s T Mg 21T -
Si nous posons
g =1; 11“1‘/1‘, a.:z::?'l% Sty :;/“! N

.

Iéquation générale du systéme (10) devient :

1-- f‘_l\{l_l_(s,fi”l?‘?\ |

$ -
11 9 Yoo

ou encore en notation symbolique

((y 4= 1) gy = 0.

Les nombres y ainsi déterminés sont identiques
aux nombres de Bernouilli car les équations de
recurrence (10) admettent un ensemble unique
de solutions.

Ainsi, et il convient d’insister un peu, quelque
soit la suite isogéne Q, (1), la suite isogéne P, (2},
solution de I'équation fonctionnelle (8) est don-
née par :

(1D

P, (x) =0, @) + U;’; Q- (@) + 0933' Qo)+ ...

Or, nous avons vu que ((B-+ z))* est le seul
polyndome (4 une constante prés) salisfaisant &

(B + 2z 4+ 1)) — (B + ) = nzwl

par suite I’équation fonctionnelle
nl

12 P+ D—R@ = "
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admet comme unique solution polynomiale I
suile isogéne de Bernouilli :
(D -+

n!

e

(13)

La suile isogéne, solution unique de
P, 1)—1

| e
ey e e e
P (ne- 2!

esl done, dapres (11) et (12, 13) fournie par :

v E(c)‘\,i’}“ & (,l‘_)

(];l) I)'/L (_flf) N oy - s i”.

Si nous prenons pour suite isogéne Q la suite
de Bernouilli, nous aurons

el a3 l.zju- 2
(n—1J! I —2)!

By () ==

Torm—3)! +
ce qui conduil, d’aprés (14), & la solution

Lh B“ ol )

P, (x) .

or, il est facile de brouver dirccetement Punique
solution en prenant pour P, (x) un polynoéme du
degré n formé a parlir de B, (v) el de Bn () :

Yoy == (e DB, () - (n - 1) B, Ge)

On o done :

3,5, ()

(15) (v - 1) B, ; (v}~ (N~
s!

yB, (v) =%
Nous allons généraliser cette remarquable iden-
tite.

Considérons & cel effet T'équation

P,(x -t h-1) P, (xR =0, (v h.

Le deuxiéme membre peut §'éerire en dévelop-
pant en série de Taylor

Nous aurons done, d'aprés (12) et (14)

(1P, (v - 1) =S Q, (I .B, (x)==EB, () Q, , (x)

or, nous savons (que pour

Q, () =1, (3,
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on a
P,lx 1) = (v h-—1)8B,,@x-+
' (n-—— 1) B, (x4 h.
Posanl Ji ==y, il vienl
(I ~+y-—1DB, (v y)-
=XB,, (;zf) B, (y)

- ]) ]3»1 (-"U —%~ .l])

Cetle identité, que 'on aurait pu obtenir par
application de Ia formule (19,1), fournira un
nund nombre de relations entre les ]), en par-
liculier pour a ==y =10 ct v =

Le l)ICll]lC] as conduira il

(n—1) @B

(]8) o ”.U},, . e S ]I\UL \U‘ n-g

el le seceond &
/ 3 Gne T 1 (O N
(19— 202nd, = X n (2% 1) B, .,

Nous retrouverons plus loin cette ¢galité.

§ 3. - EQUATION AUX DIFFERENCES FINIES
Posons :
Dfe) =[x+ 1) —[()
nous aurons
D vy == Df (r - 1) — DJ (2)
w0 e 20 e 2f (1) - G
Nous allons monlrer que
Dyf () == (x4 n) —nf (x -+ n-——1)
- naf (v A e 2)
in effel, faisons p()m' un instant

Drflx) = [ (v - n) o f (v -4 n-—1)

- eof (v + 1 2} e
nous vérifierons par récurrence que les coelfi-

cients G ne dépendent pas de la fonction f(x),
prenant alors pour les caleuler

/ (v;l‘.i) i
nous obtiendrons de suile

Der = e (1)

Dret = e (e 1)

ce qui nous conduit bien aux coellicients du
hindme.
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Au paragraphe 2. nous avons résolu Péqua-
tion

v 1
Df vy = '
i (n--1)!
lorsqu'on se borne & la recherche des solulions
polvnomiales. Nous verrons plus lard comment
résoudre le probléme général.

Nous avons trouve

Sl ey s B
Puis nous avons cherehd dans fes mémes con-
dilions la solution de

D ivr =1, )

done, en fait, o solution de Péquation du
deuxicme ordre

»

a pd

Nous appellerons B2 e le polynone [, (0
de degrdé n, les vésullals préeédents nous per-
mellent d’éerire

(20) B2 e -

¢l nous avons monlré (lll(‘

20 B g == B0 B, ()

H

AR DB, (v -y (n-

Si nous cherchons & résoudre Udquation du
lrotsicme ordre

(22) G, e = 1) G, () -

¥ ,
" : l’“n L)
nous serons conduit & une é¢galilé analogue & (217,
Nous appellerons B2 {x) le ni™ polynome de la
suite iscgene, solution de celle ¢qualion; nous
AUTOns

(23 B (w4 g -+

"

== XB, Q1 B, () B, (z)
avee la seule nécessité pour les entiers positifs
ou nuls p, g, r de satisfaire

p+q-r=n,
la somme X s’¢lendant & toules ces valeurs pos-
sibles de p, g, 1.

Nous caleulerons direclement B2 (v) comme
nous Pavions fait pour B,”(a) el nous trouve-
rons

BLANCI e JANVIER-IFEVRIER TUHO

(2-h Bt = (a 1) Y I B, e
5
3 ) e . »
e (e DY e o B, (e
-
oo (r -1y o DB, ()
oyt (n 2B, L.

Mais nous aurons aussi, d'apres (23)

) el
By ==X IR TS
| ' o [
ploql

fae somme §'¢tendant a toules les valeurs entic-
res positives ou nulles de p, g, r, salisfaisant a
P ==

Clesl ainst que Pon aurea

\' by, ‘U(jv,/ RO 1
—pt gl r! tn- 3!
al 0 o ,—,
VU‘?“ L9 U5y I »Unn o
2 n 2 n-——1 ' p-2 ]

Appelons B! () le polyndme qui salisfait &

n"‘[ (l 7{ 1) ]3,:4 (;'l‘) o P)-')',l 1 (.’?'}

Un caleul analogue aux  précédents donne
alors
- , a, &b, B,
(250 B = P Pa r iy
prtogtor! '

avee Pobligalion, pour les nombres entiers posi-
tifs ou nuls p, ¢, r, s, de salisfaire
Pt -l s e,
Nous savons done former une solulion poly-
nomiale de 'équalion

e b
DU () == !

Celte ¢quation aux différences finies du qua-
tricme ordre joue un vole extrémement impor-
tant en physique appliquée. Cest pourquoi nous
nous sommes ¢tendus peul-étre un peu trop fon-
guement sur la théorie des polynomes d’Euler
el de Bernouilli.

$ d. - JEQUATIONS AUX SOMMES TINIES

Considérons mainlenan! une suile isogéne as-
sujettic & vérifier

(26) Vole - 1) bV, (e == Q, ()

—=n
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é¢tant entendu que O, (x) est le nitme terme dunc
suite égalemenl isogéne. Nous c¢n déduisons

D

. . . . ) R
Q) =2V, () - =l Vg ()
1 . (

- 5T Voot -4 ..

autrement dit on connail le développement de
Q,(x) en fonction de V,(x)
Q, @) =08, V, (@) 4 8,V (@) 4+ 8uV,a () 4 . 1.

Ly

avee
1 1
O R N . [ S .
Po T L R Pe o >
’ | I 2!

Nous savons que nous pouvons alors cerive

V() ==y, (0) - e () 1 a0 () -

cl que les o se déduisant des § par
v
"/«“@0 =1

Nous avons done

Gy T o
puis pour refation géndrale :
1 1 ,
(27) () == 4. e T P
S R . b
1 ‘
gy 1 - 2
en posant ¢
I v
Oy === P . I "-

nous transformons la dite ¢quation en

Y1 | Ts-1

Yoo T : -
0ls! 1 (s— I 1 P 1)1 11
D
-+ .,‘g"‘-ﬁ == (}

ou encore symboliquement
(98) (41005 4y = 0.

Sachanl que v, ==1, cetle relation (27) définil
les nombres & que nous avons c¢tudiés préed-
demment au chapitre I1.

Nous formons done ainsi le polynéme V, (@) :

. ;s 1 ©
20 V,@ = -1 Q () - - 1 !‘ 0, (1)
Gy . '
4+ T )
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Au‘ chapitre II, nous avons ¢té conduits 2 la
refation
LB - D)7 = (0B - ) == 2

par suite nous pouvons affirmer que

. e 1 g

(30 L, () =~ (G- )
n!

définit Ta seule suile polyndmiale isogene satis-
faisant & Uéquation fonetionnelle
‘rl:)l

e 1) ) == 2 .
[l 1 n!.

Nous dirons, pour simplifier 'exposé, que Ty x)
est Ta suite isogene d'Buler.

La solulion de Iéquation fonctionnelle

(31) V- 1) -0V, () == 20, (x)
. - Qi il ) -
= ,2 (O n! ’ ,.\L Wy kl‘lrv:“m 1 ) ;|_ -1

sera done fournie par Punce ou Pautre des som-
mes

(32) V, () =3 -5 0, (1) = So,T,. ).

sho
Cela ¢tanl, nous essayerons de former comme
précédemment  Ia suite  isogene,  solution  de
"¢quation
(33) Vo (oo 1) - V) ==, ()

solution. que nous appellerons T2 ().
Nous trouverons, d’'une part, par recherche di-
recle

(34) T2 == (n-- 1)1, (&) —{x-

. -1y )
el d’aulre part, par application de fa formule
(20)

SERREL WNEOR

(35) T () ==
2 s!

L’¢égalité des seconds membres des formules
(34) et (35) conduira a un certain nombre de
relations fort inléressantes; en particulier pour
c== 0, on aura :

o - J— A1 M
(G ‘}" Oy - - ll“_ Gy Oy

§ 5.~ LIAISONS ENTRE LES $UITES DE BERNOUILLI
T DIULER
Nous avons vu que la suite de Bernouilli sa-
tisfail a
! 1

Df () ==
[ (n-—-1!



12

el que celle d'Euler Tournil les
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solulions poly-

nomiales de

Llidée la plus immdédiale et qui peut élre
généralisce conduil v rechercher des solulions
de

a1

(38) A
(n-——-1)"

SDf () == 9

c'esl-a-dire dans le champ limité qui nous intdé-
resse & trouver les solulions généralrices d'une
suile isogéne de polyndmes de Pune ou 'aulre
des d¢qualions
(39)

Dj(ev)y =T,

(40

Or, la solution de (38) est faeile 2
équation s’éerit en cffet

trouver,

e = 2) e [ ) = 2

ou encore avee v == 2y

'I/n'l

(2> '_:'__'l)ﬁ,u.. () === D ) ]
[ 2y + [ 2y TR
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la solulion polynomiale est par suile @

[ =2,

L 4

Nous aurons done toul dabord, dapres (38
et (40)

o R I
41 T, (@) = zul B, < g oy }
(19 9B, )y =90 | B, (WL oy

- - PSS - = + 2 o 2 y

Puis, en application de la relation (16)

v ¢ 2 -1 " v oy F oL
G own, (REE S B

YT, () B Ge).
.es relations (42) et (43) sont assez curicu-
1 clat (42) el (43) t

ses, nous retrouverons (42) par la suite.
Quant a Péquation (41), elle n’est qu'un cas

particulier d’une formule due & Raabe.

La démonstration en est facile, appelons Il (@) Uexpression ci-dessus el formons

\ B,
2ol - 1y - Tl =
x
/ M’M I ;II ‘)]) I ;ll
S » S 2p
= 1;11 |« B I;ll‘ «I [
L 2p 2p

Par suite

(A 1) B ==

La waleur de T'expression I () est done con-
nue, c¢'est

o1
E(2) ==

T, ()

il en résullte que nous avons :

J B . sl Sk oss
oy T =2yt N e DB,
- == \ “])
Cette expression, plus générale que (41), esl
connue sous le nom de froisicme formule de
Raahe.

Cette formule de Raabe dounne la valeur de
fa somme
2p——t ) |
@pyrt N (1B, [ e s
— E ;
2p
(3l t] ] /
S -1 I A N e
{ - " o ]311\’ ) Ll : 1 I)’u: - ‘[ P
20, L2p 2p
v 1 [ -2 (v -3
GIUEIER WESUL R eSS AN
o 2p 20 ) L 2p

il

Epni(n 1)

Exercices du Chapitre 1V

1° 11 existe un grand nombre de suiles iso-
genes polynomiales présentant un grand intérét
en Physique appliquée. Nous aurons l'occasion
d'en étudier ultéricurement un certain nombre.
En particulier nous nous arréterons sur les po-
[ynomes d’'Hermite que nous définirons par Ia
relation :

-—T)yrn! 27 H, () e—+

Ces polynomes H, (x) forment une suite iso-
géne qui satisfait & un certain nombre de rela-
lions remarquables.

a) Démontrez que :

T
/ I“Ip () H,/ () H, (o) ey =0

w
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si les entiers p, g, r ¢tanl rangés par ordre crois-
] ' 1 . .
sant, le nombre s (p -} g —r) n’est pas un en-
tier positif ou nul.
D) Si W Py ry esb un entlier posilif ou

nul, on peul poser

,,,,, ] ( i f
== 9" P-q-=r)
b= - ‘i) APy -

ro
¢ == 9" =p4q-r

«, b, ¢ ¢tant des entiers posilifs ou nuls, monltrez
que

T w ) ) -
/ H, (o) H, () H, () e dy = &

20l el

— e

¢y Démonlrez 1a relation

§ Mg

2 -’ II\ (\/ 21) — \‘ I[n (/I) I‘IN " (l)

2" En posant symboliquement :

(G = 1)) = € ==

monlrer que les nombres C, ainsi définis sont
lics aux nowmbres & par

(‘u = o ‘@u .

Yo

3" hiz) ¢lanl un polynome entlier en z, mon-
lrer (ue

R(z) == H (1) ~— H (0) -- 33, B, ()

en posant

H () = / hie) dv.

47 n ¢tant le nombre des variables indcépen-
dantes w, ¢, = ...

¢; des quantilés ¢gales & == 1, soil S, Ia sonnue
des 20 fonctions de la forme

= (2.3 4o = Lo = ! )
P (:‘.lr - »:-_:{/ T T e e,

B

BLANCII 13

On aura
S, == 0

si poest un entier non nul inféricur o n.
Stopoest un entier supérieur ou dgal a o,
on aura

S,=2"n!vyyz

Su"_’r/ p =0

. o, - 2)! . o ,

S, w2 ; , R/ B R T s
(n - 4! / Y

S,y = - Xy /K D 5 Yty

2 Soit Péquation

Appelons 5 une racine primilive el considé-
rons les 29U sommes de la forme

Nolons que

est une somme de la méme famille. Considérons
alors la suite isogéne de polyndmes

montrer en appliquant soit la formule symboli-
que fondamentale, soit la théorie des suiles iso-
génes, soit les résultals du chapitre 2 (paragra-
phe 6), que

6" On est conduit par Iexercice 5 & P'évalua-
tion de

S
\_ Goit

montrer que ces sommes sonl nulles siom nest
pas un multiple de s,
70 Monlrer que s ¢anl impair

L IR IS g%
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8° Pour $ =3, on 2 Posons m=n -~ s -~ 1. Monlrer que

- . G ) ) - P “m.\-"'_’ l () ,(.’ .\) o ] \‘( l\“‘ G P oA
— ’;)"* i == () 3 _— ) "~ === 0 B 5] T NG NS ’] !' AT ) - ‘)" i1 <~‘1)
o/ ot N LTt e o 2N B L
=y [ U { Ty == ) i 3 I T 2 WU
A KA [ . 4
i e N s . o
:_‘< : =0 N ;‘, e 10" On est done conduit & Pélude des som-
2 S nes
»sorle que T N\ 2l
de ] S (e 1 [ 50 4
I \ 1 . 1 - e
o Pyl = 5 AR AN EO IS -Gl»~-l,, o ()
) ' Monlrer que ces sommes sont nulles si (2g+-1)
, 1 Ty () nest pas un mulliple de s.
T gy e A) e ) _ )
12! [T Monlrer que s ¢lant impair
o . 1. ) ) i Iy
Expliciler cetie relalion pour v==0 cl & == o (5 - 2) (s = 3). .. 25 0 =X (- 1)o ( ;
9° Considérons maintenant fes 25— 1 sommnies 12 Pour s ==3, on aura
de la forme : )
no==n -4
e R =R SR-L | 1
. e[ f wim Q) == - By () SR S B (e
et appelons o le nombre de signes négalils que ¢ oo g e gy Pen )
contient celle somme. |
g o . 3 -
Délinissons par TS By (o)
. 5 minil o
( _"[‘ s J[" 1! (211, ) =X (—1) 5y
o ixpliciter cette relation pour a =0 el v = - .

une suite isogéne de polynomes.
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