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Les suites 1sogènes (Isogenic sequences)

I"Gümmn DES PO"TS ET CHAUSSÉES

English synopsis p. 5

M. MALLET, Ingénieur en Chef du Service Central des Etudes Générales et
Grands Travaux, au Service de la Colonisation et de l'Hydraulique en Algérie,
L'a faire fJaraître dans les éditions de (( La Houille Blanche )) un livre de mathé­
matiques qui rassemblera et étudiera les fanc/ions auxquelles peut avoir affaire un
Hydraulicien ou un Construc/eur désirant tirer le maximum de la théorie. Des pre­
miers chapitres relatifs aux fonc/ions de BERNOUILLI et d'EULER, nous extrayons
un chapitre de synthèse qui montre les raisons de l'intérêt de telles fonc/ions et
qu~' nous somm~s heureux de présenter à nos lec/ears.

M. MALLET étudie dans cet extrait les suites (( Isogènes )). Une suite de fonc­
tions est dite isogène lorsque chacun de ses termes est la dérivée du suioant. Si
l'on impose à une telle suite une condition supplémentaire, fJar exemple de satis­
faire à line équation aux différences finies ou aux sommes finies, on trouVe comme
seule solution les suites de BERNOUILLI ou d'EULER. Ces équations aux différences
finies interoiennent dans certains problèmes de physique a/,1pliqufe et ont été utilisées
assez récemment en Afrique du Nord pour le calcul des infiltrations sous le bar­
rage du Sarno et la répartition des efforts dans la poutre précontrainte du /Jcmt
de D jec1eida en Tunisie.

§ 1. -_. D';:Fli'iITION ET PI\OPHII;:TlèS DIMlèDUTES

Nous appellerons suite isogône une suite in­
définie de fonctions :

Pit (:t) = ~
P À .rn-\

(n - J.)

/',/ (:t) = /'n'l (;r)

la notation r désignant la dérivée premiôre par
rapport à :r de la fonction f.

Le tenue général de la suite isogône la plus
simple est :

/'0 (:r); /'1 (:r); /'~ (;r)

.Te dis que cette somme est une constante; en
efTet, nous constatons de suite que la dérivée par
rapport à :r est nulle.

Envisageons maintenant la somme :

R" (;r) = 2" ~ P s (x) Q"." (;r)

F (n) = ~ (--- H' P s (x) Q,,-s (:r)

Considérons la somme :

(1

(2)

/,,, (:r)

(:r + h)"
n!

/,,, (:t) =

telle que :

Une suite isoghle polynomiale est donc de la
forme

" (f,

/'" (:t) = ~, 0 .) 1 :r"'"
s=o (n-s

étant convenu, suivant l'usage, que 0 ! = 1.
Soient PlI (:r) et Q" (:r) les nième polynômes en­

tiers (1) de deux suites isogônes cP) et (Q) :

(1) Nous ne considérons que des polynômes entiers,
nous nous dispenserons souvent de mettre le qualifieatif
entie ...

Je dis que R" (x) est le terme général d'une
nouvelle suite isogône polynomiale. En prenant
les dérivées, nous vérifierons que :

R,,' (;r) = R"-l (x)
Revenons alors à Pli (;r), on peut écrire

(3) Pit (x) = 'l.oQ" (x) + 'l.J Q"'1 (:r) + ... + 'l."Qo (x,

La détermination des coefficients 'l.o, rJ.], .,. rJ."

résulte de l'identification des diverses puissances
en x en appliquant la relation (il) aux diverses
valeurs n = 0, 1, 2 ... n.
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Réciproquement nous pourrons écrire

(5)Q" (x) = ~oPn (.L)

Autrement dit, nous connaissons le développe­
m,ent des polynômes 0 (x) en fonction des po!y­
nomes P (x); par suite, nous avons ;

(9) P n (x) = t'J.oO n (x) + t'J.10"-1 (.r) + ... + t'J.j.1 0 (x)

et les t'J. se calculent à partir des équations (7),
sachant que ;

111
~o = -1--'; ~1 = 9! ; ~~ = 91 ;

. .... . t) .

et nous aurons :

go = ~OPo

g1 = ~1PO -+ ~OP1

(G)

Nous ferons d'abord la remarque que les t'J. et
les ~ sont indépendants des coefficients de Q, et
nous écrirons à nouveau les équations (7) en
donnant aux ~ leur valeur réelle :

l = 1
1 !

La liaison entre les t'J. et les ~ se détermine im­
médiatement, c'est :

t'J.o~o = 1

t'J.1~O + t'J.O~1 = 0

(10) t'J.O'
l l--- + t'J.1 --- = 0

2 ! 1 !

(7)
•••••••••••••••••••••••••••••• o ••••••••••• '

Si nous posons ;

t'J.o = 1 ; _ 'Y2 . _ Ys .
t'J.~ - 9"i ' ... t'J.s - 1""_ . s .

l'équation générale du système (10) devient ;
Ainsi donc Po et go étant deux nombres non

nuls (par définition des suites isogèncs), on en
déduit que les t'J. et ~ sont bien déterminés. Les
équations (7) montrent en outre que si les t'J. sont
choisis arbitrairement (sous la réserve que (/.0 ne
peut être pris égal ù zéro), les ~ seront bien
déterminés.

1 + Si~ 1 Y1 +

ou encore en notation symbolique :

((y + 1)"'1 ._- Ys;1 = O.

1
Ys = 0

§ 2. - SUITES ISOGI~NES PAHTICULIlmEs

Supposons que la suite isogène P n Cr) soit assu­
jettie à vérifier l'équation fonctionnclle :

(8) 1\ (x 1) - Pn (.r) == Dn~ (:r)

les polynômes nn (x) formant eux aussi une suite
isogène. II est facile de voir que ce problème a
une solution et une seule; en effet, nous dédui­
sons de suite de (8), grâce à la formule de
Taylor:

o (x) = --~- 1) (".) + ~~ P _., (:r) +
n-1 • 0 1! n-1''-' 2! '" "

Les nombres Y ainsi déterminés sont identiques
aux nombres de Bernouilli car les équations de
recurrence (10) admettent un ensemble unique
de solutions.

Ainsi, et il convient d'insister un pcu, quelque
soit la suite isogène Qn Cr), la suite isogène Pn (x),
solution de l'équation fonctionnelle (8) est don­
née par:

(l1)

P (o.) _ () (.) L 63 '.. ) + (i3~ () (.) +. '" .t - ""n X -, 1 ! Q"-1 Ct. 2 ! ""n-~X ...

Or, nous avons vu que ((03+ z»" est le seul
polynôme (à une constante près) satisfaisant ù

((03 + z + 1»" - «((13 + z»" nz"-]

par suite l'équation fonctionnelle :

1+ Po (x)
n!

(12) P,,(x + 1) - p",(x)
(n -1)!
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admel COll1l1le unique solulion polynomiale la
suile isogène de Bemouilli

(1 il)
:1' 1) 1/

n~

on:1 :

PI/ (,1' -1- 11) (,r 11 1) Bill (.1'

(n

11)

11).

La suile isogl'ne, sululion unique de

1) PI/

PosanL 11 == y, il vicnl

(l7)(:r-l-u---1)BIII(:r y) (n

== ~ B II - s (:1') B s (y)

1) B,,(x -I-!l)

esL donc, d:lprl's (lI) cL (12, I;l) fournie P:ll'

Celle identilé, que l'on mmül pu ohlenir par
applicalion de la formule (1\1,1), l'oum ira llll

grnnd nombre de relations enlre les B, en par­
liculicr pour :r == !l == 0 el :r == y = ~~.

Le premier cas coneluira il :

(Iln631/ 1(IRI

il) !

(:1:)

2) !(0)1 (II

l'n (;t:)( 1:J)

Si nous IH'enons pOUl' suitc isogènc n la suile
de Bernouilli, nous aurons:

el le sceond il :

Nous relrouverons plus loin celle égalité.

ce qui conduiL, d'après (14), il la soluLion

(x)

s! Posons:

or, il esL facile de Lrouver direelelllcnl l'unique
solution en prenanL pour PI/ (,1') un polynômc du
degr{~ n forlll{~ il pari il' de 1\1/ 1 (:t:) el de Bn (;1') : nous nurons :

1) / (:1')

On :1 donc

(,1' Il BI/ I (,1') ln D~/ (:J') Dj'(.r

/ (,l' 21

1) D/ (;1')

2/ (:1' II / (,l')

Nous allons généraliscr celle l'emanlunhle iden­
ti Lé.

Considérons il ceL efIel l'équalion : En ell'el, faisons pour un instanl

D"/ (;1') == / (;1' n) 1)nnd (x

:2)IlIIJ (:1'

Nous :dlons Inonlrcr que
(nCl Cl) (.r

Le deuxième membre peul s'écrire en déyelop­
panl en série de Taylor :

nous v('rifierons par !"t'currcnce que les co(,[,[i­
eienls C ne dépendent pas de ]a fonclion / (,1'),
prennnt alors pour les cnleulcr

l'il (,r

nI/ 1 (h)

11 1)

:1'

1 !

PI/(;r

(11) x~ () (1 )
2 ! ~-il<: - l

11). D"/ (x) == / (:r 11)

c~/ (,1' JI 2)

II --- 1)

:t:" 1

+ no (11) = n lll (:r)
(n -- 1 ) !

nous ohliend l'ons de suile :

Dc-'- = CT (C 1)

Nous aurons donc, d'apr(~s (12) el (14)

(l 611\ (;1' -1- li) = ~ n lls (11) .13., (:r) == ~BJh) n lls (.ri DI/l''' = co, (c 1 )1/

or, nous savons que pour:

n ll = TIn (:1:),
ce qui nous conduil JJien nux cocflicienls du
binôme.
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(~·I 1 B,,::(,l') (,l' Il

Au p:ll':lgl'apllc ~, nous m'ons 'l'l'solu l'l'qU:l­
1ion :

(n ~I ,1'
;~

')

( Il 1 ) ! 2
III 11 ln

lorsqu'ou se bornc il la l'ccherche dcs solutions
polynomiuil's. Nous vcrrous pins l:lrd commenl
l'l\soudre le prohll-Illc gl'nl'l'al.

NOliS :lvons ll'ouvl' :

:\[:l'S nous :lurons :llIssi, d'apri's (~;n

B,,:I(,el "-1 {i3
J
) (f3({ B,

Ji ! If
,

B" I.l')
1;1 SOlllllle s'élcnd:ml il toules les valeurs entii'­
l'CS posilives ou lIulies de li, If, r, s:lIisrnis:lllt il :

l'His nous :lvons ciH'I'l'ill', d:lns les IIH\UH'S COil­

dilions i:I solulion de':
11· If r n.

<Ionc, en r:lit, 1:1 solution de l'(''qu:ilion dll
deuxii'nl(' ordre

C'l'sl :llnSI quc l'on :1111':1

\,t.C'/1 O;l(/ (17)1

";"';pl If' ]'1

11

III

;-~ 031/ 1

2 11

(1":\/
2 11

(n ~)!

B" 1 (,()Dr, I.r)

lF/.'2 (.rI

cc qui nous :1 donnl~ :

.r liB" 1 (.rI (Il

Appelons 1111
1 le polynôme qui satisfail il

Bill (.1' l') B"i (:1'1 R\ 1 (ri

" (/3.,\

."î ~
B", (y)

l'u c:t!cul analogue :IUX prl'cl'denls donne
:t!ors

Si nous cherchons a n;soudre l'l'qualion dll
Iroisii'ille ordre

n, (.r)

Il.

1 , ,
..1.

;1'1/ l

(n

l' 1 sI{

" œ'jI (1;"1 (1;"
P 1 If! r 1

Ji

))1((.('1

Nou;.; S:lvons donc rOI'IIH'I' UIH' solulion pol)'­
ilomi:t!e de l'(''qu:t!ion

:I\'('C l'obligalion, pour les nombres enliers posi­
tirs Oll nuls p, If, l', S, de s:t!iSr:lil'c

CeLLe équalion :lUX difl'àences finies dn qun­
ll'i(\me ordre joue un rôle exll'(~lllelllcnlilllpor­

lanl en physique appliquée. C'esl pourquoi nOlis
nous sommes élendus peul-ôlre lin peu lrop lon­
guement sur la tl1èorie des polynôllH's d'Euler
et de Bernouilli.

!Ji

Il,, s (!JI

B" 1 c.t)

(n

GI/(.rl

1 )

Il

1) BI/ 1 (.r

GI/('('

(.r

(~1I1

Nous llppelil'I'ons 1\,,'2 l,ri le POIYIH\IllC r, (:t)

de degl'l' n, les l'l'suit:ils pl'l"cl'denls nOlis pel'­
III e li enl (l't"crire

nous sel'Ons conduil il une égalil(', analogue il en 1.
Nous :lppé'ilerons B,,:; (.ri il' n ii

'''!!' polync'J111e de LI
suite isoghH', solulion de cellc l'qu:ilion; llOUS
aurons:

!J Z) ~:Bl) B,! (!lI B, (z)

uvec la seule nl'cessitl' pour les enliers positifs
ou nuls p, If, r de salisf:lil'e :

la SOllline ~ s'ldendanl il Ioules ces v:t!eurs pos­
sibles de li, If, l'.

Nous calculerons direclement B} Cr) COlnlllC
nous l'avions rail pour B,,'2 (.1') et nous lrouve­
l'ons :

~ 4. EQLITroNS ,lUX SOMMES FINIES

Considàons mainlennni une suite isogi:ne ns­
sujellie il vèrifier :

p q r = JI,

1) Vil
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étant entendu que Un (a:) est le nil"me terme d'une
suite également isogène. Nons cn dé:duisons

pal' suite nous pouvons nfJirmer que

Il, llOUS avons (o[é' conduits il la

Cl
--II 0= 2Vn (;t:) Vnl (x)

t !

Au chnpitre
relation:

(( '~; :t: 1) )" a:)) "

2! (;W) 'l'n (( 'z:;
n!

;t)) "

autrement dit on connait le développement de
DI' (a:) en fonction de VjJ (;r) :

Ü" (a:) = B(I V (a:) -1 BI V"l (a:) f;~V" ~

dé'finit In seule suite polynômiale isogi'ne salis­
faisant ü l'('quation fondionnelle

1)

'). Q
.... 'i)j

i
1 !

NOliS dirons, pOUl' si!llplifier !'e:q)os(;, qlle T,,!.l')
('st la suite isog'i'nl' d'ElIkr .

Nous savons quc nous pOUVOIlS alors ("crire

V" (:t') tJ.1,{2i/ -1

el que les (J, se dé:duisant des [1 pal' : L:I solution de l'é:qualioll fonctionnelle

(:n) V" (;t 1) VI' (:t) 2U n

a:w1

(0) 1 (Il J ) !

sera dCH1c fournie par l'une ou l'autre des som­
mes

Nous :lvons dOllc ()
--li-,'-; '1'

solution que nous appellerons 'l',,"
Nons trouverons, d'une P:lr!, pal' rec!J('rcllc di­

reeLe :

1) '1',,(;1')

ess:lyeroUs de l'ormel' COllllne
suite isogi'lle, solutioll dc'

CC'1:I é:tanl, nous
j!rr':cédemment ln
l'r''qualion :

1:\:\) V" (.1'(27) 0 'l..(1 'l,!
1) 1

-1-
S ! (s

1
2'1· s "'1

1
'i s

en posnnt

2
'Yi.
. !
1.

(:\4) 'l'l''' (:1') """ (n 1) 'l'" 1

et d'autre pari, pnr :qlpiientioll
(2Ç))

Ct: 1) '1',,1 Cl')

de la formule

nous tr:II1SfOrmOlls la dite équntion en 1:)5)

, -1 ...
OlS 1 ! (s

-1 s!
0=0

(s - 1)! I! L'é'gaIité des seeonds mcmbres dcs formules
(:\4) et (:\5) condnira il un cel'lnin nombre dc
relations fort intéressantes; en p:lrticulier pour
.1' 0= 0, on aura :

ou encore symboliqucmcn t

(28) ((:+1))'

Sachant que '(li = J, cette relation (27) définil
les nombres '~; que nous nyons étudié:s pré'cè­
demment au chnpitre [l.

Nous formons donc ainsi le polynôme V" Cr) ~ 5. 1.1o\1S01\S E1\Tl\E LES Sel'l'Es DE lkn1\OlllLLi
ET D'EuLEn

Nous nVOl1S vu que ln suite de llerl10uilli sn­
LisfaiL ù :

(2\l) D"l (a:)
l !

1
Dr (;r)

( Il 1) !
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el que celle d'Euler foumil les solulions poly­
nomiales de

1:1 solul ion polynollliaie esl par su ilc

/ (2!1) ~_7= 2"B I (!I)

S/1.1'1
~ J,II

I/! J
'" ')" .1'(.1') cc= ")

• - - 1/ ~

L'id{'e la plus illllll{'di:t1e el <jui TH'ul l'Ire
g{'n{'ralisl'e conduil ù rechercher des solulions
de :

2
:r

Nous aurons donc loul d'ahord, d'aprl's Cl:))
el (40)

(cIl) 'l'Ill (:r) == 2 11 1 BII:r ll -- 1

( 1/ 1) !
sn/(,r)(;IR)

Puis, en applic:t1 ion de la re!:llion (1 (i)

e'esl-ù-dire dans le champ limil{' <jui nous inle,­
l'esse Ù lrouyer les solulions g{'nl'ralrices d'uIJ('
suile isogi'ne de polYJl(lmes de l'une ou l'aulre
des {'<jualions

'JI' (·.v') = ')11 1····. l'
--,Ji! .t.. -.... .)1/

(X

2
.1'

2

D/ (,1') (4;1 ) 2n :Bi/ == .2: 'l'II' (,1') Bs (!I)

(401 "" .2: 'l'II s (!I) B, Cr).

Or, 1:1 solulion de (;IRj' esl f:wile ù
l'r'<jualion s'l'nil en ell'el

/ (,1' + 2) /(,l')
;ldl-t

2 --_.. _-­
(n--- 11 !

[rouyer. Les relations (42) el (Ji\) sonl assez curieu­
ses, nous relrouyerons (42) par la suile.

Quanl ù l'l'qua lion (41), elle n'esl qu'un cas
parlieulier d'une forlllule due il Iüwhe.

Celle formule de Haahe donne la valeur de
la somme :

ou encore aw'c ,1' 2!1 :

(II 1) !

:2/1 -1

'\'(2p)"l "-'
8::::::::0

:l: s

2fJ

La ch;llIonsll'Hlion en esl facile, appelons E (:l') l'expression ci-dessus el l'orillons

\ BII

.1.' BII

,1' 2
B

"
,r il

2/1 2p ~2p

(2/11 111 lE (,l' l ) E (,1' )

1 1-~ JI
:1'

r~1I
,1' 1 l' ( .1' 2\

BI!
2/1 2/1

.)/1 \
~!)\

BII

,r BII

,r 2/1 ;"[dl-]

.. _------

'.2p '.2p 1 (n 1) 1

La yaleur de l'expression E
nue, c'esl :

E (,1')

Exercices du Chapitre IF
1" Il existe un grand nomhre de sui les iso­

gènes polynomiales présentant un grand inlérèl
en Physique appliquée. Nous aurons T'occasion
d'en étudier ullérieurement un cerlain nomhre.
En particulier nous nous arrèterons sur les po­
lynômes d'Hermite que nous ckfinirons pal' la
relation :

1)11 n! 211 H II (x) e-·I '
d"- e-''l;~

d:t ll .

esl donc con-

(II ( 1 1
1)E(,r

1>:11' suile :

Celle expression, plus gén(;rale que (41), esl
connue sous le nOIll de troisihne fOl'lllule de
H:lahe.

il en r{'sulle <jue nous ayons

'l'III (,!'l == (2p)" 1

:!jJ--l

'\' 1)' B
II

,1' S \

2p )

Ces polynômes H ll (:1') forment une suite iso­
gl'ne qui satisfait il un cerlain nomhre de rela­
lions remarquahles.

(l) Démon lrez que :

/'-:-% Hl) (.t) H" Cr) H, (.t) (''' d.l' c= 0

- x
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si les entiers fi, q, l' dant rangés par orc1l"e crois­

sant, le nombre ~ Cp -1- q ---l') n'est pas un eIl­

tier positif ou nul.

b) Si ~ Ip Il rJ est un enlier positif ou

nul, on peul poser

On allr:1

Sil =c 0

si fi est 1I1l elltier non nlll infl'riellr Ù /1.

Si Il l'sI lin enlier supl'l'iellr ou ("g:t1 :1 /l,

on allra :

Sil ~== ~Io li ! .ry z
!l 1Il If J')

2

li=
2

{fi Il /,}

(' fi Il II

\, ~'II == ()

(/1 ~)
,

\, -
~II , .ry z I.r:: !f )

il

(/1 ,1) ,
1 .1.;")

Sil ~iI
,

:;:.r l :;:J'::Y":1 , .ryz \ ~ .il;)

!l, li, (' l'tant des entiers positifs ou nuls, montrez
que

1
---.:1)

,J" Soit l'équntion

.r' 1 = o.

l') Dl'montrez la relation
Appelons ? une racine prinlitive el considl'­

rOlls les ~, 1 sonll11es de la forme

~ IIII Cr) II, Il Cr)
/1 0

r;

Nolo11S que

r;
2

~" En posant symboliquemeut :

IIHllltrel' que les nombres Cil ainsi cll'finis sont
lil~s aux nOlllbrcs ,(;; Iwr

est ulle SOlllll1O de hl môme famille. Considl'rons
:l!ors la suite isogc'Ile de polynômes

r;
.(' ._-- ~

:;: (~ )':: 'c, ~ Cr)
'. ~

li!

~, 1'l'II Cr) -1- ~ ~

I\, Cri

l'II (.1')

montrer en appliquant soit la formule symboli­
quc fondamcntale, soit la thl~orie des suites iso­
gônes, soit les l'l'sultnts du chapitre ~ (paragm­
pile li), que:

..{;~ Il •

2

11)"

Cil

(le

il" 11 (zl dant un polynllille entier en _, IllOn­
trer que :

11 (z) =c= H (1) --- I-I (0) -1- :;:),; Bi

Cil POS:lllt :

II Cr) = 1 11 Cr) d.r .

fi" On est conduit par l'exerciec ;) il l'l'valua­
tion de :

4" 11 l'Innl le Ilombre des v:lri:l!lIes indl'pell­
d:llltes .r, y, :- .. , ;

Si des quantitl',s ("gnles ù l, soil Sil hl SOllllll('
des ~I' foneliolls de la forme :

monlrer que ces SOIllIl]('S sonl nlliles SI 11/ n'esl
P:IS lin l11ultiple de s.

" l\fontrer que s d:lllt illlp:lir

... Il'.
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Posons 11l = Il s

JANYJEl\-Fj';YHIEl\ J050

1. ilIon lrer que

"\' 1)"
r;

Hm') ! 2 "d

1()" On esl done cunduil il l'élude des SUIIl­

Illes :

=== 0 ;

o

(

r. ';

~ ~--

"\'
r; Iii.'>! :2

-- ()
2

r; I/I,';.IJ

-- ~--- 0
2

G
Iils: (/

il
2

l
0,-/'(.1') =c2 ~ 1 !

Illt r; P
2-)1il

Pli .,
a

--I!- T,/-l"12! -

1) Il

Monlrer que Cl'S somnles sonl nulles si ('2([ 1)
n'esl pas un lllnlLiple de 8.

Il'' l\lontrer que 8 (·l:ltll imp:lir

Expliciler ccLte relalion pOUl' ,l' (8 2) (s il), , , 2s.

D" Consid()rons maintenant les 28

de la forme :
1 sommes 12° Ponr s ="'= i3, on anra

111 Il
.. , ± 2'" 1

et appelons CI. le nombre de signes n('galifs que
contient ceLLe somme,

D(dinissons p:\r :

1 0'
() -"n ') 1 Bn ·)

ü.

15! Bn Il

une suite isogc)ne de polynômes.

(11 8 1) ! Qn (.r) = ,;; (_.~l)' ;l'---' '2
1

l<;xlllîeiter ceLLe relation llollr:r = 0 et ;r ==
2
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