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INTRODUCTION
NATURE DU PHENOMENE ETUDIE

Les écoulements sur les seuils déversants ont
fait 'objet de nombreuses études, tant théoriques
qu’expérimentales, dans le but de déterminer, en
fonction du tracé, le coefficient de débit, la ré-

partition des pressions sur le fond et méme la
distribution des vitesses. Ces éludes ont mon- -
tré que les phénomeénes sont bien rej
par les lois des écoulements & potenti
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tesse des fluides parfaits. Lorsque le tracé de la
surface libre est connu, des méthodes graphiques
classiques permettent d’obtenir les valeurs des
vitesses et des pressions en chaque point; si la
ligne d’eau est inconnue, il esl encore possible
par tatonnements de se ramener au premier cas.

La validité de ces conclusions est cependant
limitée a4 des ouvrages courts. Considérons, pour
préciser ce point, un seuil déversant galbé trés
large, alimenté de telle sorte que I'eau Paborde
sans perturbation et prolongé vers I'aval par un
coursier plan d’inclination constante; sur un
tel déversoir, la vitesse d’un fluide parfait croi-
trait indéfiniment, alors qu'en réalité un régime
uniforme tend a s’établir.

L’explication de ce désaccord se trouve ¢évi-
demment dans les effets de la viscosité; pour un
fluide réel, la vitesse est nulle au contact de la
parol solide; elle atteint la valeur qui lui est
assignée par I’écoulement & potentiel &4 une cer-
taine distance du fond qui détermine I'épais-
seur de la couche dite « couche limite » ou se
concentre pratiquement la dissipation d’énergie
due a la viscosité. De hauteur trés faible prés
de la créte, ce qui justifie le mode d’étude au
voisinage de cette ligne par la mécanique des
fluides parfaits, cette couche (qui peut étre lami-
naire) augmente d'importance vers Paval, de-
vient en général turbulente et parvient & occu-
per toute la hauteur de I'écoulement. Au-dela,
la distribution des vitesses peut encore se modi-
fier pour tendre vers celle du régime uniforme ou
Peffet accélérateur de la pesanteur compense
exactement Peffet retardateur de la viscosité.

L’observation courante d’'un modéle de labora-
toire s’accorde avec cette description. En passant
sur la créte déversante, les couches superficiel-
les du liquide présentent une surface bien lisse
(mises a part de petites rides temporaires); la
surface du déversoir apparait comme si leaun
¢tait immobile, lorsqu’elle est suffisamment
claire. Cette transparence se prolonge & quelque
distance en aval, distance qui dépend de la pro-
fondeur (donc du débit et de la pente), de I'état
de surface du déversoir et de la tranquillité de
Ialimentation. Brusquement, la surface libre
cesse d’étre transparente; elle semble rugueuse,
couverte de petites rides changeantes. Le point
ol apparait ce phénomeéne n’est pas, il est vrai,
rigoureusement fixe, mais il oscille autour d'une
position moyenne que, pour ahréger, nous appe-
lons « point critique ».

Ces fluctuations font pressentir le lien entre
Pexistence du point critique et les phénoménes
de turbulence. Un des objets de notre étude sera
de montrer que ce point ot la surface libre
change d’aspect est précisément celui ot la tur-
bulence créée a P'interface eau-paroi fait sentir
son influence jusqu'a la surface; c’est dire

BLANCHE Janvier-Fevirier 1952

quwalors la couche limite turbulente atleint une
hauteur égale a la profondeur de I'écoulement.

Dans la nature, il se produit également au voi-
sinage d’un point fixe un phénomeéne nouveau
qui influe sur le fonctionnement des évacua-
teurs; il s'agit de « Peau blanche » due & T'en-
trainement d’air dans la masse. Les écoulements
habituels a faible pente présentent une surface
de séparation nette entre P’air, milieu ambiant,
et le liquide; au contraire, lorsque l'eau blan-
che existe, il n’y a plus de limite bien tran-
chée entre les domaines des deux phases. Tan-
dis que des gouttelettes sont projetées & de gran-
des hauteurs, des bulles gazeuses pénétrent dans
le sein de la masse liquide et s’écoulent avec clle,
lui conférant un aspect laiteux caractéristique.
Nous nous proposons de montrer que 'eau blan-
che ne peut apparaitre en amont du point cri-
tique.

En effet, nous avons dit qu’en ce point les fluce-
tuations turbulentes commencent & faire sentir
leur effet en surface. Entre autres, elles impri-
ment aux particules superficielles des vitesses
transversales qui, dans certains cas, sont suffi-
santes pour leur permettre de s’échapper de la
masse sous forme de gouttes qui retombent plus
loin en entrainant avec elles de Vair, par com-
pression a Pavant et par frottement sur les cotés.

Ce mode d’explication rend compte du fait
que, au contact des parois latérales, 'eau blanche
se produit dés la créte du déversoir et sur une
largeur croissante vers Paval, visualisant ainsi
la couche ol existe la turbulence. Si le coursier
est étroit, les deux zones latérales d’entrainement
d’air finissent par se rejoindre dans Paxe et ce
sont elles qui donnent alors naissance au phé-
nonéne généralisé a toute la masse que nous d¢é-
crivions plus haut. De méme, un obstacle isol¢
sur le fond accroit la turbulence & son wvoisi-
nage et peut donner lieu 4 un entrainement d’air
local.

Si Peau blanche est susceptible de se produire
4 partir du point critique, clle n’y apparait pas
pour autant dans tous les cas. Il est encore né-
cessaire que 'énergie cinétique transversale con-
férée par la turbulence aux particules superficiel-
les soit suffisante peur vainere les effets stabili-
sateurs dus en particulier aux forces de capilla-
rité. On explique ainsi que Uentrainement d’air
constaté sur un ouvrage n’apparaisse pas tou-
jours sur un modéle en similitude de Froude ré-
duit » fois, car 'énergie cinétique transversale
des gouttes d’eau est alors divisée par p!, alors
que le travail des forces de tension superficielle
lors de I'éjection de cette goutte est divisé seule-
ment par v2 La condition exprimant la possibilité
de Tarrachement d’une particule superficielle
pourra donc étre remplie dans la réalité sans
Pétre sur le modele.
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Si cette condition n’est pas vérifiée, les parti-
cules seront incapables de s’échapper el se con-
tenteront de bosseler plus ou moins la surface,
lui conférant la forle rugosité que nous avons
déja mentionnée. Dans ce cas, air sera entrainé
au voisinage de la surface libre et a partir du
point critique, par un mécanisme analogue & celui
d’'une pompe a viscosité. 1I est néeessaire de bien
distinguer cet entrainement d’air sans mélange
des fluides de P'eau blanche qui se produit lors-
que le critére, dont nous laissons prévoir Pexis-
tence ci-dessus, est rempli.

L’étude qui va suivre sera divisée en trois par-
ties. Dans la premiére, nous établirons théorique-
ment les équations générales régissant I'évolu-
tion de la couche limite sur un coursier infini-
ment large, équations qui permettent I'étude dé-
taillée de I'écoulement en amont du point criti-
que et méme en aval lorsque l'eau blanche ne
s’y produit pas. Nous discuterons plus spéciale-
ment ces équations dans le cas important ot Ia
couche limite est turbulente et ol le coursier
devient plan en aval du déversoir galbé.

La deuxitme partie sera consacrée & la com-
paraison de ces résultats théoriques et des résul-
tats expérimentaux dont nous disposons. Une
série d’essais effectués par nos soins au Labora-
toire Dauphinois d’Hydraulique sur un meodéle
réduit met en évidence un bon accord dans le
cas le plus simple d’un déversoir lisse, trés large,
constitué d’un scuil galbé prolongé par un cour-
sier plan. Une seconde série d’expériences, réa-
lisée au Laboratoire National d’Hydraufique, cor-
respond a un dispositif plus complexe : parois
rugueuses, coursier gauche, bajoyers rapprochés
et convergents; la confrontation porte unique-
ment sur la position du point critique. Enfin, des
expériences effectuées aux Etats-Unis et limitées
clles aussi & la détermination des conditions au
point critique seront discutées ensuite. Elles ont
le grand intérét de comporter des observations
dans Ia nature ot apparait ’eau blanche.

Dans la troisiéme partie, nous aborderons
Pétude des déformations de la surface libre en
aval du point critique. Malheureusement, la misc
en équation de ce probléme est complexe; elle
suppose la connaissance de la structure de la tur-
bulence superficielle, de Taction du vent relatif,
des effets de la capillarité et des pressions...

Nous nous contenterons de présenter une ten-
tative trés grossiére dans la voie de la recherche
du critérium d’instabilité de la surface libre
sous leffet de ces différents facteurs. Elle aura
peut-¢ire néanmoins Pintérét de préciser les cau-
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ses qui engendrent le phénomeéne, le sens dans
lequel elles agissent, les groupements sans di-
mension qui s’introduisent dans I'étude, sans
qu’il faille rechercher la rigueur dans le mode
de déduction ni I'accord numérique entre les ré-
sultats et un controle expérimental que nous
n’avons pas encore été a4 méme de réaliser com-
plétement,

En résumé, nous étudions I'écoulement sur un
déversoir trés large. Si Pouvrage est court, la cou-
che limite turbulente n’atteint pas la surface, il
ne se produit pas d’entrainement d’air et 1'écoun-
lement peut étre étudié complétement au moyen
des formules donndées plus loin, Par contre, si le
point critique est situé sur Pouvrage, 'eau blan-
che est susceplible d’apparaitre & partir de ce
point si un certain critére, dont nous cherchons
a donner une idée, est vérifi¢. Sinon, la surface
devient simplement rugueuse et 'air est entrainé
par frottement sans mélange des phases.

L’entrainement d’air, jusqu’a ces derniéres an-
nées, est demeuré un sujet peu étudié, quoique
de nombreux auteurs [1], [2], [3], [4] "' aient
signalé les dangers que pouvait faire courir la
méconnaissance de ses lois dans implantation
des canaux d’évacuation a forte pente, des hassins
de tranquillisation, etc... De plus, les conditions
dans lesquelles il se produit sembaient dérou-
tantes; ScHORLITSCH [5] avait cru pouvoir con-
clure 4 Pexistence d'une vitesse eritique d’appa-
rition; cette opinion a été combaltue par la suite
sur la foi d’observalions contraires [1]. La dif-
férence de comportement des ouvrages et des
modéles a également frappé les expérimenta-
teurs [6]. Nous espérons que notre exposé fera
mieux comprendre la gencse du phénomeéne; si
des travaux ultérieurs sont nécessaires pour con-
naitre les lois de I’écoulement mixte, la méthode
de calcul proposée ici s’appliquera a Pétude du
mouvement en amont du point critique, et en
aval lorsque l'eau blanche n’apparait pas. Par
une détermination précise des profondeurs et
des vitesses en chaque point, elle permettra une
prévision plus exacte des hauteurs nécessaires
des bajoyers, du tracé optimum des courbes dans
le plan vertical, une appréciation des vitesses ter-
minales qui conditionnent I’établissement des ou-
vrages de dissipation d’énergie. L’évaluation des
forces de frottement sur le fond permettra de
connaitre leffort de renversement exercé par
ean en mouvement sur le déversoir, qui peul
ne pas étre négligeable aux gros débits.

1. Les chiffres entre crochets renvoient & la biblio-
graphie,
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NOTATION DEFINITION
. Rapport de réduction d’un modéle en similitude de FROUDE.
x Abscisse curviligne le long du coursier.
y Distance normale au fond.
C(x) Courbure du fond au point d’abscisse x.
>
Ay Vecteur vitesse.
9
u, v Composantes de V suivant les tangentes aux lignes x = Cte, y = Cte,
> > —
® o =rotV.
- : .‘9
4 Composante de » normale au plan de figure.
3 Epaisseur de la couche limite.
p Pression.
0 Masse spécifique de Peau.
v Viscosité cinématique de Ieau
9
g Vecteur pesanteur.
i(x) Inclinaison du fond sur Phorizontale.
uy, Py Valeurs de u et p pour y = 3.
Y (x) Profondeur totale de I’écoulement comptée normalement au fond au point
d’abscisse .
hy Charge en un point du fond.
h, Charge en un point a Ia distance y du fond.
h Charge en un point de la surface.
Qu . du &
v, —_— Valeurs de v, { et [ =~ \pour y = 3.
w b <3y A ¢ <8y>p v
% Frottement 4 la paroi.
Uy Vitesse a la paroi u, = \/i“ .
0
_ ¥
N | 5
3¢ Uyi Valeurs initiales de 3 et u,.
R Nombre de Reyvorps R = —17L
v
q Débit par unité de largeur.
€ Rugosité NIKURADSE équivalente de la paroi.
Ry Nombre de Rev~xorLps de rugosité R, = et |
D,n Constantes dont la valeur dépend du régime dans la couche limite.
h () Fonction inconnue.
k -Constante universelle voisine de 0,4.
1
f f(n)=—]{-{~L0gn+h(1)——h(n)]-
. 1
¢y Constante ¢, = / f (q) dn.
]
Cy

1
Constante ¢, = / 1% (n) dx.
Jo
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b4
Ry, a', ¢, 2y, 00, Y,
Yy
e’y
Uy

R

Ly
Y,
Yer

F(x)
K

NOTATION DEFINITION
z z = P
iy
D’ Constante Log D’ = LogD + h (1).
"l — \
A Constante A = L—E—D—
gldtn
k2—nynD
’ L " S
A Constante A" = pEw
/
B Constante B = —A——
gsin i
a;, a, Coefficients numériques.
U Vitesse moyenne U = —% .
Y. Profondeur Y au point critique.
x, Distance du bord d’attaque au point de transition.
R Nombre de RevyNoLps de transition R, = B B
v
h, Charge superficielle au point ou le radier devient plan.

Valeur initiale de =z

Valeurs de Ry, 1y, &, z, v, b, Y sur le prototype.
vy, = 3,13 log .

Rugosité fictive du prototype.

’

. : g r €
Rapport de réduction des rugosités p; = ~—
) €

up = 2,2log % |

¥y
Valeur de u, en régime uniforme.
Valeur de Y en régime uniforme.
Profondeur critique.
Coefficient de Cuezy.
%= A —1.
Fonction de x définie par la série (37).
Constante d’intégration.

-

(7]
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PREMIERE PARTIE

ETUDE THEORIQUE DE L’ECOULEMENT D'UN FLUIDE VISQUEUX
SUR UN COURSIER
COUCHE LIMITE BIDIMENSIONNELLE SOUMISE A LA PESANTEUR

CHAPITRE 1

EQUATIONS GENERALES DU MOUVEMENT

I. — Etablissement des équations
de la couche limite le long d’une paroi courbe,
compte tenu de la pesanteur.

Nous traiterons le cas d’'un coursier suffisam-
ment large pour que, dans 'axe, le phénomene
soit peu modifié par la présence des parois Taté-
rales. La coordonnée normale au plan de I'éeou-
lement n’intervient done pas, et le probléme est
a4 deux dimensions.

L’établissement des equdll()ns de la C()uche li-
mite le long d'une paroi courbe, & partir des
¢quations de NAvVIER écrites en coordonnées cur-

vilignes orthogonales, et un probléme classi-
que [7].

Nous les rétablirons rapidement dans le cas
particulier actuel, suivant Ia  méthode de

PranNprL.

Soient des coordonnées orthogonales direcles
dont les lignes x = Ct* sonl les normales & la pa-
roi et les huncs y = Gt les courbes paralléles a
la paroi. Si d un point M (x, 17) nous abaissons la
normale Mm sur le fond, y est mesuré par la
10110‘11(,111' mM et x par Pabscisse curviligne de m,
mesurée le long de la paroi a partir d’un point
fixe O. G, Iondlon de x, désignant la courbure du

Fra. 1.

fond en m, comptée positivement lorsque le cen-
tre de courbure est situé du c6té des y négatifs,
les ¢léments d’arc le long des lignes de coordon-

nées sont évidemment (1 4 Cy) dz et dy. Repré-

-

sentons par V le vecteur vitesse de composantes

u, v; seule la composante ¢ normale au plan de
- ——

figure du vecteur o =rol V n’est pas nulle. La

formule de RIEMANN permet d’écrire :

L+ Cy) = — 581 [u (1 + ]

ou
au C 1 9

i
1+ 11] o )

oy 1+ Gt

De méme,

I

SN

d’aprés la formule de STORES,

.9
I'équation de continuité div V=0 s’écrit

ou 9 1 =
“ + a [ - Cy)]
ou
ou ov —
v 4+ a1 4+cC 1]) - Co = 0.

Si 3 désigne alors l’épaisscur de la couche li-
mite, u varie de la valeur 0 & la paroi & sa valeur
u, au bord de la couche limite sur la longueur 3;
i, ¢tant pris comme élalon de grandeur pour les

; . . . ou
vitesses et 8 ¢tant supposé petit, e est d'ordre
Y
2

R s .
et ~a—-g d’ordre 32 dans la couche limite. De
y*

o ou %%
meme i, -

- sont d’ordre 39,
oxr ~ ox?

L’équation de continuité peut s’éerire
. ¥ du
v (1l Cy = / e dy 0<y<3?
0 .

saufl peut-étre en un point de
erait infini, v est infini-
op %

e
ox ox?

ce qui montre que,
rebroussement ott G

menl petit d’ordre 3. Dans ce cas,
3%p
ay?

d’ordre o7

. 0D N
sont d’ordre 3, — est d’ordre &9,
3y

D’autre part, I'équation vectorielle du mouve-
ment permanent s’éerit :

> > — 1,2\ = —_—
— VA ®=— gmd(i—) + 5 Y ]“)-}— g-—vrot w(2)

p désignant la pression en un point, s et v la
masse spécifique et la viscosité cinématique de

..9
Peau et g le vecteur pesanteur d’intensité g et de
direcetion wverticale descendante,
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——
> S 1.2,
Les composanies de -V Ao - grad5-i VI
2
. L (3]
dont les iermes principaux sont u 4+

Les termes négligés

s

D’apres Ia formule

/4 o2 C 2u >
T e Ty oy T gy
et
1 ot 1 o°u C  ou
14 Cy oa 1+ Cy| owroy 14+ Cyox
Lo o°u o2n
dont les termes principaux sonl —- -—— et ———

x

-, N oo PR
a la condition que 3 i soit fini ou infiniment
dx

petit. Les équations risqueraient done de tomber
en défaut en un point ot C varie brusquement.
Les termes négligés sont au moins d’ordre G371

~

dC pour la
dx | -

pour la premiére composante, C et
seconde.

Finalement, la projection suivant Ox de Péqua-
lion vectorielle (2) s’écerit :

ou ou 1 op .. cru
u - Do = e g sin g ey = (3
ox + oy v o Py - oy )

i, fonction de x, désignant Iinclinaison du fond
sur Thorizontale comptée positivement vers le
bas. .
Par hypothése, dans la couche limite, les ter-
mes de viscosité sont de Pordre de grandeur des

I. Lintroduction du lerme — Cu2 est due au docteur
GorpsTEIN, Il faut cependant remarquer que Péquation
correspondante contient des termes en §1 el §Y; rien
nest done changé, ainsi que nous venons de le voir, si
on la conserve sous la forme plus simple

1 op
s oy

=0

La méthode de Von Mises [8] conduit d’ailleurs a ce
méme résultat. Cet auteur considére des variables sans

T4y "
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sont : » ELS |- ¢ up - 1 ou
’ 3y 14 Cy 14 Cy ox

» G e L B0, B

et T T iyeg Y TV

u . . . . o
S et — Cu?, puisque Cy est supposé de Pordre de 3.
Yy

sont au moins d'ordre C3 pour la premiére composanie et ¢ pour la seconde.

o

de RieMaNN, on obtient comme ci-dessus les composantes de rot o

1 . C o
1+ Cy 2xoy 1+ Gy ox

u -

(3]

1 dC y

Lot o oy dC
“ 14 Cy 2 (14 Cy)2 ox

termes d’inertie; équation (3) montre alors que
5 est de lordre de v1/2;; clle est donc vérifiée, &
des termes d’ordre C3 prés, La projection de (2)
sur Oy s’éerit de méme

1 op . .
BRE g g cos i -— Cu?
¢ oy
a des termes d’ordre 3 preés.
It faut y adjoindre I’équation de continuité

o ov

o= =0
ox oy

& des termes d’ordre G§ pres.

Les équations du mouvement sont done iden-
liques & celles de Ia couche limite le long dune
paroi plane, & lexception de la seconde qui ex-
prime la valeur du gradient transversal de pres-
sion nécessaire pour contrebalancer Peffet de la
force centrifuge: cependant, le changement total
de pression a travers la couche limite, normale-
ment au fond, est d’ordre 3 et peut étre négligé *.

(éristique d et d’une vitesse caractéristique uy, en posant:

@€ 1 u , U
=2 ye=ned w= T =Rz
d d 1, Hy
) d . .
py=-_t_ g=y_ ¢=cCd
ol uy*
. ugd - o .
ot R= —— , et fait augmenter R indéfiniment. En
v

groupant les termes suivant les puissances croissantes de

on obtient le systéme qui régit le mouvement :

dimension, exprimées en fonetion d’une longueur carac- R12

i o cu’ . o=u’ 1 . , . ou’”
w 2 fel e SN e b e | VYW =
S ox’ oy’ oy’= R1/2 o’

1 . 117 ov v’ o2’

o cove 7o (Y 172 el N N Y
= i [¢ cosi C 2] + R 4 o + v 57 + Cy=u” 4 S o o
ov’ 1 . v

a —~+OH+M Cy — +Cv | =0
,‘ ay/ R1/2 B ayl ~

La méthode du docteur GorpsTEIN revient done 4 con-

server le terme cn dans la seconde ¢équation et

non pas dans les autres. Mais le résultat final demeure
heureusement valable,

ov”
ox
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Les trois équations précédentes déterminent le
mouvement dans la couche limite, lorsqu’on leur
adjoint les conditions aux limites convenables.
Soient u; et p; les valeurs de u et p pour y =3;
d’aprés la remarque précédente, il suffira
d’écrire :

ow L, 1P g 2w
u 5§+Uay = P - g51111+;a!]2(4)
ou o

ou —90 5
v + oy (%)
avec

(u=v=20 pour y=20

u =i pour y =3

Les valeurs de u; et de p; sont fournies par
I'étude du mouvement dans la partie extérieure &
la couche limite que nous appellerons « noyau »;
par hypothése, les pertes par viscosité y sont né-
gligeables et I’écoulement y est irrotationnel.

Fia. 2.

Au voisinage de la créte, la couche limite est
d’épaisseur faible. Il suffit done d’étudier I'écou-
lement d’un fluide parfait sur le fond; on obtient
ainsi en chaque point une valeur finie de la vi-
tesse a la paroi qu'on adopte comme valeur de u,.

Désignons par Y, fonction de x, la profondeur
totale de Pécoulement, mesurée normalement au
fond, par hy, h, et h les distances verticales entre
les points situés 4 0, y et Y du fond et la ligne de
charge définie figure 2. Dans le noyau, la pres-
sion et la vitesse sont lides par I’équation de
BERNOULLI

BT e wiU R N
99+ 29 hy=0

D’ol1, au fond :

P "_12*_12:0
0g T 29 !
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Et 4 la surface :
1z v?
wter h=10
29

Soient : vy, ¢4, <EE> les valeurs de v, ¢, et
1

oy

g£ pour y = 3; comme v, est petit, I'équation (1)
Yy

montre que

u o
§=— \———ay )1 — Cu;, =0
Done : (/~a£> est fini.
\oy /1

Plus loin ¢ Paval, ’épaisseur de la couche limite
cesse d’étre négligeable. Mais alors, en général,
Ia pente i est forte et la profondeur Y est faible
devant la charge h (c’est-a-dire devant Ia vitesse
dans le noyau, d’aprés la relation de BERNOULLY)
et devant le rayon de courbure 1/C du coursier.
Nous pourrons appeler cette zone la « zone &
faible profondeur ». Supposons, quitfe a le vé-

rifier plus tard, que est fini. Comme Y est

petit, le raisonnement déja fait & partir de I'équa-
tion de continuité montre que v est petit. Si v
est une « bonne fonction », comme nous 'avons
. . . ov .
déja supposé implicitement, £ est petit. Or,
dans le noyau, par hypothése, I'écoulement est
irrotationnel, done ¢ est nul; comme CY est
supposé petit :
ou _ ov

°
W (ud 4 Cp] # —a-l]— = o

ou
Done

est petit; w est constant dans le

noyau au premier ordre prés sur toute nor-

> >

male ¢ la paroi. Les composantes de —V A o
12 o

-+ grad 5 |'V]2 ont alors pour partie principale

ou ) — o
o et — Cu2 Comme rot V=20, les équations
du mouvement dans le noyau loin de la créte se

réduisent a :

ou < 1 op
—gsini = ——
“ ox g o ox
. 1 op
— Cn? COS I == — —— ~——
Cu? 4 gco . oy
ou ov

ox oy
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La seconde, compte tenu de la condition p =0
pour y =Y donne :
[ Cu>

p=0g (Y —1) \cos [

Au premier ordre prés, la pression est con-
stante dans le noyau; au deuxiéme ordre, elle est
pseudo-hydrostatique. Si, en plus des hypothéses
taites, la courbure C est faible, la répartition des
pressions est la méme qu’en régime graduelle-
ment varié

p=r¢9 (Y —y) cosi

La premiére équation se réduit en tout cas, au
premier ordre prés, a

ou
ox

u =gsini

D’aprés la figure 2 :

h;y =h+4 Ycosi

) dY P ey
en remarquant que v est un infiniment petit
x

du premier ordre. D’ou :
u=+v2g¢gh

résultat qu’on pourrait aussi déduire de Péqua-
tion de BERNOULLI puisque v est petit. De plus
u __ gsini _ gsini
ox u V2gh

qui est fini, ainsi que nous le supposions en
débutant.

Suivant la théorie classique du mouvement gra-
duellement varié, les conclusions resteraient les
mémes si, au lieu de supposer Y faible, on sup-
posait petite la courbure des filets liquides (G est
alors lui-méme petit et nous avons vérifié que
la répartition des pressions était la méme dans
les deux cas). En pratique, les applications mon-
trent que les zones ol les différentes approxima-
tions précédentes sont valables se raccordent sans
discontinuité.

II. — Relation intégrale de von Karman.

Von Karman [9] remplace Péquation (3) du
mouvement projetée sur Oy par Péquation de la
quantité de mouvement projetée sur la méme di-

reclion. Suivant une méthode due & Pormau-
SEN {107, le méme résultat peut étre obienu en
intégrant Péquation (4) par rapporl & y entre
les limites 0 et 8, Nous poserons

ou o
= 1>,
\ oy ) !

7y désignant le frottement & la paroi.
ou S .
Nous avons vu que S est {ini ou petit;
Y/1

comme v est de Pordre de 82, v <—§?> est de Vor-
1

dre de 32 au moins et est négligeable. p, étant
indépendant de y, on obtient :

_____ v (a_u> =35 [L%pti —— g sin i-I

—[_/ﬁuﬂay—{—/ U—(Il]
0

D’aprés Péquation de continuité
I

§ § u
/ u v dy = — / == dy
0 oy Jo ox
s dp 5§ 2u
= —dy = — / —di
[1)]6 . g . oz W

Comme [v]y=0:

2 =3 \%ﬁi apl + gsini |

0

8 ou? § 2u
— —*dy+111ﬁ~35;(1y

Jo

. ; a3
Remarquant que les termes qui contiennent I

s’éliminent, et, faisant apparaitre uw, —u au-
tant de fois que possible, on trouve finalement :

2__3 191 & gsini ﬁ.lil_fé —uw dt
1y _o[——?%;——i g sin l] +a /s (uy ) dy
: 4 (6)
d o auy
4= I u(ul—u) dy —3du, —= i

Au voisinage de la créte, nous avons vu que vy

est petit et que <—g—£> est fini. La composante
Y/1
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_—
. > > 1 =

suivant Oy de VA o - grad 5 ['Vi pour le

\ e Caan s 2u,

filet inférieur du noyau se réduil done a u, =

et équation du mouvement en un point de ce
filet s’¢erit :

w o 1 op, g sin i
LS o ox 7

expression identique a celle que nous avons mon-
tré étre valable plus loin & Paval. Dans tous les
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cas, lorsque le noyau existe, (6) se simplifie done
en

, duy /0 d 8
2 = = (1) — uy dy + -~ / u iy —u)d
dx _/o 1 v dx Jo I Y
(7)

Les équations (6) ou (7) ne sont pas suffisantes
pour définir Pécoulement; il est nécessaire de les
compléter par des hypothéses plus ou moins
plausibles touchant la loi de variation de u en
fonetion de y. Cette loi changera suivant la na-
ture du régime, laminaire ou turbulent, dans la
couche limite.

CHAPITRE 1II

COUCHE LIMITE LAMINAIRE

Il peut arriver que la couche limite soit lami-
naire & partir de la créte déversante. Le calcul
du mouvement peut alors se faire, dans chaque
cas particulier, au moyen de la méthode de PonL-
HAUSEN [11] qui donne de bons résultats en
¢coulement acceéléré, comme c¢’est ieci le cas. Elle
utilise T'équation (7) en supposant que - Z est

1

y

une fonction de 7 = - seulement, représentable

par un polynéome du qualricme degré.

Une solution moins exacte mais deslinée &
fixer les ordres de grandeur consiste, suivant par
u

exemple Rouse [12], a représenter par un

u,
polynoéme du second degré en «, commnie en régime

. . .. u
uniforme. Les conditions aux limites sont o= 0
1
u , .
pour 5=0, — =1 et { =0 pour = 1.
i,

Cette dernic¢re condition se lraduit par

ou N
oy == Cu,
\ dy ¥

ou

d /u) N
— =0 =0
dn \u,
au premier ordre prés.

Le polynéme du second degré cherché est
alors :

23

=272

iy

Portant ces valeurs dans [P'équation (7), il
vient :
, ds:

30 vy = 9 1, duy g N (Jh (8
dy g

L’écoulement & polentiel faisant connaitre
u, (), cette équation lincaire en 3* donne numé-
riquement I’évolution de 3 lorsque les conditions
initiales sont fixées.

Si Ia couche limite laminaire se prolonge assez
loin en aval, nous avons vu qualors

du,

u,
dx

=gsini

qui est constant si le coursier est plan dans cette
zone. L’intégration peut se faire explicitement

dans ce cas; si 3; désigne la valeur de 3 au point
pris pour origine on 1y = u,;, on trouve :

sini .,

»————————g‘ o= - Uy N
3v _ < Uy, N
sini ., u )

LU 87— Uy, !
3y

W (u]i\g .
Posons uy; = V2 gh;; on observe que | T/’ est
AL
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est une fonction rapidement décroissante de .
Elle atteint rapidement par exemple la valeur 0,1
pour :

h =102/ h, = 1,67 h;
c’est-a-dire 4 une distance le long du coursier

x == 0,67 h;sin i

de Vorigine. Sauf au voisinage immédiat de ce
point, on pourra prendre avee une erreur faible :

3y

gsini

52 =—

L’épaisscur de la couche limite est done prati-
quement indépendante des conditions amont;
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¢’est 1a une conclusion générale que nous retrou-
verons dans le cas de la couche limite turbulente
et sur laquelle les auteurs ne semblent pas avoir
attiré attention.

Le résultat peut éire mis sous forme, sans di-
mension, en fonction du nombre de REYNOLDS

th
R = 2220
v
3 6 12
S O S
h \Rsini/

Notons enfin que le débit tolal g par unité de
largeur du coursier est donné par

~d . o / .

q = ndy 4+ u (Y-—3) =u; [Y-

0

o

CHAPITRE III

COUCHE LIMITE TURBULENTE

I. — Equation de la quantité de mouvement.

Ici encore, la relation intégrale de Von KARMAN
ne peut étre utilisée que si on préeise la loi de
rariation de u en fonction de y. On sait que la
théorie et I'expérience montrent que cette loi,
¢tudide dans le cas des conduites de révolulion,
doit rester de méme forme dans le cas d’un écou-
lement & deux dimensions. D’aprés Praxnrr [13],
elle dépend de la valeur du nombre de REYNOLDS

Uye
Ry = 2
v

(ot ¢ désigne la « rugosité de Nixv-

RADSE » équivalente de la paroi) et peut se met-
tre sous la forme générale?! :

u

— _—;71{— Log D —n Log- N

%€ /
— + Log oA + I ]1

v €

o7 |

u désignant désormais la vitesse moyenne en un
point et h étant une fonction inconnue destinée
4 tenir compte d’une différence éventuelle entre le
cas de la conduite et celui d’'une paroi indéfinie.
D et n sont des constantes dont la valeur dépend
du régime dans la couche limite déterminé par
la grandeur de R, (voir tableau I). & est une

1. Par la suite, nous désignerons par Log les loga-
rithmes népériens et par log les logarithmes vulgaires.

consltante universelle dont la valeur est voisine

de 0,4,

On en déduit

= - [—Logn+h()-—h{(n] =[(0)

aleur qui, reportée dans 'équation (7), donne :

d .
,,,,,, ~{3u, (u, ¢y -
r

d:

, Lo duy
Wy Cy —{ 1 .))
Uy )1 -+ ¢, du ix (

II::.‘,2 —

ot I'on a posé

e= [Trmdn eo= [T dy
0 J O

Admettons que u; soit une fonction connue de
z, caleulée suivant la zone que Uon étudie par une
des méthodes décrites au chapitre premier, para-
graphe I, Posons alers

u,

k— ==z

Iy
LogD'=LogD 4+ h (1)
ce? gltnfn  e#

8 == —— I{*” == "T)',‘v”—' —;“— " (10)
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/ ! iz
. . duy, dz
On se propose de former une relation : [ [ u,z, —L, =03
: \ dv > dz/
u; et L ¢tant des fonctions connues de z, f= 0 est une relation différentielle entre z et a :

o

une fois intégrée, elle fournira la valeur de z (x), d

tribution des vitesses de chaque point.

1ot 'on deduna celle de uy (x) qui définit la dis-
© oy

A cette fin, reportons les valeurs ci-dessus dans (9); il vient

. 5 OF ke. ke, dz ez du
Aupr—m = u?—| z—|[14+n4 =2 —2 2zt = duy [
! 1 z”[ ( A 1 ) + ¢, t 1) "dx '

avec

A=

C’est la relation cherchée.

3—{«11 (")—{—11)]
o tdx

(1D

K= DY
¢, gl+n

Nous discuterons plus loin des conditions aux limites & imposer a cette cqua’uon, mais ménie

dans le cas le plus simple ot 'on se place loin :

Pintégrer.
rons étre suffisant en pratique.

II. — Valeur des constantes D', ¢; et c..

Pour mener les calculs numdériques a leur
terme, il est nécessaire de connaitre DY, ¢, et c..
Une premiére évaluation en est fournie en sup-
posant que la loi de distribution des vitesses
dans la couche limite est la méme (ue dans un
tuyau en régime uniforme. Alors

h{p) =0 D= D
1 o =
/ (:]::7\“_#2’0

f ) =

~—]~ Log« « kco= =~ #5
{ ; k

Certaines expériences sembleraient indiquer, &
premiére vue, des valeurs différentes de D’ et de
¢, dans la couche limite. En réalité, une discus-
.sion détaillée qu’on trouvera 4 l'annexe I, mon-
Ire qu’il n'en est rien; pour les valeurs du nom-
bre de REYNOLDS réalisées, ces résultats ne per-
mettent pas, aux erreurs d’expérience prés, de
mettre en évidence un éeart entre les lois de dis-
tribution de la vitesse dans la couche limite en
écoulement plan et dans une conduile : nous
adopterons donc par la suite les valeurs précé-
dentes et les résultats expérimentaux relatés dans
la deuxiéme partie justifieront encore cette ma-
niére de voir.

L’équation (10) s’écrit alors
Aup—r =2z — (34 n) + 2

er 253

+':‘ iy d [@+n)z—2

24+ n1 12

Paval sur un radier plan, il n’est pas possible de

Nous nous contenterons de Pétudier en défail pour z assez grand, ce que nous montre-

avee
A LV ])

s v

Al =- —

Dans le cas général, u; (x) sera déterminé grace

4 I'une des méthodes décrites ci-dessus et Péqua-
tion (12) pourra étre intégrée numériquement.

III. — Etude de la couche limite turbulente
sur un radier plan, loin de la créte.

du e
Dans ce cas, u, 1 == g sini el i est constant.

L’équation (12) s’écrit alors :

dz
—1
2+n)z ]dh”c

du;, u, et (22— (3 +n)z -4 224 n)j
dz = Bzitrp2—rn—e [(84n)z2—2(2+n)z]
(13)
ou :
B _ A _ Je2—n viD
gsini et gsini

I’étude détaillée des courbes intégrales pour
les différentes valeurs de n est .donnée & l'an-
nexe II; on constate en particulier que toutes les
intégrales admettent une solution asymptotique
commune dont elles se rapprochent trés rapide-
ment; nous avons déja rencontré les mémes cir-
constances au chapitre TI, dans le cas de la cou-
che limite laminaire, et & Pannexe I dans le cas
de la couche limite turbulente le long d'une
plaque plane lisse plongée dans un courant uni-
forme. M. ComoLET [14] avait démontré le fait
pour la couche limite dans un convergent de ré-
volution; il est d’ailleurs possible de transposer
son mode de caleul au probléme qui nous occupe
(annexe III). I1 semble donc qu’il y ait 14 une
propriété trés générale; dans une publication ul-
térieure, nous nous attacherons a préciser ce
point. Le probléme peut é&tre énoncé mathémali-
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quement comme suit
différentielle

: étant donné une équation

du, _ [(z)

dz g (1;2)

possédant a Uinfini une singularité isolée, recon-
naitre les classes de fonctions f et g (supposées
suffisamment réquliéres) pour lesquelles le fait
mentionné « lieu. Une fois ce résultat obtenu, il
reste a reconnaitre que les lois physiques pro-
posées pour la distribution des vitesses condui-
sent ¢ des fonctions f et g entrant dans les clas-
ses Inises ainsi en évidence.

Dans le cas présent, quelles que soient les con-
ditions initiales, on peut alors adopter cette so-
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point initial. Son expression, & des termes en z—3
prés, est :

Um— " = ]'—2 Dmrer (1 +ayz—t + a2z (14)
ol

\ ay == -— ‘:; (6 —n)

? Ay == —;—‘_— (2—n) (71— 2n)

Le tableau I résuine les valeurs des constantes,
suivant la nature du régime, fonction de la va-
leur de :

lution asymptotique comme approximation de la LR N L I
solution exacte, suffisamment loin en aval du Ty v oz
TABLEAU 1
REGIME VALEUR DE R, n D a, a,
Lisse L. . .. ... .. R, < 5,08 —1 9,01 | —2,8 4,32
De transition T;............ 5,08 < R, < 14,1 0 46,04 | — 2,4 2,24
De transition T,............ 141 <R, < 70,8 0,282 99,17 -— 2,29 1,85
Rugueux R................. 70,8 < R, 0 29,66 | — 2,4 2,94

L’équation (14) fournit la solution du pro-
bléme. On peut la mettre sous une autre forme
en faisant apparaitre 8

1% = %g dsini [z 4+ a; -+ ayz—1] (15)

ou encore sous forme sans dimension

2 k2 h
~~~~~~~~~ — = Z 4y - ap ¥ 16)
H sini 3 Tata (

De méme, en faisant apparaitre

R — wh ‘1113
v 2 qv

5 sin{ Lo .
R = 2D Ryl+n e? (22 4 a2 + a,) (17)

A cause de la présence du facteur e?, I’équa-
tion (14) montre que z varie peu pour d’assez
grandes variations de z;. On a donc sensiblement,
d’aprés (16)

ds ds 1

dh = dx sini

k2 1
sini z-+a,-+a, z71

2
b

Pour z=28, ce qui est une valeur moyenne,
ainsi que nous le verrons plus loin

ds

# 0,008
dx

La divergence de la couche limite est tres fai-
ble, de T'ordre de 0°30". On s’explique bien ainsi
que la distribution des vitesses puisse y éire
voisine de celle du régime uniforme.
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On trouve alors

~-— en régime L... Ry<T 5,08 z> 6,75
— en régime T, .. Re<< 14,1 z>59
— en régime Ty.. Ry < 70,8 z>4,1
— en régime R, si Ry <100 z> 3,84

in se placant dans les condilions les plus dé-
favorables, z est encore grand devant 'unité pour
R, <100. Sauf pour les parois trés rugucuses,
cela justifie le fait d’avoir utilisé la solution (14).

Par conséquent, la seule connaissance du nom-
bre de ReynoLps de transition fixera la position
du point de transition, la forme de Ia couche li-
niite étant définie en aval. Réciproquement, impo-
ser au point de transilion une relation physique
entre la couche laminaire et la couche turbu-
lente revient & fixer ce nombre de REYNOLDS.
L’indépendance de la forme de la couche limite
vis-a-vis des conditions amont étant un fait treés
général d’aprés ce que nous avons vu préeédem-
ment, c¢’est méme peut-étre 14 la raison pro-
fonde de la fixité constatée du nombre de ReY-
NOLDS au point de transition. Il semble que cette
remarque n’ait pas été explicitée antéricurement.

Une autre difficulté se présente lorsque 'ali-
mentation n’est pas parfaitement calme ou lors-
que la rugosité (répartie ou localisée) est forte
au voisinage de la eréte : Ia couche limite peut
devenir turbulente dans une zone ol les caleuls
précédents ne sont pas valables. L’expression de
u; (x) n'étant pas connue, il nest pas possible
de faire une théorie générale; cependant, de tout
ce qui précéde, il semble bien résulter que 'évo-
lution de la couche limite dépendra peu des con-
ditions initiales que nous Iui imposerons pour
le caleul. En faisant par exemple Phypothése rai-
sonnable 8; == ¢, on trouve, Capres Péquation (10),
Z, 8 et uy; désignant les valeurs initiales de z, 3
et u, :

— en régime L.... ;= z. =210

¢ ~ et P ¢
~~~~~ cen régime T, . T 1 z; == 3,84

.. kroesi S, o
— en régime T,.. = —[ =] =1 z; == 3,39

— en régime R... —=1 z; == 3,39

VI. — Similitude de la position
des points critiques.

Il s’agit dans ce paragraphe de comparer la
position des points criliques sur un protolype et
sur un modeéle en similitude de Froupe au 1/v.
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Nous désignerons les grandeurs se rapportant
au prototype par des lettres accentudées.

Il est assez délicat de faire un exposé général
de cette similitude, car la nature des écoule-
ments au point critique dépend des valeurs des
nombres de REynoLps R, et R/, or:

R, _u, ¢ =z

R. i ez

en supposanl que v==v"

A priori, on peut dire que z est assez peu dif-
férent de z puisque nous avons vu que z varie
peu avee ¢; u’y serait voisin de p'/2u, si le mo-
dele suivait la loi de similitude de FrROUDE. Si
¢ est voisin de &, R’ sera done voisin de v/2 R,.
Le régime d’écoulement du prototype sera sou-
vent différent de celui du modéle, et en général
plus rugueux. Suivant les valeurs de p et de
¢'/¢, toutes les combinaisons de régime deux a
deux sont possibles.

Supposons tout d’abord le modéle et le proto-
type en régime lisse. L'équation (26) permet
d’écrire

0,4803 (= — 2) :low% =3 togw

F4

7

3,13 l()g Wo= ur,

Dapres (17) et (24) :

N (a4 ay) 2 —1) -Jz/:;
" otz ay) (1)
Y it

I sur le prototype sera toujours plus grand
que wh, mais la différence sera d’autant moins
grande que :

1° ug, sera plus petit, donc p. plus voisin de 1, ce
qui est évident;

2° z sera plus grand, c’est-a-dirc que h sera plus
grand au point critique.

L’équation (16) donne alors

Y, _h_’ ;/(.7._’ -+ (11z,~{~ as) — <] 1wy, I \)
Y. h z(z? 4+ a2 + a)

. z

Y , est done inférieur a »Y,. Remarquons encore
que :

11,1 o F _ ]/2“1 N _1__}111_ '..“]
u]_“\/h A ™ _
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L’utilisation pralique de la formule (14) est
assez mal commode. On peut encore I'éerive

zloge + log (21" 4z~ 1 q,z—1—n)

La variation du premier membre est presque
linéaire dans un large domaine de variation de z.
Pour 7 <z <15 par exemple, on pourra dégros-
sir les caleuls par les formules d’interpolation
suivantes :

REacmvie 1. :

- e - 1
0,5274 z = - 1,8524 - log L
v g sin i
—= maximum == 0,9 % pour z==7 (18)

i

Il faut cependant prendre garde que

Aes

7 Az
]
E2t

= U
& AN

= 6,3 %

On voit pourquoi la formule (18) doit étre uti-
lisée avec précaution, en ee qui concerne par
exemple le calcul de % par la formule (10). Tl
faudra de préférence appliquer Péquation (16).

Recive T, :

0,4860 z == 0,1848 + log —— (19)
s gsini
Az . — -
= maximum = 0,7 % pour z =
Recme T, :
0,4741 7 == 0,4152 T g9
cgsini
Az . SN -
= maximum = 0,57 % pour z ==
Recivr R :
0,4860 7 = —— 0,3758 - log —=__ 21)

egsini

Az . N o
— maximum == 0,7 % pour z =7
z

Remarquons enfin que le débit ¢ par unité de
largeur est donné par

[} §
q = / wdy 4+ u, (Y —38) = u,Y —/ (; —u) dy
At 0

car on commet une erreur trés faible en suppo-
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sant que la valeur de u est donnée par une loi
logarithmique jusqu’a Ia pavoi [15]. Dol

. ke ' ‘I
q=UY =, LY» by =y | Y e —
si U désigne la vitesse moyenne.
IV. — Position du point critique.

Nous aborderons maintenant I’étude de la no-
tion de point critique, qui constitue peut-&tre no-
tre apport le plus original & la [héorie. En ce
point, la couche limite atteint la surface libre et
Iaspect méme de I'écoulement se trouve profon-
dément altéré. Nous nous proposons la détermi-
nation théorique de la position du point critique,
et il semble opportun de signaler dés maintenant
que la concordance de nos prévisions avee lex-
périence se trouve étre des plus satisfaisantes.
Pour des débits trés faibles, le point critique
pourrait théoriquement étre situé dans la zone
de la créte; néanmoins, les applications traitées
dans la seconde partie montrent (ue, en prati-
que, il se trouvera toujours situé dans la zone
a faible profondeur; les calculs qui suivent se-
ront faits dans celte hypothése.

Ecrivons que la profondeur Y, de I'écoulement
au point critique est égale 4 3; les valeurs de
iy, Y, h el z sont alors définies par le systéme :

1, = \2gh

knoer g

Y == gl 99
CTETD T T (22)
1 ‘
g=u Y, (23)
9 \,2
R (16)

Hsini Y,
Unc ou deux des trois dernieres relations peut
d’ailleurs étre remplacée par une de leurs com-

binaisons telle que (I4) ou (17).

De (22) et (23), on tire aussi :

q 1 . ; Y
L= Ry e (2 1 24
v T R ) @b
(qui détermine z en fonction de ¢ lorsque
n=--1).

L’équation qui lie z au point critique & ¢ s’obtient en éliminant u, et R, entre (24), (17) et (14) :

(22 4 ayz + a)'+» (z-

=3 (1-n)

x
@

J2—nDs /s q N2 / v2 Nt-bn
|
= - e

Hitn Ly \ehgsini)
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Le premier membre de cette équation est équi-
valent pour z grand & e% z1—2 avec 1 — 2n > 0;
z augmente donc avec ¢, mais varie peu dans
un large domaine de variation de g car e croit
trés vite avec z. Dans ces conditions, (16) mon-

tre que

h i A
Y, augmente lentement avec q; de méme
(14) montre que 1y, done i, augmentent lorsque q
croit; le point critique se déplace vers Paval lors-
qu’on augmente le débit sur un coursier donné.
On explique ainsi le fait, &4 premieére vue para-
doxal, que l'eau blanche puisse apparaitre sur
un ouvrage a4 débit donné et ne pas apparaitre
lorsque le débit est augmenté, quoique les vites-
ses réalisées soient alors plus grandes. Il suffit
pour cela que le point critique ne soit plus situé
sur le déversoir dans le second cas.

La formule (25) étant peu pratique & manier,
on peut, comme précédemiment, chercher des for-
mules d’interpolation pour 7 <z <15.

Ricive L. (25) §’éerit

et (z—1) = <DL
v
remplacé par
0,4803 z = 0,0814 - log -L- (26)
v .

Az .
—~ maximum == 0,57 % pour z =17

REGIME Ty — (25) s’éerit

B2z 4224 KD g
3 5 & gsini

z v

remplacé par

q 2 \,2
1,362 z — 3,307 - log (T) g s @7
gv S

Az . -
> maximum = 0,3 % pour z =17

RecimMe T, — (25) s’éerit

e (22— 2,29 z + 1,85)1,282

23,846

o Jc1,718 3 ( q>1,7]r8 ( ve ‘\1,282

v & gsini )

(z — 1)L718

51,282

remplacé par

1,342 z = 4,605 - log <_9’_>1'”8 < v2 >1.:>s:
v

efgsini

Az .
- maximum = 0,26 % pour z =17

ReciMe R — (25) s’éerit
2__9 2.9 2R} 2 s
er 22 R AR gy DTV
z3 5 v,/ & gsini
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remplacé par

2 v2
1,362 z == 2,7340 - log (L) —X — (29)
v v g sint
Az . -
—= maximum == 0,3 % pour z=1717
V. — Discussion des conditions initiales

de la couche limite turbulente.

En général, le régime, laminaire & partir de
la créte, devient turbulent & 'aval; il faudra ta-
tonner pour savoir quel est le régime qui s’établit
alors et, pour cela, examiner la maniére dont se
fait le passage de la zone laminaire & la zone
turbulente.

Cette question est complexe et encore mal
éclaircie. La transition a lieu sur une certaine
longueur, mais comme on ne connait pas les lois
du mouvement dans cette zone, on est amené,
pour la commodité du calcul, & supposer qu’elle
se produit instantanément en un point, dit point
de transition. Dans le cas d’une plaque plane
plongée dans un courant de vitesse uniforme uy,
la distance a; du point de transition au bord d’at-
taque est caractérisée par la valeur du nombre

Uy 2y

de ReyNoLns R, = , qui est comprise en-

tre 105 et 106 [16], [17].

Dans Pétude ci-dessus, nous avons renconiré,
comme nombre de ReyNoLps fixant la position
uh .

v
D’ailleurs, si le radier devient plan en un point
ot la charge h, est faible

d’un point sur le coursier, Pexpression R =

h="h,-+axsini#xsini
et R =R, sini.

L’expérience seule permettrait de fixer quelle
est Pexpression du nombre de REYNOLDS qui dé-
termine la position du point critique et quelle est
sa valeur.

Ceci étant précisé, il resterait & donner la re-
lation entre la couche laminaire et la couche tur-
bulente au point de transition, autrement dit la
condition initiale 4 imposer a la couche turbu-
lente. La multiplicité méme des hypothéses pro-
posées montre qu'aucune d’elles n’est trés satis-
faisante [18]. Trés heureusement, on peut voir
que, dans la plupart des cas, z sera grand devant
Punité au point de transition, c'est-a-dire que la
forme de la couche limite en aval ne dépendra
pratiquement pas de cette condition initiale.

Pour le montrer, utilisons Véquation (17). On
obtiendra certainement des valeurs trop faibles

de z au point critique en y faisant R = 107 sin i
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et que

Ry ) z ¢ b/ SN 4 A

R, i, z = \ 3 z ¢

Si R, tiré de cette formule est inférieur a 5,08,
le régime sur le prototype est effectivement lisse.
Sinon, considérons un prototype de rugosité fic-
tive ¢’; telle que la condition ci-dessus donne juste
R’ = 5,08. La rugosité réelle ¢ sera supérieure &
¢; et la formule (27) montre que z’ réel sera in-
férieur a z’ fictif, ce qui, si Pon veut, peut se tra

’

. .. . h , .
duire par une diminution de p.. ' réel sera in-
. 1

férieur a fictif et tendra done & se

rapprocher

de la valeur p.

Examinons encore le cas ou modéle et proto-
type sont en régime rugueux et posons

Sauf précautions spéciales, v, sera différent de »
et lui sera en général inférieur. De (29) on
tire :

1,363 (2 — z)

7 ez =992 ]()0 — == oug

iyt

Comme ci-dessus, on peut écrire

o 2 up
— =y | I =4 ..

h 3 z
. - -
Y'e " L
Ye 3 0z !
/' — ‘) ]
Ry e uy | 1 — 22
’ i 3 =z

La similitude de FROUDE sera réalisée dans le
seul cas ont v == p,. On aura alors :

R
=y B/2
i ‘

Lorsque v, sera inférieur &
précédentes restent valables :

u, les conclusions

> vh
Ye <uYe

Il serait vain d’écrire les formules pour toutes
les combinaisons possibles de régimes deux a
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deux, car les conclusions dépendent enticrement
des valeurs relatives des rugosités du modele et
du prototype. Il faudra faire le calcul dans cha-
que cas d’espéce. Les caleuls précédents montrent
cependant que la similitude de FROUDE est & peu
prés vérifiée lorsque p n’est pas trop grand. Et
c’est la seule conclusion générale a laquelle abou-
tit I'étude précédente. ‘

VII. — Evolution du mouvement en aval
du point critique.

Au point crilique, la turbulence est généra-
lisée dans toute la hauteur de I'écoulement. Si
Peau blanche ne se produit pas, la répartition
des vitesses va continuer a4 se modifier vers l'aval
pour tendre vers le régime uniforme lorsque la
paroi est plane; nous nous proposons d’étudier
cette évolution.

Dans le cas le plus fr cquent ol le point cri-
tique est situé dans la zone a faible profondeur.
les hypothéses de la couche limite seront appli-
cables en aval 4 la hauteur totale de V'écoule-
ment. Comme il n'existe désormais plus de noyau,
la relation intégrale de von Karman doit étre uti-
lisée sous la forme (6) ot p; =0 et Y =2. Si la
loi logarithmique de distribution des vitesses con-
tinue & étre vérifiée, on trouve ainsi :

du
W2 =gV sini—Y (t; — ty €)=
dx
—!— — [Yu{ (11 €y ~— Uy C5) !

Si i est constant, on voit bien qu'un régime
permanent s’¢tablit et que uy tend vers sa valeur
normale 11y, == \/(]S sin i, correspondant a la
profondeur Y, de ¥ ¢coulement uniforme.

Désormais, les couches supérieures ne sont
plus en régime uniformément accéléré; la rela-
tion nécessaire pour définir u; est alors lequa—
tion (24) qui exprime Pinvariance du débit uni-
taire. Par différenciation logarithmique, on en
déduit :

dz 1 (z—1D (1 4 n) duy 31
dr . z da e

Ce calcul n'est pas valable en régime lisse lors-
que n==-—1; mais (24) montre qu’alors
constant en aval du point critique, par c
quent (31) est encore vérifié,
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Reportant dans (30)

N .. A\
Uy == ]_(1 K((] sin i —- [*—2z 42— (1 +n) (z—2)] }
<liminons w, entre (32) et (24); il vient pour n s —1
1 2
Je2—n )5 gy 1 e - ‘L]V)w_ /A IR - 2— U +4n) (z-—2)] dz — (3
b (1-n) eIEN (»— — ] — . (-— . gln - (~ J— ]) (] ,_i_ n) dfl:

qui définit Pévolution dc z en fonction de .

On voit que la
uniforme vérifie :

valeur de z pour le régime

D 2 Nl
[ e (e 1)
y Lebgsini,

k2
(33)

ainsi qu’on aurait pu Pétabliv direcltement, quel
que soit n.

Le sens de variation de z en aval du point cri-
tique dépend du signe du premier membre de
Péquation (33) au point critique; s’il est négatlif,

z décroit, done u, croit; d’aprés (25), suffit
pour cela qu’au point critique
z2>0 (0 +ayz—" - ayz?) (34)

La discussion du paragraphe V monlre que’

‘cetle condilion sera remplie en régime L et T,
et le sera aussi en général dans ]os régimes T,
et R.

I’¢quation différenticlle du mouvement peut
~aussi s’exprimer en fonction de Y. Prenons pour
cela la dérivée logarithmique de :

1 duy

u « dx

L 1 dy

1 dz
Y de Uz

D’apreés (31) on trouve, quel quo soit n :

ddy 1 =40 du, ar
Y ax T u, e a0
Reportons cette expression dans (32)
q* k1 . gt 1 dY —
g (z—1)°Y° s q Y?(IQT( Pet
(36)

En régime lisse, z est constant en aval du
point critique et cette équation définit 1’évolu-
tion du mouvement. Dans tout autre régime, z

est variable; cependant Ia comparaison de (33) et

=

de (25) montre, & cause de la prépondérance du
terme en e®, que la valeur de z varic peu entre
le point critique et le régime normal. On pourra
donc diviser Pintervalle d’intégration en sections
ol z sera sensiblement constant, et utiliser encore
I'équation (36).

D’apreés (16) et (23), au point eritique
q> k2 1 s (0 azd
e T =8N
g (z—1? Y¢ z
et le premier membre de (36) est négatif si (34)
est vérifi¢ au point critique.

“n conclusion, lorsqu’il en est ainsi, en aval
du point critique, ny croit alors que Y déeroit
ainsi que z.

+ az—2)

Posons, suivant Phabitude

2
€ == Yu;-:; Ty == "'(w]_.f Uz
q C2
¢'est-a-dire !
g k2

C2 (z--1)2
L’équation (36) s'éerit avec ces notations
Y,.* dy |” o
sin g -— v =y Y (] z—2 -+ ...)—
z étant grand, 1 -~ z—2 est peu différent de 'unité
¢t on reconnait l’équz’ttion habituelle du mouve-
ment graduellement vari¢ dans un canal ires
large, lorsque e mouvement est fortement tor-
rcntio] (i remplacé par sini, cosi négligé devant
Y.h
Y’
tenir cette équation, on fait ¢galement hvpo-
thése de la répartition hydmslnthuc des pres-
sions et que 'on peut appliquer ensuite le théo-
réme des quantités de mouvement. On est cepen-
dant amené & faire certaines hypothéses sur la
nature de la perte de charge et a négliger I'iné-
gale répartition des vitesses dans la %echon no-
he calcul, plus détaillé, montre que ce mode de
raisonnement est tout a fait justifié

). On pouvait s’y attendre puisque, pour oh-

Intégrons (36) en supposant z constant. On voil que Y tend vers la profondeur normale définie

par : Y5 =
. Y.> . ‘1 Y, -
dolt ¢ —2— (1 4+ z-2 4+ . ))] — 1 0g
Y, sin i ’ ' 8 ¥, —Y)¢
1.

Y.2g
C2sin i
Y

9
T
C2sini
1

TToare g
NE e tg

i

Aucune confusion nwest possible entre le coefficient ¢ de Chézy introduit ici et la courbure C(x) du coursier.
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Nous avons vu que z, done Y, varient peu entre
le point critique et le régime normal; cherchons
donc une formule pratique en posant

Y=Y, 4

Développant dans (36) et intégrant, il vient

F () — — 0.7675 log « 1= X % L & %
(%) 675 log » 3 9 + 27 108
4= Y,2sini

= X 3 + K @37

Y, 4 z2 00 ‘
oll K est la constante d’intégration dépendant des
conditions initiales. La courbe représentative de
F (») est donnée figure 3.

REMARQUES

1" uy croissant en régime lisse 4 partir du point
eritique, si le régime uniforme est lisse, on
est certain a priori que le régime est lisse
au point critique.

2° En régime lisse, z est constant en aval du
point critique. Pour les autres régimes, sa
valeur limite est définie par (33). Les au-
tres grandeurs caractéristiques du régime
normal sont alors données par

BLANCHI JaxviEnr-Fevaisr 1952

3" On peut présenter sous forme synthétique
I’ensemble de I’¢tude nécessaire pour dé-
crire completement la mise en régime de
Peau sur un déversoir suivi d’un radier
plan a forte pente.

1. — ZONE DE LA CRETE, — L’étude classique
par la mécanique des fluides parfaits fournit la
valeur de la vitesse & la paroi n, (x). Les équa-
tions (8) ou (12) définissent respectivement I'évo-
lution de la couche limite laminaire ou turbu-
lente.

1I. — ZONE A FAIBLE PROFONDEUR. - La vi-
tesse a la frontiere de la couche limite vérifie
duy

u, =g sini. En général, la couche limite

dx
devient turbulente dans cette zone. Le mouve-
ment est défini en aval par I'équation (13), que
nous avons monltré élre pratiquement vérifié par

(14).

III. — PoinT crITiQUE, — Ce sera en général
dans cette zone que la couche limite atteindra
une hauteur égale & la profondeur de I'écoule-
ment. Les équations fournissant la position du
point critique sont ¢tudiées au chapitre III, pa-
ragraphe 4. L’eau blanche est susceptible de se
produire au point critique; nous tenterons dans
la troisiéme partie d’établir le critére qui déter-
mine son apparition.

| _ P, 1V. — EN AVAL DU POINT CRITIQUE. — Lors-
- ifoZ.ﬁ’l‘l_} ) que Peau blanche n’apparait pas, I’évolution du
a1 mouvement est étudiée au chapitre 11, paragra-
_ phe 7. En général, la profondeur décroit et tend
Y, = —F (38) vers la profondeur du régime uniforme. Les
g smt applications présentées dans la seconde partic
u q préciseront d’ailleurs ces différents points.
1 EY
W=y < L
k + Y, (A suivre))
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