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governing ln general

Quelques résultats nouveaux
concernant la régu lation des turbines

et des installations hydrauliques en général
(Application de quelques propriétés nouvelles des critères d/Hürwitz)

Some new results concerning turbine

and hydraülic installation

l'AIt It. ]\LI{;YER
IN{ij::NIEUH AUX {:TABLISSE;\JENTS .i':EYHPIC

Gràce à quelques résultats nouveaux concernant
la méthode d'Hürwilz, nous avons <-pu dégager
des résultats nouveaux concernant la régulation
des turbines ct des installations hydrauliques.
Deux points sont particulièrement importants:
1. La notion de colline d'amortissement;
2. Vne étude préliminaire des installations mu-

nies de cheminées d'équilibre.
COLl~INE D'AMOI\TISSEMENT. - Les régulateurs
classiques ont 2 ou il paramètres principaux.
On considère le plan de deux de ces paramètres.
Pour une installation donnée, on peut associer
à chaque régulateur, c'est-à-dire à chaque point
du plan, un amortissemcnt. Cet amortissement
porté en cote permet de définir la colline
d'amortissement de l'installation. La base de la
collinc est la limite du domaine de stabilitl',
son sommet définit un régulateur optimum pOUl'
l'installation donnée. Nous avons pu trouv{'r la
colline dans tous les cas classiques où on ne
connaissait pratiquemcnt que la limite dc sta­
hili té.
I:O<STALLATIONS MUNIES DE CHE~IIl';I~E D'I~QUILlBI\E.

- L'étude des installations muni cs de cheminée
montre que la section de 'l'homa n'est pas un
eritère de stabilité. II peut y avoir des instal­
lations stables, avec une section plus faible el
inversement *. Le rapport s entre la section
effective de la cheminée et la section de 'l'homa
earae!érise par contre la difficulté (ct non la
stabilité) du réglage. Cette diifieulté peut être
parfois insurmontable. Par ailleul's, si s < 1, il
Y a toujours instabilité aux faibles débits.

* Ce résultat a été déjà trouvé expérimentalement par
divers auteurs, en p~.lrticulicl~ EVANC<ELISTI. (VoÏI' Rncrgill
FieU riea, 5/50.)

WilIt Ihe Itelp of some new resulls conceTltlny
Ihe l1iirwilz mell1Od, il lws became possible to
obtain new reslJ.lIs concerning tIte govel'lliny
vf turbines and Itydraulic installations. Two
points are of particular imporlance.
1. The notion of tIte ;; damping hill";
2. The preliminary sUuly of installations equip-

ped with surge tanks.
DA~IPIl';G HILL.-Classical type governors have
two or tItree main paramelers. The plane of
two of tItese parameters is considered. For a
yiven installation, a dalllpil1g can be adopted for
each governor, i.e., each point of the plane. lt
is tlms possible to plot tlie contoars of the
damping hill of the installation on tItis plane.
The seat of tIte Itill is Ihe boundary of Ill"
slabilily dOlllain and ils lop de/Ines an op­
timllln governor fol' a giuen inslallation. ln
all eases of a classical nallJ.re, il llJas possible
to plol lIte Mll even tllOllyh lIte slabilily limils
were practically the only dala known.
INSTALLATIO:O<S EQUII'PED \VITH SUllGE TA:o<Ks.-The
study of installations eqnippcd with SlJ.rf/e tanks
shows tlzat :1'11Oma's section is not a crilerion
of stability. lt is possible to have installations
with a sTnaller section which are slable and
vice versa'. The ratio s between the elfective
section of the -surfle lank and ThoJlla's section
elwracterizes not Ihe stability bnl Ihe diificulty
of f/overning. lt ma!! SOJlletimcs be impossible
to overCOTne this di/lieull!!. ln addition, if
s < 1, inslability always accompanies low dis­
charges.

• Thb rcsult has all'cady been found expcI'imentally
hy several authors, in particular, EVANGELISTI (sec Energill
m"'lriclI, 5/50).
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IL - Installation réglée il débit constant et comprenant une adduction par
conduite il coups de bélier (13) en masse, et un régulateur il asservisse­
ment permanent.

III. - Même installation réglée il puissance constante.

IV. Installation réglée il puissance constante avec un régulateur accéléro-
tachymétrique.

V. '.iême installation avec régulateur il asservissement temporaire.

VI. Installation réglée il puissance constante avec cheminée d'équilibre.

VII. Installation réglée il débit constant avec cheminée d'équilibre.

VIII. rnstallation avec coup de bélier d'onde.

IX. --- Conclusion.

INTRODUCTION

Le but de cet article est de donner quelques
résultats nouveaux concernant la régulation des
installations hydrauliques.

Ces résultats concernen t la dé termination en
première apppoximation des caractéristiques
principales des installations et des régulateurs
susceptibles de les régler convenablement. Pour
pouvoir énoncer des résultats assez généraux, il
faut que les hypo~hèses de départ soient suffi­
samment simples. Pour l'étude reproduite ici,
nous avons schématisé les installations et les ré­
gulateurs en adoptant des équations simples et
linéarisées autour d'un point de fonctionnement.
Nous insistons sur le fait que ce calcul ne peut
(et ne veut) donner que des ordres de grandeur
et des résultats approximatifs, valables dans le
domaine des hypothèses restrictives faites ici. Ces
résultats peuvent constituer la base d'une déter­
mination complète et définitive des caractéristi­
ques d'un régulateur. Cette détermination devra
se faire par une méthode appropriée (voir par
exemple réf. 4 *, § II).

Les résultats que nous exposerons ici son t de
deux espèces :

a) Discussion de la possibilité d'un réglage sta­
ble d'une installation donnée et au moyen
d'un régulateur d'un type donné; ,

* Les références bibliographiques se trouvent il la fin
de cet article.

b) Détermination des caractéristiques optima que
doit avoir un régulateur d'un type donné
pour régler « au mieux » une installation
donnée.

Cette deuxième partie nécessite la définition
d'un optimum de réglage * *. Nous allons expli­
quer la définition que nous adopterons.

D'abord nous rappelons que les équations de
départ simplifiées, qui seront la base de notre
étude, sont linéaires. Par conséquent, les mou­
vements des installations étudiées qui se dédui­
ront de nos équations seront des superpositions
de sinusoïdes amorties ou amplifiées du type :

9) +..
Nous appellerons ces sinusoïdes mouvements

élémentaires de l'installation.
Les nombres Al; A z · .. et 91; 92' .. dépendent

des conditions initiales; les nombres )'1' )'2'"

uniquement de l'installation et du régulateur. La
figure 1 montre un exemple d'oscillation d'une
installation.

Pour qu'une installation munie d'un régula­
teur soit stable, il fau t que les valeurs )'1; )'2' ..

soient toutes négatives (autrement l'amplitude

* * On sait que « l'optimum de réglage» est suseeptible
de définitions différentes suivant le point de vue auquel
on se place (voir Réf. 4, § II-l).
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Puissances

0 0 = ()

0 0> ()

CONDITIONS D'HuHWI'rZ

Il) Equation du 3" degré.

a;; 1/'0 + a2 pZ + al P + ao = () avec ([a > 0

Elles sont :

les conditions nécessaires et suffisantes pour
la stabilité sont les conditions d'HURWITZ.

possède les caractéristiques optima. En réalité,
ceci ne constitue dans la plupart des cas qu'un
optimum théorique. On verra souvent (par exem­
ple au S IV), que d'autres régulateurs donnent
en pratique un amortissement meilleur.

Pour obtenir la plupart des résultats publiés
dans cet article, nous avons employé la méthode
d'HuHWITz, qui convient Je mieux dans le cas
présent. Indiquons rapidement le processus de
calcul et les propriétés dont nous nous servirons.

Dans chaque cas particulier, nous conunence­
l'ons à chercher l'équation difIérentielle linéaire
donnant les oscillations de l'installation. Cette
équation permet de trouver l'équation algébrique
donnant les fréquences et les amortissements des
oscillati'ons de l'installation. Ces grandeurs inter­
viennent toujours ensemble par la combinaison
), + j w (w et ), sont une pulsation ct son amor-
tissement; j = Le nombre complexe
), + j west en général appelé p. Chaque instal­
lation munie d'un régulateur est donc caractérisée
par une équation « en p » qui s'appelle l'équation
caractéristique de l'installation. Les racines
de cette équation fournissent les fréquences et
amortissements des mouvements élémentaires.

Pour que l'installation soit stable, il faut donc
que toutes les pm·ties réelles des racines de l'équa­
tion caractéristique (c'est-à-dire tous les n soient
négatives. Si l'équation caractéristique est algé­
brique, c'est-à-dire de la forme :

temps

Puissance fournie par t'installation

-Puissance demandée par:le réseau

r Amortissement du
mouvement elementaire

_ _ le moins amorli-- --

1

1'-"
l "
1

FIG. 1.
La figure du has montre la déeomposition (très sehéma­

tiqlle) en mouvements élémentaires.

teur que nous appellerons par exemple tJ.. Les
variations de tJ. entraînent des variations des va­
leurs j,. La, figure 2 montre un exemple de
variati'Ûll.

Pour chaque valeur rJ., l'amortissement le plus
petit est seul intéressant (comme on le voit nette­
ment sur la figure 1); c'est lui qui donne le mou­
vement le moins amorti de l'installation. Dans le
cas de la figure 2, cet amortissement est (-- ),J
pour () ~ '"1. ~ '"1. 2 el (-- ),z) pour '"1. ~ tJ.2' Nous ne
nous intéress'ons par la suite qu'à cet amortisse­
ment le plus faible el nous l'appellerons c; demc
c = ------ )'1 pour () ~ '"1. ~'"1.2 et c = ~- )'2 pour 'l. ~ '"1.2'

La régulation est d'autant meilIeure que c est
granc1. On voit donc que les valeurs de 'l., telles
que tJ.1 ou rJ.2' sont particulièrement intéressantes:
elles donnent des valeurs de c maxima. Dans le
cas de la figure 2, nous appellerons la valeu r 'l.},

qui donne l'amortissement c le plus grand, la va-
(- /- J ~ amortissement

du mouvement deviendrait très grande au bout
d'un temps suffisamment long). Les valeurs
-- )'1; -- )'2· .. sont donc positives et s'appellent
amortissements. Comme elles sont fonction des
caractéristiques du régulateur, elles varient
avec celles-ci. Considérons un cas particulier
donné et agissons sur un pararnètre du régula-

ex

o avec ((1> 0

al a2 - aoaa > ()
h) Equation du 4" degré :

((1 pl aa p:: + a~ p~ + a] p + ([0

Elles sont :

aa > (); ([1 > (); 0 0 > ()

(- /-tJ -1----<-......­___ ..L- __
1
1

(- /-5 J'--.J-----­
(- /-2J-I-------

(){,

FIG. :!.

leur optima du paramètre. D'une façon géné'rale,
nous poserons par dé'finition (dans cet articie
seulement) que pour une installation donnée Je
régulateur qui donne la valeur c la plus forte

Nous nous servir-ons aussi d'une propriété re­
marquable des conditions d'HuRWI'rZ que nous
n'avons trouvée mentionnée nulle part. En effet,
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nous classerons les conditions d'HuHWI'1'z en
deux catégories entièrement différentes
1. Les conditions limitant efIectivement des do­

maines de stabilité;

2. Les conditions excluant en entier certains des
domaines déterminés par les oonditions
précédentes~

fini non nul (voir référence 3 B: méthode des
séparatrices). Le point M se trouve donc: soit
sur ao = 0, soit sur an = 0, soit sur U)"-l = 0;
Od »-1 = 0 étant donné par l'élimination de <ù

cntre :

an (ü-n - Cln--Z <.t}-n-2 == 0
ct :

C2

qui limite les domaines de stabilité de l'équation
du 4° degré, a tou}ours des points, lignes ou espa­
ces doubles à l'intersecHon de al = 0 et ([3 = O.
Les tangentes aux points doubles (ou plans tan­
gents aux lignes doubles, etc.), sont confondus si
((2

2 = 4 Go a4'

parties réelles négatives (voir par exemple réf. 3).
Montrons dans un espace particulier la dispo­

sition de courbes (fig. 3).
Les courbes Cl et C2 limitent effectivement

des domaines de stabilité et donnent comme do­
maines de stabilité possibles Dl ct D2 . La c'Cllirbe
C;l élimine le domaine D2 en entier sans être elle­
même limite d'un domaine de stabilité.

On peut d'ailleurs étudier d'une façon plus
complète les espaces d'HuHWITZ en général dans
l'espace des ai' Mentionnons simplement la pro­
priété suivante qui nous servira par la suite

L'espace :

FIG. il.

Souvent C:: == 0 coupe Cl == 0 ou C2 == 0 e.Il un de. leurs
points doubles.

Il n'y a donc que ces trois espaces d'HuHWITZ
q ni penven t limiter efIectivement des domaines
de stabilité; 0)"-1 est d'ailleurs le déterminant
d'HuHwrrz ayant (Il -1) lignes et (Il - 1) colon­
Iles . A priori, on pourrait donc croire que les
conditions an> 0; ao > 0; (0"-1> 0 suffisent
pour assurer la stabilité. II n'en est rien; il faut
satisfaire les autres conditions d'HURWITZ puis­
que leur ensemble est nécessaire et suffisant
pour que les racines de l'équation (1) aient leurs

Pour expliquer clairement de quoi il s'agit,
nous étudierons l'équation (1) :

(1) Gnpn + Gn _1P,,-1 + .. , GiPi +... ao = 0

dans laquelle les an sont fonctions de k para­
mètres Til" tels que Je < n + 1. (En pratique, les
paramètres Ti" sont les paramètres caractérisant le
régulateur et certaines grandeurs de l'installation
non complètement déterminées à priori, comme
la section de la cheminée d'équilibre.)

On détermine an pour que les ai ne soient ja­
mais infinis. A côté de cette équation nous con­
sidérons l'espace à Il + 1 dimensions dont les
axes portent les coefficients· ai' Cet espace sera
appelé « l'espace des ai ». Les points de cet
espace, qui correspondent à l'ensemble des va­
leurs des paramètres Tik> forment un sous-espace
il Je dimensions, que nous appellerons « l'espace
des 7':k ».

Les conditions d'HuRWI'rZ exprimées en ai

limitent des domaines de l'espace des ai' Les limi­
tes sont des sous-espaces à n dimensions, que
nous appellerons espaces d'HURWITZ en ai' Dans
l'espace des paramètres, il existera des sous-es­
paces d'HURWITZ en 7':k' On les obtient en cou­
pant les espaces d'HURWITZ en ai par les espaces
des 7':k' Toute cette description d'espaces ne sert
qu'à montrer qu'il suffit d'étudier l'analyse situs
des espaces d'HURWITZ dans l'espace des ai ct
que les mêmes dispositions sont valables dans
tous les espaces 7':k, quelles que soient les fonc­
tions :

Etudions donc la disposition des espaces
d'HURWITZ dans l'espace des ai' Partons du point
Al, qui se trouve à l'intérieur d'un domaine de
stabilité par exemple tel que ai = Cn' (C,,i sont lcs
coeftlcients du binôme; toutes les racines sont
alors égales à -1), et déplaçons-nous sur une
courbe r pour atteindre le poin t A2 défini par
ai = (- l)i Cni, qui se trouve en dehors des do­
maines des stabilité (toutes les racines y sont
+ 1).

Le point figuratif qui parcourt la courbe r est
donc sorti du domaine de stabilité et a trans­
percé au moins un sous-espace d'HURWITZ. Ad­
mettons que le premier sous-espace d'HURWITZ
ait été franchi au point M. En ce point, l'équa­
tion (1) a donc : soit une racine nulle, soit une
racine infinie, soit deux racines -+ j <ù; <ù étant
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Etudions maintenant les conditions d'optimum
défînies plus hau t.

Les conditions à satisfairc pour que l'équation
f (p) = 0 n'ait aucune racine à partie réelle supé­
rieure à -- c peuvent être déterminées de la façon
suivante

On pose

p=;t:-c,

d'où une nouvelle équation:

t (x - c) = g (x) = 0

Les conditions pour que R (p) < - c* sont
les conditions d'HuRWITZ de l'équation g (a::) = O.
Le comportement des installations avec leur ré­
gulateur, que nous étudierons ici, dépend d'un
certain nombre N de paramètres. Pour les cas
traités ici N ;;::'2. Nous fîxerons (N - 2) para­
mètres et discuterons dans le. plan des deux pa­
ramètres libres (qui est un espace 'TClc particulier).
Dans ce plan il existera, pour chaque valeur c
donnée, un certain nombre de domaines à l'in­
térieur desquels R (p) :( - c. Les courbes limi­
tant ces domaines ne se coupent évidemment pas.
De plus, si c augmente, l'aire de chaque domaine
diminue. Il existe un nombre c tel que l'ensem­
ble des domaines se réduisent à un ou plusieurs
points : soit Cmax ' Cette valeur Cmax. est alors
l'amortissement maximum qu'on peut obtenir
pour une installation donnée avec le type de
régulateur envisagé. Pour C > Cmax.' il n'existe
alors plus de domaine dans le plan considéré. Si
Cmax. < 0, l'installation n'est jamais stable. Si
Cmax. > 0, les cas intéressants sont ceux pour les­
quels C est compris entre zéro et Cmax. Si on porte
en chaque point du plan des paramètres et per­
pendiculairement à ce plan une longueur propor­
tionnelle à la valeur c correspondante, on ob­
tient une colline graduée en amortissement c
(voir par exemple fig. 4). Les courbes limites
des domaines R (p) :( - c sont les projections

,----C=C2

c= C1

c= 0

-///// '
C=Cmox

Lieux des points d'intersection
entre 2 conditions

FIG. 4.

* R (.... ) vcut dirc : partic réellc dc ...

des courbes de niveau de la colline sllr le plan
des paramètres. Nous appellerons cette colline :
colline d'amortissement. Les points intéressants
de cette colline sont les sommets. Ils donnen t
l'amortissement maximum, donc le régulnteur
optimum, d'après la définition adoptée dans cet
article.

Les seules courbes qui puissent limiter les do­
maines R (p) < - c sont (comme on a vu) les
conditions an = 0; ao = 0 eUv" -1 = 0 de l'équa­
tion g (x). Si C varie, un domaine peut se réduire
à un point, soit quand deux points d'intersection
d.e a o = 0; an = 0 et (Vn- 1 = 0 se rencontrent,
soit quand un domaine se réd.uit à un point dou­
ble isolé. II n'y a visiblement pas d'autre possi­
bilité.

On peut faire une discussion générale très in­
t{~ressante; nous pensons la publier ultérieure­
ment. Etudions ici seulement le cas du 4' degré
avec deux paramètres, cas qui nous intéresse
pour cet article.

Les intersections entre a o = 0 et (V"-1 = 0 sont
données par :

0 0 =0; a1 =0

Quand les points d'intersection se rencontrent,
on a :

((/1 = 0; a;, = 0 est le point double de (V"-1 = 0).
l'équation en x, et par conséquent celle en p, a
une racine triple. Il en est de même pour a" = 0
ct (V "-1 = O. Dans les cas étudiés par la suite,
les paramètres seront choisis de telle sorte que
(V"-1 = 0 soit une courbe unicursale. Si les
tangentes au point double de 0),,-1 = 0 se con­
fondent, on a (comme mentionné plus haut)

4 a o a4 = a/; al = 0 ct aa = 0

L'équation en x, et par conséquent celle en p,
a alors deux racines doubles.

On voit que dans le cas de l'équation du 4' de­
gré avec deux paramètres choisis comme incli­
qué plus haut, les optima sont donnés soit par
les conditions de racine triple, soit par les con­
ditions de deux racines doubles. Pour cette
dernière, il faut en plus que ces racines soient
complexes conjuguées, donc que a.l a2 < O. Cette
condition est toujours remplie dans le domaine
de stabilité. La limitation entre ces deux cas se
fait par les conditions de racine quadruple qui
donnent une relation entre les deux paramètres.

.Tustifîons également le choix des exemples
trai tés ici. Les installations hydra-électriques.
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sont réglées à puissance constante (c'est-à-dire
corrélati vement à fréquence constante). Le ré­
glage dynamique et statique doit être aussi par­
fait que possible; on emploie les régulateurs accé­
lérotachymétriques ou les régulateurs à asser­
vissement temporaire. Les installations d'adduc­
tion d'eau et d'irrigation sont réglées à débit

constant (et corrélativement à charge ou niveau
constant). Souvent leur réglage ne nécessite pas
une très grande précision; on se contente en
général d'un régulateur à asservissement per­
manent.

Il serait évidemment facile de traiter d'autres
exemples de la mémé' façon que eeux traités iei.

II

INSTALLATION RÉGLÉE A DÉBIT CONSTANT ET COMPRENANT UNE ADDUCTION
PAR CONDUITE A COUPS DE BÉLIER EN MASSE ET UN RÉGULATEUR A ASSER­
VISSEMENT PERMANENT.

Description de l'installation (fig. [)). -- C'est une
station brise-charge telle qu'elle est utilisée pour
l'adduction d'eau des grandes villes (par exem­
pIe: Tunis). Elle sert à délivrer le débit demandé
par l'aval avec une charge 00rrespondant au plan

- Condur/e b coup de bêlier en masse

En plus des symboles définis sur la figure 5,
on a :

g = H,81 m/see2 ;

KI = coefficient de perte de charge de la con­
duite;

K = coefficient de débit de ]'obtur~lteur:

y = ouverture linéaire de l'obturateur.

Linéarisons cette équation en posant

L ~llqt- __ 2 KI Q(l q = 2 K Q(l q 2 K Q02 y
fi 0'] \.' ·Y·02 --, - y(/~ -- -,-

Y=YoQ=Qo+q

FIG. 5.
Schéma d'une station brise-charge.

Compte tenu de :

et en posant :

pourcentage de la charge totale dissipée dans
l'orifice,

y. =

d'eau dans le bassin à niveau réglé. Sans la sta­
tion brise-charge, la charge sur le réseau d'ad­
duction serait donnée par le plan d'eau de la
retenue; celui-ci est parfois beaucoup trop élevé.
Le régulateur détecte le niveau dans le bassin,
agit sur la vanne et règle ainsi le débit pour
que le plan d'eau dans le bassin reste (à peu
près) constant.

EQUATIONS APPHOXIMATIVES

HÉGISSANT I!INSTALLATION'
et :

Coups de bélier dans la conduite :
H=

on n

2 q/Qo = 2 y. y/Y"

• POlir plus de détails en ce qui concerne rétablisse­
ment des i'quations et la description des régulateurs,
nolis renvoyons il la référence 1.

•• On négligera les variations de niveau dans le
bassin devant les autres variations de ehal·ge.

Eqllation dll l'emplissage du bassin:

S Qo d (q/Qo) 11oIl -----~-----~-~- =
Ho dt Ho
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/

/.,..-
~/'

;'::-ueu du point Pe

FIG. 6.

/'
/',..-

/'

La limite du domaine de stabilité est donnée
par c = 0 (fig. 6).

Si c croît, on s'aperçoit que les courbes se dé­
forment de façon continue comme indiqué par
les grosses flèches. (Seuls Ca = 0 et C2 = () peu­
vent limiter efTectivement des domaines, comme
on J'a vu dans lc !i J.j

, 1"

Nous discuterons dans le plan j,; IL.

Dans ce plan, les courbes CI = 0 et Ca = () sont
des droites; C2 = () est une parabole. On reHUt!'­
que que les trois courbes se coupent en un Hl(~llle

point que nous appellerons Pl' Le deuxième point
d'intersection de C~ et Cl est il l'infini; celui de
C~ et C:l est sur il c~ -- 4 r --- 2 (' ) -1- 21). 0,
nous l'appellerons P~.

1 //
, 1 /'_..L.:::::.-:_ -1

1

1

1
I-c,

1

1

1

1

\ 1

\ 1 r;

2) + 2 ), 0 p + 2 (J. = 0

Pour plus de simplicité, on peut poser

0p=z
D'où

za + z~ (), + 2) + 2), z + 2 tJ. = 0

Cherchons tou t de suite les conditions à rem­
plir pour que les racines de cette équation aient
une partie réelle inférieure il c. Nous posons
donc

r:; degré d'asservissement,

a;a + x 2 (), + 2 - 3 c) + x (3 c~ -- 4 c --- 2 c ), + 2 n
- ca + c2 (), + 2) - 2 c ), + 2 tJ. = 0

),=Ko r:;0*

z=x-c

K o : rapidité~ de réponse du régulateur.

dy = __ K o (h + r:; y)
dt

S : surface du bassin.

Equation de j'onctionnement du régulateur

d'où:

où

Pour chercher les mouvements possibles du
systl~me, on pose

y = Yo ePt ; h = ho ept , etc...

(on sait en efTet que ce son t les seuls possibles
puisque les équations sont liIÎéaires). Moyennant
ces transformaUons, on trouve une équation il la­
quelle doivent satisfaire les nombres p. Cette
équation est :

on pose

Les critères d'HURWITZ donnent :

Cl == À + 2 - 3 c > 0

C~ == (), + 2 - 3 c) (3 c~ - 4 c - 2 c), + 2)J

--- [ - c:: + c2 (À + 2) -- 2 ), c + 2 [J.] > 0

Ca == -- ca + c2 (), + 2) -- 2 c ), + 2 (J. > 0

• A ne pas eonfondre avee le symbole l, utilisé dan:;
§ 1 llOUl' Il (p); eeUe del<nière signification ne sera plu:;
utilisée par la suite.

FIG. 7.
Schéma d'une colline d'amortissement.!nsta/lation : fig. 5.

Réglée: en débit.
Régulatellr : à asservissement permanent.

Plan de base: l,; fi.

On obtient la disposition d'ensemble visible sur
la figure 7. Elle montre l'allure de la colline
d'amortissement qui s'étend vers la d1"oite et le
haut. Le sommet de cette colline est donné par
c = 1 ct est il l'infini sur la courbe lieu de P2'

4'
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\

2

L'optimum absolu serait donné par

. K o = 00 cr = 2 ct. Q 8
Sy

\/f!- ('\.-CT)

\
/ \

\

Courbe C«O

FIG. 8.
Schéma d'une eollinc d'amortisscment.Instaliatioll : fig. 5.

Réglée: en débit.
Réglllatellr: il asservissement permanent.

Plan de base: Ro; (J.

L'amortissement c donne alors un mouvement
décroissant comme e- t / 0 . Cela veut dire que la
régulation ne peut pas être plus rapide que ne
le permet l'inertie de l'eau dans la conduite, ce
qui était évidemment à prévoir.

4-3c
c (c - 2)2

cr ===

4 c - il c2
).=

2 (1- c)

On obtient dans le plan cr, Ko les courbes don­
nées par la figure 8; elles définissent la colline
d'amortissement dans le plan cr, Ko•

c2 (c -- 2)
IJ·=-----

4(1- c)

On peut faeiIelllent ea1euler le lieu des points
p 2' Il est donné pur

Pour une installation donnée et pour une rapi­
dité de réponse donnée à l'avance, l'optimum est
fourni par le point P 2 • Pour un degré d'asservis­
sement donné, l'optimum est Ko = 00. Les rela­
tions entre Ko, cr et c, définissant les points P 2,

sont :

III

MEME INSTALLATION RÉGLÉE A PUISSANCE CONSTANTE

Ce cas a déjà été traité par plusieurs auteurs
en ce qui concerne la stabilité simple (voir par
exemple réf. 1). Le coup de bélier se détermine
comme avant: la charge sur l'orifice est

!!.-.. = - 8 d (q/Qo) - 2 ~ q/Qo
H n dt

où H n est la chute nette en régime établi.

8= L _Q.Q..
gcr HI'

(avant, 8 était calculé avec Ho).

~= ~-B
HI'

Â H : perte de charge dans l'adduction en ré­
gime établi.

La turbine étahlit les relations

Q = K'Y VU;;

P='f)QH"

'f) : rendement de la turbine,

Nous supposerons Of) constant; on obtient alors,
après linéarisation (mêmes notations que dans
l'exemple précédent) :

.9-. = .JL + 1/2~
Q() Yo Hn

ÂP =3-+~
'f) QoH n Q() Hn

La roue donne :

I
d 0

=ÂP
dt

et le régulateur

dl!dt = -- K o (0 + cr y)

L'ensemble de ces équations est traité comme
avant. D'où une équation en p qui est:

8:l p3 + 8 2 p2 (), + 2) + 8p [ 2). -- (8 ~ - 1) !~~J

K o 8+ __ [!)~L.j-2--6~]=O
Yo '1:'
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FIG. H.

d'où

À INKo )

(0-/
-2-

FIG. 11.
Schéma (t'une colline d'amortissement, Installation: fig. 5,

Réglée: en puissance.
Réi/Illaieur : à asservissement permanent.

Plan de base: Ko; (J.

FIG. 10.
Schéma d'une colline d'amortissement, Installation: fig. 5

Réglée: en puissance.
Régulateur: à asservissement permanent.

Plan de base: le; !J..

coupent en un point: Pl' En outre Cl coupe Cz
à l'infini et C3 coupe Cz en Pz donné par :

3 CZ - 4 c - 2 C ), + 2 ), - 2 ;J. = O.
Pour c =0 on obtient le domaine de stabilité

représenté sur la figure 9.
Si C croît, les courbes se déforment selon le

sens des flèches.
On peut encore chercher le lieu du point Pz.

Il est donné par
À = C C4 - c - 2 c2

)

2-2 c-cZ

c2 Cc - 2)Z2 iL = ---'--c----'---,-
2- 2 c-cz

La disposition d'ensemble est donnée par la
figure 10, qui montre l'allure de la colline d'amor­
tissement. Cette colline s'étend à droite et vers
le haut. Son sommet est à l'infini sur la courbe
lieu de P 2 • Il correspond à c = vs"-1.

>/fI- IN CT)

\
;; "-

"­
"-

"

ctÀ = Ko cr El

-1

/

x 3 + x 2 0, 2 - 3 c)

+ x (3 c2 - 4 c - 2 C À + 2 À - 2 iL)

- c:1 + c2 (À + 2) 2 C CÀ - iL) + 2 fi· = 0

Comme avant, on pose :

z=x-c

Ko El 1 - 3 ~ + 6 ~2 = iL

Yo " 4

En plus, on a intérêt à poser Elp = z. D'où

Z3 + Z2 (À + 2) + 2 Z (À - !J.) + 2 iL = 0

fi-

Les conditions d'Hu ItWITZ donnent

Cl == À + 2 - 3 C > 0

C2 == CÀ + 2 - 3 c) (3 c2 - 4 c - 2 c), + 2 ), - 2 p.)

- [- c3 + c2 CÀ + 2) - 2 C CÀ - iL) + 2 iL] > ()
C3 == - c3 + c2 CÀ + 2) - 2 C 0, - p.) + 2 fi· > 0

Dans le plan À, p., les domaines acceptables
sont encore déterminés par trois courbes :
Cl = 0; C2 = 0 et C3 = O. Deux de ces courbes
sont des droites et la troisième est ici une hyper­
bole.
La disposition des courbes est à peu près la même
que dans le cas précédent : les trois courbes se

l
--_.-

'/j QoHn

Dans les installations hydro-électriques, ~l ~ - 1
et () ~Lf- 2 - 6 ~ sont en général très voisins,
nous les assim·ilerons à leur moyenne

ct posons

avec
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c

En passant dans le plan Ko <;, on voit que pour
une valeur K o donn(;e l'optimum correspond au
point P2' tandis que pour une valeur G donnée
l'optimum correspond il J{o = CIJ (la figure Il
montre la colline d'amortissement dans ce plan).

Si ~ est négligeable, le point figuratif d'une ins­

tallation se déplace sur une droite ), = Ct";
tJ•

csi on change le ddlit p est donné par
E) j,

On voit que le réglage il puissance constante

est un phénomène moins stable et plus difficile
il obtenir que le réglage il débit constan L Ceci est
une règle pratiquement générale, qui sera expli­
quée dans une publication uHérieure. Il en est
de même du réglage il pression constante, d'où
l'idée de faire un dosage entre ces réglages et
le réglage il puissnnce constnnte (voir par exem­
ple réf. 2).

Pour une instnlIntion donnée, l'amortissement
mnximum n'est ici que:

IV

INSTALLATION RÉGLÉE A PUISSANCE CONSTANTE
AVEC UN RÉGULATEUR ACCÉLÉROTACHYMÉTRIQUE

(Voir aussi référence n" 1)

Toutes les équations cIe départ, sauf celle du
régulateur, sont les mêmes que cIans le § III,
soit :

et nous obtenons une équation en :1.', dont les
conditions d'HuHWI'l'z sont :

C2 == (2 -- 2 j. ,,-- ;3 c) (il c2

-.- [ -- ca + c2 (1 .- J.)

'l, - .)- "" ,) c > 0
:!

4 c + 4 c j. + 2 j,

2 c (1. -'- fi·) -+ 2 fi,] > 0

C:] == -- c:J + 2 c2 (1 - J.) -- 2 c (1. -- fi.) + 2 fi· > 0

Pour le régulateur, on a

dU = "" K o ü .__ K d Q
dt J dt

Pour c = 0, on obtient le domaine de sl:lbilil(;
(fig. 12).

Quand c augmente, le domaine sc rétrécit; il

On obtient pal' le même procédé qu'avant, en
négligeant ~ devant 1 (dans une certaine mesure,
comme au § 11I) et en posant :

À = _~I~LQ'--~)
'Cl'

p8=z

za + 2 Z2 (1 -- j,) + 2 z (l, -- fi.) + 2 !J. = 0

..
3/2

/
/

2 ---'7'------;f
/ 1

// 1

/ 1

// 1

/ 1

/ 1

/ 1

/ 1

// 1

/ 1

1

1

1

Fr(;. 12.

/

/

-1/2

~)("~=J{o(1
'Cl'

z=x-c

!L=

Comme avant, nous posons

et
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0,1 0,2

1

1

1

1

1
1)1-

0,267

FI(;. 1:1. Colline d'amol'lisseilleni. !ns/al/a/ion: fig. 5.
R(;qlée: en puissanee. 1I(;[fIlI({/elll' : aeeélérotaehymélTique ou il asservissement tempOI'airl'

a vel' \' () (nota 1ion § V). Plal! de base: ),; ~L.

C 0=-= V3 -- ] = 0,44225 ...

2!J. == 02J.,

2 C n,

# O,a:HHJ ...

])'1 # 0,04:125 ...

2---3c
2

4 C J,

JJ

2
;\

(v:f

.J-c

]

2

i)

2 (;2 Cl

J.,

ce qui permet de caleuler les caraeLéristiques op­
tima. Ces conditions reviennent à écrire que
l'l~quatioll cn z a une racine triple (comme on a
vu aU § I). On trouve

figure 1:3. Cette figure montre la colline d'amor­
tissement, dont le sommet est le point IvL

Ce point est à l'intersection des courbes lieux
de Pl et P 2 . On a alors :

reste toujours limité par les courbes C2 = 0 et
C:{ -= 0, comme il ressort du § ]. Leurs points de
rencontre sont donnés par Cl = 0 et C;: = 0 pour
Pl; C;: = 0 et :i c2 -- 4 c 4 c J., -1- 2J. 2 !J. = 0
pour P 2• On obtient la disposition visible sur la

FIG. 13 bis. - Vue. il 3 dimensions.
cie la l'o1line d'amortissement de la fig. D. On constate que le réglage optimum est moins
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bon qu'avec un régulateur à asservissement fixe,
mais ici il n'y a pas d'erreur statique oomme
avant.

La figure 18 bis présente une vue de la colline
d'amortissement réalisée à trois dimensions. La
colline il trois dimensions donne une image beau­
coup plus saisissante. Elle montre en particulier
qu'il est plus intéressant de se placer en un
point tel que A (fig. 13) qu'au sommet M de la
colline. En effet, au voisinage du point M, une
légère erreur sur les coefficients affecte beau­
coup plus l'amortissement.

v

D'autre part, on voit aussi que la colline est
très pointue et qu'il ne faut de toute façon pas
espérer avoir un amortissement supéricur à
c # 1/3.

Pour une installation donnée, les points corres­
pondant aux régimes permanents pour les difTé­
rentes puissances demandées au groupe sont
approximativement situés sur une parabole
i). = 11: ),2. L'amortissement varie dcmc avec la
puissance. Pour avoir une bonne stabilité aux
charges partielles, il est une fois de plus inté­
ressant de placer le point correspondant à la
pleine charge au voisinage du point A.

Mf:ME INSTALLATION
AVEC REGULATEUR A ASSERVISSEMENT TEMPORAIRE

Négligeons tout de suite les pertes de charge
dans la conduite. On a alors (voir § IV)

-~=-El d q
R" Ci[ Qo

dO
1 - -ilPdt -

et pour le régulateur (voir par exemple réf. 1)

dy
dt = - K o (0 + z)

dz = cr 5!}L z
dt dt TI'

K o = rapidité de réponse du régulateur.

cr = degré d'asservissement temporaire.

TI' = temps de relaxation du dash-pot.

On pose:

1'1=-------
El

TI'

K n (;,):\
---.'1
Y'l:T,.

0p=z

d'où:
v Zl + z:; Cl + 2 '1) -\- 2 Z2 (1 - n

+ 2 z 0, --- iL) + 2 p. = 0

On voit que pour '1=0 on obtient exactement
la même équation que dans le cas précédent.
(Les paramètres sont évidemment formés au
moyen d'autres grandeurs physiques.) Nous pou­
vons déjà conclure que pour '1 = 0 nous avons
la même colline d'amortisselnent qu'avant.
Quand '1 varie, nous obtenons une famille de col­
lines à un paramètre, dont le plan de base est
le plan À; p.. Si '1 est négatif, il n'y a pas de sta­
bilité possible: en effet, il faudrait il. < 0; [J. > ),
et ), > 1, ce qui est incmnpatible. Par contre,
pour toutes les valeurs v positives, il existe un
domaine de stabilité. Les domaines à l'intérieur
desquels l'amortissement est supérieur à une
valeur c donnée, sont limités par une hyperbole
et une droite; pour chaque valeur '1 > 0, le som­
met de la colline est donné par la condition de
racine triple de l'équation en z (tout ceci res­
sort du § n.

Pratiquement, on constate que les collines
s'amenuisent quand '1 croît : leur base devient
plus petite et leur sommet moins haut. Ces mo­
difications sont d'abord insignifiantes (pour en­
viron '1 < 1/4), puis s'accentuent, et pour '1 -) w
la colline se réduit à un point. En se transfor­
mant, les collines deviennent en partie moins es­
carpées et leur sommet se déplace. La figure 14
montre l'enveloppe de ces collines à '1 variable.
On constate que la colline '1 = 0 forme une
grande partie de l'enveloppe.

Néanmoins, il n'est pas tonjours souhaitable
de choisir un v très petit parce que la colline
relative à '1= 0 est très rapidement tombante
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0.1 0,2

FIG. 14. - Enveloppe des collines v = Cto.
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dans certaines reglOns. Une discussi'Ün détaillée
nous mènerait trop loin. D'autre part, on peut
toujours choisir v suffisamment petit: il suffit de
faire R o cr assez grand par rapport à 1/O, ce qui
est toujours possible.

En c,onclusion, on peut dire que les performan­
ces des deux régulateurs sont à peu près identi­
ques (dans le cadre des hypothèses faites ici). Par
la suite, nous admettrons leur équivalence (pour
des raisons de simplicité de calcul). Les corres­
pondances sont alors les suivantes

Ko~ 1
cr

VI

En outre, il faut (pour le régulateur a asser­
vissement temporaire) que Ro cr soit grand devant
1/O, et, d'une façon générale, devant certaines
constantes de temps de l'installation.

Comme dans le cas précédent, ces conditions
peuvent donner des résultats pessimistes en cc
qui concerne les régulateurs à asservissement
temporaire : ces derniers ont un paramètre de
liberté de plus auquel nous donnons une certaine
valeur à priori.

INSTALLATION RÉGLÉE A PUISSANCE CONSTANTE AVEC CHEMINÉE D'ÉQUILIBRE

ÉQUATIONS *

1) ADDucTlûN** (mêmes notations qu'au § V).

Coup de bélier dans la conduite :

El d (ql/Qo) + 2 ~ -!IL
dt Qo

Niveau dans la cheminée
* Nous écrivons tout de suite les équations linéari­

sées; pour le processus de linéarisation, voir § II.
* * Pour certaines notations, voir figure 15.

T d (h/H,,)
dt

avec T = _S H"
Qo
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Continuité au bas de la cheminée Equation de l'orifice (turbine) ;

32---_..JL -+
Qo -- Yo

Cheminée d'éqUllibre

HOI

...... ... .J
-+---+--5ecliat1 5

- Régutateur

Oi!

t

fin,

1

0-

Retenue

FIG. 15.

Puissance * * * ; avec

tiP
-ri Qo H"

il Il

2 H"
1

y=

Comme les équations sont linéaires, on peut po­
ser COIl11ue avant ; 2) RÉGULATEOH

clc... On a, COllune avant ;

D'où on trouvera la relation entre ti P et !J ca­
ractérisant l'adduction.

1 -+ 111p
"1 2 p2 or: Qo H"

ouKI
111 = -

Ro

avec---11
Tp+

!Jo
Yo 1 _LT}_L 1

2 1 l ,. 0)p+2r~

. (:it:» 0

or; Qo H"

On voit ici apparailre la section de TIIOMA;

elle est donnée p~lr

ou .:::.Qo !:.f"... 1
1 Y cr 'l',.

ti P = 0

Posons

selon que l'on considère un régulateur accéléro­
tachymétrique ou un régulateur il asservissement
permanent.

S =s,S'l' L'équation en p s'en d{~duit. Elle est ;

S1.' section de THOMA

cl

=0

D'où;

S 02
"1

2
pl + p:' [0 "1 2 (s 1/2) + 111 s 02 ]

-+ p2 ["12(y 1/2) S 02 0 (s 1) 111]

-1- p [0 (s -1) -1- 111 (y ·-1)]

y--I=O

Pour simplifier, posons ;

111

o lJ· °p = z '( 1 = ([

* * * Comme avant llOlIS admettons 11 = ete. a dépend uniquement de l'installation, de même
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z/p. [J. et 1 sont il déterminer, s est plus ou moins
fixé'.

D'où

La cuhique ne dégénère que pour s = 0; s = l
ct s w.

Ces renseignements suffisent pour déterminer

FIG. 1(i.

la forme de la cubique. Il y a trois cas qui se
présentent :

1 S Zl z;, [l (s -+ 1/:l) iJ. s]

-+ Z3 (l (0 -+ i3/:l) -+ s -+ [J. (s .- 1)]
-+ z (s -- ] (J. a) ° = 0

L'une des conditions de stabilité ne dépend que
de l'installation et non du régulateur: c'est ° > 0

[.puisque 1s > 0 (1 = ~~-). J
Nous supposerons toujours par la suite a > O.

Ceci revient à dire que la perte de charge dans
la eonduite est inférieure au tiers de la charge
brute. Cette condition doit toujours être remplie.
Alors s,let a sont obligatoirement des gran­
deurs positives.

Cherchons les limites de stabilité. En écrivant
l'équation :

((1 Zl -+ 0:; z,; -+ °2 Z3 -+ °1 Z -+ °0 =---= 0

ces conditions sont

Cl == al> 0

C3 == 0:; > 0

1)

2)

3)

l>s>O

l-+o>s>l

w>s>1-I-a

Premier cas

L'asymptote parallôle il a[ =cc 0 est donnée par:

1-s
a

~~;1 r /
/1
j 7
1

1

1

1

~/

'\'
\

fi IG. 17. La déformation, en tre fig. 16 et fig. 17, est
continue: l'axe t = 0 et l'are d'hyperbole il droite du
point Il' l/a de la fig. 16 se transforment en deux ares

de cubique dans le domaine t < 0 de la fig. 17.

d'hyperbole, l'autre limite l'unique domaine de
stabilité.

Pour s = 0, on ohtient la figure 16.
La cubique dégénère en une hyperbole et la

droite t = O.
Les conditions ((1 > 0; al > 0 éliminent un arc

s
:lj2)

os1)

s Cl - s)
l=--

(s -+ 1/2) °
1 -_. s

°

1 -- s
a

iJ. = 0 ct [L~ a -+ V (s

p. ==

La cubique coupe l'axe 0 en

Nous discuterons dans le plan t, IL.
Cl = 0 et C:; = 0 représentent des droites.

C3 = 0 est une cubique. Etudions cette cubique.
Nous savons (voir § 1) qu'elle a un point dou­
hIe donné par °1 = 0; 0" = 0, c'est-à-dire en :

Elle est donc unicursale (ce qui facilite énormé­
men t la discussion). De plus, ses direction s
asymptotiques sont données par :

al = 0 et °3 ag = al a4 •

On voit que les deux derniers points sont enlre
l'origine et :

L'axe iJ. = 0 est coupé en t 0; t = CI) et

t = - __~~_~J~==.~)_ --- -- ---
(a -+ 1 - s) (s -+ 1/2)
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~I
1

1

1

1

1

1

1

1

1

FIG. 18. - L'arc r de la fig. ·'17 est devenu une partie
d'arc d'hyperbole (partie de droite t > 0) ct une partie
de l'axe t = 0 (partie ft> 1). Le point ft = 1 est un point
double accidentel; le point double ordinaire est à l'ori­
gine. Le segment t =0; O~ ft ~ 1 et la partie t < 0 de
l'arc d'hyperbole de droite proviennent d'un des arcs

de cubique du domaine t < 0 de la fig. 17.

Il Y a deux sous-cas.

s < So (fig. Hl).

s> So (fig. 20).

So est une fonction très compliquée de a.

Pour 1 > s > 0, on obtient la figure 17.
Seul l'arc r de la cubique limite un domaine

stable.

Pour s = 1

La cubiquc dégénère de nouveau cn t = 0 et
une hyperbole (fig. 18).

Deuxième cas

l+a>s>l
/

.!. 0+ i-:s'~7'/' ..
1 2 0 (0+3/2j

1

Troisième cas

s > 1 + a (fig. 21).

3 0+-1-$
:; 0(0+3/2j

FIG. 21.

Si s~ IYJ, on a la figure 22.

FIG. 19. Le point double accidentel près de ft = 1
a disparu. Pour une famille de courbe (par exemple
Cl = Cte, il est d'ailleurs un col: ici l'arc d'hyperbole
de droite t> 0 de la fig. 18 et le segment t = 0; 0 ~ ft ~ 1
se sont transformés en un arc jointif. C'est le seul qui

subsiste dans le quadrant t > 0; ft> O.

-1

/

FIG. 22.
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On voit que l'installation peut être stable,
quelle que soit la section de la cheminée, mais
si s < 1, c'est-il-dire si la seelion de la chemin{~e

est inférieure il la seelion de TnoMA, [J. doit être
3 a + 1 - S t '1' . 1 t
'J, '/2) am IS que SI S > ., iJ• peu,
~ a (a + 3
être beaucoup plus petit. Pour une installation
donnée et un régulateur donné, le point figuratif
dans le plan t, [J. se déplace sur une parabole
quand la puissance de régime varie. Si Qo ---7 0,
le point figuratif tend vers l'origine : pour s < 1,
l'installation est alors instable.

Bien que l'installation puisse être stable pour
des débits suffisants, quelle que soit la section
de la cheminée d'équilibre, il est bien évident
que parfois les conditions de stabilité peu­
vent exiger des régulateurs techniquement
impossibles il réaliser. Pour fixer l'ordre de

i\~p''''
l '0-~=o
1

1

fi.
--+--------

1

FIG. 23. - Le domaine R Cp) ~ - c est limité par un
arc de cubique ((})1I-1 = 0) et la droite ao = 0, comme il

ressort du § 1.

grandeur du régulateur à adopter dans chaque
cas, nous chercherons le point optimum dans
le plan t, [J.. Ce point et la courbe de stabilité don-

nent une idée de l'ordre de grandeur à adopter
pour chaque installation avec les hypothèses fai­
tes ici. Etudions séparément les t1"ois cas définis
précédemment.

Premier cas

Si c varie, on obtient d'abord la disposition
de la figure 23.

L'optimum peut être donné par une racine
triple.

Mais si c augmente, le point double se déplace
sur la cubique et la disposition de la figure 24

i®
1

1

FIG. 24.

est possible. Celle-ci donne un 'Optimum avec
deux racines complexes conjuguées.

Deuxième cas

l+a>s>l

Dans ce cas, le domaine peut se diviser en
deux, comme le montre la figure 25.

Domaines possibles pour C>C1

FIG. 25.

Le domaine Dl se réduit à un point seule­
ment pour la condition de deux racines doubles.

En général, D2 n'est alors pas encore ponctuel.
Il y a donc deux valeurs critiques pour c.
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Tl'oisieme cas

Discussion analogue au dêuxième cas.

Si l'optimum est donné par la C'ondition de
racine triple, l'amortissement est la plus petite
racine négative de l'expression:

l S Zl + l (s 1/2) il

+ [l (a + il/2) + s] z~ + z (s - 1) + a = O.

S:1 zG + ;3 s~ (s - 1) z" + il s [s a + (s --- 1F] Zl

[;lsa(2s-5/2)

+ (s ~- 1F (s~ -- 2 s -- 1/2)] Z:l

il a (s a - s~ - s + 1/2) Z2

2 [[(s + 1/2) + p.s] z~

+ 2 [l (a + 3/2) + s + [1. (s - l]z

+s-1 +p.a=O

4 l s z + l (s + 1/2) + [1. s == 0

[l() Si (s -- IF -- (j4 (/ s,,] Zl

+ [il2 S:l (s- U: 128 (/ Si (s --1)] z:;

+ [8 s~ (s - U; (s + 1/2) + 1(; s~ (s ---1)1

-- 24 as:: (s - 1) (4 s - 5/2) - 24 SI (/

--12 s:: (s-IF] z~ + [8 s (s 1)1 (s + 1/2)

+ 24 s:" a (s -- 1) .- 8 ({ s~ (s --- 1P

12s~(s~--I)'J-24s2({(s IF(s+-1/2)]z

+ [(/s(2s-1/2) il/2s(s 1)

- (s·- IF (s + 1/2)r

-- 4 (/2 S2 (s ._- 1) (s + 1/2) ==== 0

[l(a+;lj2) s+[J.(s 1)]z~

+ ;3 (s - 1 + [1. a) z + (j ({ = ()

(j l s z~ + il [l (s + 1/2) + [J. s] z + l (a + il/2)

+ s + [J. (s - 1) = ()

Connaissant cette racine, on en déduit l et [J,

pour les relations :

Si l'optimum est donné par la condition de
deux racines doubles, l'amortissement est la plus
petite racine négative de :

Connaissant cette racine, on en déduit l et !J.
par:

;l/2) = 0

/P/8

o'str-----

+ 3 a 2 (s + 1/2) z a~ (a

On peut également étudier le cas de la régu­
laüon avcc tachymNre seul ([J. = 0). Il Y a alors
un domaine possible, mais en général insuffi­
samment stable, sauf si la cheminée est trl~s

grande.
On obtient dans ce cas l'équation en z sui­

vante :

La stabilité exige a > 0; s > 1; l > 0, ct en
plus, si a + 1 - s > 0 :

l < s (s 1
(a +1-s) (s + 1/2)

L'optimum est donné par la racine double de
l'équation en z.

a
20

2 s~ Zl + s (4 s --- 5/2) z:{

-J,- 2 [cs -1) (s + 1/2) --J- 2 s a] z~

+ [a(4s+ 1/2) +:l/2(s----I)]z

+ 2 a (a ;>/2) ()

Si, pour s > 1, on admet [J. = 0, l'optimum est
donné par :

/-------~-------+-_....~- ---~

o

0,1

0,3

0.4 +-\-~~~--------+---

l'u;. 2(;. -- Si Il est compris entre zéro ct la valeur correspondante il A, A' ou Ali, les mouvcmcnts dc l'instal­
lation sont apériodiques, sinon ils sont oscillatoires,
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et t par :

t (s + ]/2) z:l + 2 [t (a + a/2) slz~

+ il (s -- 1) z + 4 a = 0

Nous avons calculé les valeurs de z, t et [J. pour
s = 2; 1; 2/3. Les figures 26, 27 montrent les
courbes obtenues'.

On voit que pour les valeurs de s comprises

entre 2/:) et 2, le phénomène indiqué figure 25
ne se produit pas. De plus, si le pourcentage de

pertes de charge ( tH)" est inférieur à 22 % (ce
\ b

qui est touJours le cas en pratique), l'optimum
est fourni par la condition de deux racines dou­
bles complexes. Les mouvements de l'oscillation
sont alors oscillatoires (et non apériodiques). Ceci
se comprend physiquement. On voit aussi que
si la section de la cheminée décroît, la colline
d'amortissement a tendance à se raidir (fig. 28).

1

I-~'
~~~ -~._~ ,'-;21

/ !

/ -1

/
5= 1\ V

V 1-/v .
/

15=2 0:6 V
~

/~1"'0°'

~ 0° '--' ~
0=9 i

1
=9-

1/-4=24 1,,/, 1
J L-

I 2 3

=

2

a
·0 24 5 =2/3

o

FIG. 27.

Les flèches indiquent le sens des déplacements.

Le même phénomène a lieu si on fait varier
les pertes de charge.

JI! Sommet

Jusqu'ici, nous avons négligé l'inertie de l'eau
a l'aval de la cheminée. Très souvent elle n'est
pas négligeable et ceci même si la longueur de
la galerie à l'amont de la cheminée est beaucoup
plus grande que celle à l'aval. En effet, l'eau con­
tenue dans la galerie à l'amont de la cheminée

'-------ft~
FIG. 2fJ.

FIG. 28.

* M. LE BOUAn, élève ingénieur E.S.E., alors en stage
chez Neyrpie, nous a beaucoup aidé aux calculs (Iitl(.l'aux
et numériques) de cette partie du prèsent article.

peut monter dans la cheminée, celle à l'aval
presse directement sur la turbine (fig. 29).

Sur la figure 30, nous avons représenté les
domaines de stabilité pour une même installa­
tion dans les deux cas suivants :
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1) On néglige l'inertie de l'eau à l'aval de la
cheminée;

FIG. 30.

2) On admet la section de la cheminée infi-

nie, c'est-à-dire on ne tient compte que de ce
qui se passe à l'aval de la cheminée.

Il est clair que le domaine de stabilité géné­
ral a probablement l'allure du domaine D, do­
maine commun aux deux domaines de stabilité
relatifs aux cas 1) et 2). On voit en particulier
que plus on restreint la section de la cheminée,
plus le domaine D devient petit. En particulier,
le temps de relaxation du dash-pot est de plus
en plus difficile à déterminer.

Nous avons d'ailleurs l'intention de publier
ultérieurement des résultats intéressants con­
cernant les installations avec cheminée d'équi­
libre, compte tenu de l'inertie de l'eau à l'aval
de la cheminée.

VII

INSTALLATION RÉGLÉE A DÉBIT CONSTANT AVEC CHEMINÉE D'ÉQUILIBRE

Nous la supposer'Ûns munie d'un régulateur
à asservissement fixe.

L'établissement des équ,ations est la même
qu'au § VI. L'équation en x est :

CondUIte

Retenue cote fixe

+ [y -1- Cs -1- 1/2) ), -1- s fi·] x~

-1- Cy), -1- s fi·) x -1- y [L = 0

-Cheminée Oëqut/ibre

-1/25

FIG. 31.

[4· y+ IH 1/2)/2s) Y
__ y(1-5)-5(5+-1/2)

- -y 15-1-1/2)./5 2

À

25(5+7/2)

r> 1-5
FIG. 32.

2515+1/2)
Y< 7-5
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Il .Y a deux dispositions selon que :

y {l. (sl~ 1/2 + ), sF + s (y), + S (l·F

(fig. 32).

(s -f- 1/2) ), + s !Jo] (y À + s !J.)

_~_~(S + 1/2)
1-s

y

1/2(s

x=Op

s; y; 0 connue au § VI

où

Sl :. surface du bassin aval.

La stabilité est donnée par !J. > 0 et la cubique.

Toutes les installations peuvent être réglées de
l'acon stable.

Si on peut augmenter K o tant qu'on veut, le
réglage- peut être sans statisme; ce n'est en gé­
néral pas possible.

VIII

INSTALLATION AVEC COUP DE BÉLIER D'ONDE

Nous étudierons l'installation schématisée sur
la figure 33 et munie d'un régulateur à asservis­
sement temporaire avec K o cr grand devant 1/6
ou d'un régulateur accéléro tachymétrique.

La stabilité d'une telle installation a été étudiée
par M. DANIEL (voir réf. 2). Nous chercherons

et pour le régulateur accélérotachymétrique

A = K()~; B = K1 ~2
" a " a-

(Ces notations sont celles de M. DANIEL.)

avec:

IY,,=--
Po

6a
2~= ­

L

ici l'optimum des caractéristiques du régulateur.

L'équation caractéristique de l'installation est

_ 2 ~ th 11 = p'2: + A E+ B
p'2:
--Ap-B
2

(Voir réf. 2, p. 42.)

6; K 1; K(); cr; 1'2; 1; Y; P ont la signification
habituelle.

a: Célérité des ondes de coups de bélier.

(Voir paragraphes IV et V.)

Pour ~ -7 00, on retombe sur le cas traité au
paragraphes IV ou V.

Si ~;;é 00, l'équation caractéristique n'est plus
algébrique mais transcendante.

Pour étudier la stabilité (ou l'optimum en po­
sant x = p - c), on peut employer la méthode
des séparatrices décrite dans la référence 3Il .

Elle est intimement liée avec ce que nous avons
écrit au paragraphe 1 : ce que nous appelIons
espace des 'itk a été appelé par les auteurs de la
référence 3B espace de dosage. Quand on fait va­
rier les paramètres du régulateur, le point figura·
tif se déplace dans l'espace du dosage. Quand ce
point tl'avcrse la limite d'un domaine de stabilitô,
une racine de l'équation caractéristique devient
soit nulle, soit infinie, soit j 00. Selon le cas, lecr T r

RéqUIOleur

l
SeclùJn(J' rO

asservissement tempo-

B=

ConduIte

FIG. 33.

A=~
"cra

Retenue

Pour le régulateur a
raire :
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0,40,2

-.!.-rv..!...-
P a

--

--

~

//

/

/

1

/-
/ --- ,------

",.. _.- -_._-,- --- - _.-
-. i

L-
i
1 --

: 1 1
1

1

/ P/
i --e

06 08

°

1,5

0,5

FIG. 34.

4 p3 sh3 P - 6 p2 P (2 sh P - P ch p)

-- il P (p2 ch P - 2 P ch p +- sh P ch 2 p) +- cha p = 0

On en déduit A et B par les relations :

P2 ? 1) +- ch~ 1) - 2 p~ sh~ P - ? sh P ch
B= -----------------

(chp--2pshp)2

L'amortissement optimum est donné par

sous-espace, « limite de stabilité », que le point
vient de franchir, s'appelle séparatrice Sa; S", ou
Sj' Dans le cas d'équation algébrique, nons avons
lllontré que Sa est ao= 0; S 00 est Cl" = 0, et Sj
est une pal'tie de OJ"-l = O. Par un raisonnement
analogue à celui du paragraphe 1, on trouve que
si le régulateur comprend deux paramètres libres
à déterminer, l'optimum est donné soit par fu­
sion de deux points d'intersection de Sa avec Sj
ou S", ou de Sj avec S", , soit par la fusion de
deux tangentes d'un point double. Ces conditions
se traduisent soit par les conditions de racine tri­
ple, soit par celles des deux racines doubles. La
limitation se fait par la condition de racine
quadruple.

Le cas de la racine triple est relativement fa­
cile à étudier. L'optimum est donné par une ra­
cine triple si ? > 0,62 (c'est-à-dire si on admet
V = 3 m/sec de vitesse dans la conduite forcée
et a = 1.000 m/sec, ? est supérieur à 0,62 pour
une chute inférieure à 240 m).

0,3

I-
I
~---~--I
1 :

1

0.2

FIG, B5.

0,1°

À

O,5j--------+-------

0'6-\--------f--------'-'

0,4f------

0,8 --------,

!

-------
0,7-\-------=:..0-.-<,-----------'

/p=0,62

'yP=I,OO , 1

0,3f---'-P-="'----i---------;f'//-- !-'-----

:: ~-=--~---1--_----_~ .
!
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A = __~ _ jL~ChP -1- ? sh p)
P ch P - 2? sh P

), et !J. tendent pour? -'> Y.: vers les valeurs 1. et !J.

du paragraphe IV.

Les figures il4 et :35 lllontrent les résultats
obtenus *.

t
Sommet

Si on pose

FIG. 3G.

À =2? A

fi. =-= 4 ?2 B

On voit que si ? décroît de l'infini à 0,62, le
réglage optimum s'améliore, ce qui est assez sur­
prenant. Mais eomme au § Illon ne peut gu('re,
en pratique, s'attendre à un tel amortissement
parce que la colline est très pointue.

Les collines d'amortissement ont une base de
plus en plus petite, mais deviennent de plus en
plus haute. De plus, le sommet se déplace en sens
inverse de la base (fig. 36).

Evidemment, si ? < 0,62, les conclusions ne
sont plus applicables.

IX

CONCLUSIONS

Les résullats des calculs reproduits ici repo­
sent sur les hypothèses faites au début. Moyen­
nant ces hypothèses, il montrent :

1) Le réglage d'une installation à puissance cons­
tante semble plus difficile que celui à débit
ou à chute constante:

2) Le réglage d'une installation ne peut pas
être plus rapide que ne le permet l'inertie
de l'eau:

3) Le réglage isodrollle (à puissance rigoureuse­
ment constante pour tous les points (l'équi­
libre) est moins amorti que le réglage à
asservissement permanenl:

4) Les régulateurs accélérotachymétriques et à
asservissement temporaire sont à peu près
équivalents au point de vue performance
dans le cadre des hypothèses schémati­
ques faites ici. Le régulateur à asservisse­
ment temporaire a néanmoins un paramè­
tre de liberté supplémentaire. En plus,
d'autres différences entre les deux régula­
teurs proviennent de phénomi'Iles qui
échappent aux équaüons simplifl(\es (par
exemple des non linéarités, hystérésis. etc.)

5) En ce qui concerne l'installation avec chemi­
née d'équilibre, il ne faut pas oublier que
l'inertie de l'eau à l'aval (qui intervient
autrement que l'inertie dans la galerie lors
d'une coupure (voir fIg. in), est souvent
importante.

Si on néglige l'inertie de l'eau à l'aval
de la cheminée, l'installation peut être sta­
ble avec l'importe quelle section de che­
minée; mais si la section est trop petite,
il peut aI'river qu'aucun régulateur in­
dustriellement réalisable ne pourra la
régler d'une façon stable. D'autre part,
aux charges partielles ces installations
sont souvent instables. Du fait des hypo­
thèses restrictives, il faut donc se donner
une marge de sécurité. Néanmoins, l'en­
semble domaine de stabilité et point opti­
mu m donne dans de nombreux cas une
idée des caractéristiques de régulateur à
choisir:

(i) Il semble qu'il puisse être intéressant d'aug­
menter parfois la section de la cheminée
nu-delà de la section de THÛMA, surtout
si celle-ci est faible (haute chute). Cette
mesure peut permettre d'élargir tr('s sen­
siblement le champ des régulateurs accep­
tables;

71 Les ondes de coup de bélier semblent restrein­
dre le domaine de stabilité, mais peuvellt
néanmoins laisser l'amortissement opti­
mum intact (ou même l'améliorer).

• SUI' la figure il:, 'les courbes limitant les domaines de
slabilitt', ont {'Ié ('xtraites de l'article de M, DA:-<IEL

(rd. :n.
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1. AU!I~I1AS. --- Influence de l'inertie de l'cau sur la sta­
bilité d'un groupe hydra-électrique. La Houille
Blanche, n" 1-1!J45/l946 et suivants.

Voir aussi:

Caractéristiqucs dcs régulatcurs. La Houille Blanche,
n" G, 1947.

Procédés d'amélioration ·des qualités de réglage des
groupes hydro-électriques. La HOllille Blanche,
n" 1, 194D.

Cours de Régulation, professé à l'Ecdle des Ingé­
nieurs Hydrauliciens de Grenohle.

:2. DA;>;IEL... - .\ccéJération du réglage de la vitesse de:;
turbines hydrauliques.

Tbèse de doctorat publiée dans la HOllille
Blanchc, n"" 1 et :2 de 1948.

:l. :lIA ;ÜIN YUAN et COTTON. -- Sur les critères de stahilité
de HOUTH et d'HuHwITz. 411lletin des sciences ma­
thématiques, tome LXXII, année 1948.

:l B. :lIA MIN l'UA;>;, l{UNTZMA;>;N, ])ANIEL.-- Stahilité des
systémes de réglage. n.G.E., mars 1!)52, p. H9.

4. n. :llEYEII. -- Comportement et stabilité des régula­
teurs contenant des éléments non linéaÎl'es. La
TIouilie Blanche, 3-1952.

RECTIFICATIF

COMPORTEMENT ET STABILITÉ

DES RÉGULATEURS CONTENANT DES ÉLÉMENTS

A CARACTÉRISTIQUE NON.L1NÉAIRE

'lJouilie Blanche, n" 3-1952, pp. :l94 à 4.22.)

L'auteur, IVI. MEYER, nous prie de préciser les
poinls suivants

PAGE :'W8, 2" colonne, parag. 3.

Au lieu de: « il est vrai que la réguL\lion des
turbines en fréquence-puissance fait loujours inter­
venir des systèmes « non à minimum de phase »,
il convient de lire : « il est vrai quc la régulation
des turbines est loujours susceptible de faire inter­
venir des systèmes « non à minimum de phase ».

PAGE :~l98, dans le l'envoi « 2 ».

Au lieu de « 25 avril 1951 )', il convient de lire
« 25 avril 1952 »).

PAGE 409 :

11 convient de lire :

11 = Y -1- l' (x ) (x - x ) + .!.. t" (x ) (x -;t. F +·0 (1 020 0

le signe t" a été omis.

PAGE 410 :

Il convient de lire :

i s = ls H [cj(u:t+c)] = H [ls cj(u:t-h ')]

la parenthèse de (ù 1 + :;; manque.

P.\GE 417 :
dD
dl

au lieu de
dl

dO

PAGE 422 (n° 33) :
Il convient de lire

HEHMANN et SOURIAU,
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