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Comportement et stabilité des régulateurs
contenant des éléments

caractéristique non linéaire
(Précédé d'un aperçu de la méthode de Nyquist et des méthodes dérivées

appliquées à l'hydraulique.)

Behavlour and
of

stabil ity of governors with
non-I inear characteristics

elements

(Preceeded by an outline of the Nyquist method and methods derived hom it applied to hydraulics.)
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J,tilde des « "i,'menls lIoll-linéaires ;, d'instlll­
III lion Il réf/luye automatiqlle. Considérations
SUl' III stabilité propre des élt'men/s. Limitation
du domaine 1/'III,plieal/on de la méthode expo­
sée: la plupart des instal/al/ons industrielles
sont enylol,,"'es souf celles contenant des été­
ments trop ,0' assymétriques ». Recherche des
mo/wemenls possibles des installaliolls pour
t -7.:1.;. Etude des mouvemenls sinusoùlau:/' per­
manents: cycles limites ordinaires. Etude des
mo/wements sinusoïdaux lentement variables:
stabilité des cycles timiles; eye/es limites non
ordinaires; ealclll Il't'S approxiInal/f de 10 pré­
cision dynamique des systl;mes. j';IJels de la
lilléarisation. Elude des instaUations dont les
seules lIoll-l/lléaril,:s il consid,'rer sonl des
re/ais. Conl'fllsion : ,.. Avenir des sysll'mes nOl/­
linéaireR. ~)
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V-Il: INTIWDl'C'IïON.

matiques, Néanmoins, nous croyons aWlir rail
œuvre utile pour les teehniciens el nous nous
excusons du manque de rigueur aupri's des ma­
tl]("llIa tieiens,

('1 La Houille 1II01/c1le, n" ;\-19;,2.

V-12: APEHÇl' Sl'H LI LI MI '1'.\'1'1 ON DES I:\S·I'.II.L.I­

'l'IO:\S J~TliDIÉES,

Happelons que les seules installations automa­
tiques étudiées ici sont ([es installations 11 bou­
des telles qu'elles ont c·tc~ définies au § III-2(*I,
Happelons que les boucles üOlllpl'ennent unique­
ment des t"léments, des comparateurs et c'veu­
tuellement des boucles d'ordre inft"rieur et sont
sehc'lIlHtisées comme suit SUI' ]:1 figure J.

\
ExécutIon

Les éléments c'lablissent (['ulle façon génc'rnle
une relation Us = f (U,.) entre la variabte d'en­
trt'~e U,. et la variable de sortie l\, t est la rela­
tion fonctionnelle c'!:lblie par l'élément. Les
comparateurs établissent une relation .r 0= 1/ r;

el, ('ven tuellemen t,l, 2 ou ;l rela Lions supplc'­
lllentaires :r = f (1/ 1), etc.. , (Voir § III-{i.)

La premiôl'e limitation imposée aux sysl('l\les
dudiés (en plus des limitations relatives il la des­
cription ei-dessus) est celle qui concerne les rela­
tions fonctionnelles U, = t (U,.); nous admettons
que les fonetionnelles t ont les pl'opric·tc·s sui­
vantes :

Comparateur Éléments

If:
l --:--.--~-..._--

Droro

..

Parmi l'ensemble des systèmes physiques, les
systèmes linéaires forment un sous-groupe infi­
niment petit. C'est une des raisons pour lesquel­
les on peu t les étudier facilement. D'une façon
générale, plus on limite le domaine des systèmes
considérés, mieux on peut les t'~tudier. C'est pour­
quoi une étude des systèmes automatiques .-- li­
néaires Ou non --- n'est faisable actuellement que
si on tient compte au maximum des particulari­
tés de ces systèmes. Comme nous l'avons vu dans
les chapitres précédents, les installations auto­
matiques industrielles on t un grand nombre de
particularités. Nous en ve!Tons d'autres pal' 1:1
suite. L'ensemble de ces propriétt'·s particulières
nous permettra de ddinir un sous-groupe suffi­
samment reslreint pour pouvoir être étudié plus
ou moins bien.

En réalité, les propriétés particulières que
nous sommes obligés (pour l'instant) de conférer
aux systèmes que nous t'~tudierons, ne sont pas
remplies par toutes les installations automati­
ques industrielles, mais par la grande ma.iorit{~

d'entre elles. D'une façon plus générale encore,
Utude faite ici est soit exacte, soit en général
pessimiste. Nous reviendrons sur ee point par
la suite.

Pne autre raison qui facilite l'étude des sys­
tèmes physiques linéaires est l'existence d'un
appareit mathématique puissant, eréé en grande
partie spc'ciatement pour ces systèmes. Pour au­
eune autre classe de systèmes it n'existe quel­
que chose d'analogue. L'étude que nous ferons
sera donc nécessairement beaucoup llloins satis­
faisante du point de vue mathématique pure; elle
sera surtout basée sul' des considérations physi­
ques. C'est pourquoi nous avons toujours .ius­
C(u'ù présent insisté (peut-être un peu trop par­
rois) sur le côté physique des installations auto-
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Elles sont indl~pendanlcs d LI te III ps (soit,
dans lIne extension ull(;rieuIT, pulsées de
façon convenable);

___ --l>- Entrée force, vitesse

Elles ne contiennent que des relations algé­
briques Oll difl'érentielles, telles que

y = rCr) représentables par une courbe,

z = l (X, y) représentables par une sur­
face, etc...

Il semblerait que ccci englobe toutes les fonc­
tionnelles pensables. Il n'en est rien puisque
nous écartons pour l'instant les systt'-mes pulsés
et définitivement les systt'-mes pulsés de fa(:oll
« bizarre »; de même nOLIs l~cartons, par exem­
ple, les relations il base arithmétique ou stalis­
tiq lie.

Sor/le Vi i

Fln. 2

On peul donc classer les quadripùles en deux
catégories

1. Ceux il paramètres constants. Les variables
tension et débit d'entrée et de sortie sont
alors nécessairement les mêmes;

2. Ceux il excitation paramétrique (Lenne consa­
cré par l'usage).

De même, il y a des éléments il paramètres
constants et d'autres il excitation paramétrique.

Ici, nous rencontrons une première ditrérence
entre les systt'-mes linéaires et non linéaires ;
alors que dans les systc'mes linèaires les élé­
ments étaient en général stables, dans les systt'-­
mes non linèaires ils peuvent être instables, mais
celte instabilitè n'est pas la même que celle dé­
finie pour les systômes linéaires.

En pratique, seuls les éléments il excitati-on
paramétrique peuvent ètre instables. Définissons
la nouvelle notion d'instabilité : nous dirons
qu'un élément est instable s'il existe un ou plu­
sieurs signaux d'entrl~e finis auxquels corres­
pondent des signaux de sortie très grands (théo­
riquement infiniment grands). Pour les systô­
mes linèaires, il en est autrement: rappelons que
si un systôme linéaire est instable, il n'importe
quel signal d'entrée, même infiniment petit, cor­
respond un signal de sortie infiniment gram!.

Exemple (fig. B) :

NON

V-2. Description
insb\llatit>n$ non linéaires

hl nl(~thod(~ employée.

ponr les installations linl'~\Ïres, nous
devl'ions ici commel1(~er il èLudier les quadrip(J­
[(,s non linèaires, puis les l~lèlllents, enfin les
bOllcles. En tùdiLè, une telle dude serail bien
trop longue. Etudions simplement un point SPl'­
cia lemen t importan t pal' la su i te. Nous avons
\'U qu'il ètait utile de distinguer dans les sys[(~­

llles physiques des variables de tension et des
variables de débits. Tensions et débits sont re­
liès par ce qu'on appelle les paramt'-tres du sys­
[('me.

E.l'cmples. -- Une résistance èlectrique dablit
la relation U = Hi; H est un parmnt'-tre.

- --- De même dans F = m '( ; m est un para­
m(>lre.

Dans un quadripôle, il se peut qu'une varia­
tion de tension ou de débit d'entrée fasse varier
lin param(>tre par l'apport aux variables de ten­
sion ou de débit il la sortie.

Régula/our
;-,

"';. _1

R:remple : un potentiomt'-tre.

J~'lllrée : variables mècaniques : force, vilesse de
déplacement.

1
I·~-'::;;::·

1 -
1 BaSSin-----

Sorlie : variables électriques ; lension, courant.
Le couplage se fait par l'intermédiaire de la

variation du paramt'otre : résistance électrique
(fig. 2).

L'élément tracé en traits continus est il exci­
tahon paramétrique puisqu'on fait varier un
coefficient d'une loi H; Q. Si la conduite n des
pertes de charge non négligeables, cet l'lhnenl
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-f---+-----_Temps

FIG. "

rrl~quence d'excitation Oll d'unc harmoni­
quc queleonqne de ectte fréquence sous
harlllonique.

L Les instabilités dues aux harmoniqucs é1e'vées
sont moins à craindrc que ee[lcs dues aux
harmoniques hasses.

;). Il semble que le taux d'harllloni(ILIe (voir dé­
finition plus loin, ~ VII-/) du signal d'en­
Irl~e n'influence pas l'allure des courbes
de stabilité limite dans le plan amplitude­
fréquence, si toutefois ce taux reste in­
férieur à une valeur donnée correspon­
dant par exemple au signal en rectangle
(fig. 5).l","MMk',

1=

est stable si on ne lui injeete pas d'excitation
d'mnplitude supérieure à une valeur donnée (*.'.

Si cette valeur est dépassée, le signal de sortie
peut croître indéfiniment.

L'élude des éléments à excitation paramétri­
(Ille n'est pas encore hien avancée. On n'a étu­
dil~ jusqu'à prl~Sellt que certains systèmes trl"s
simples à l'quations linéaires et paramôlres vn­
l'inhles périodiquement. Happelons que l'usage
veut que les systèmes linéaires ne comprennent
que les systèmes à équation linéaire et à para­
mUre (ou coefficients) constants. (C'est seule­
ment il ces équations que s'appliquent les gran­
des théories linéaires eomme le caleu 1 svmholi-
que, l'anayse ha rmonique, ete.). .

Hl'sumons les rl~su1tats intéressants en ce qui
conccrne not re étude et qui sont pratiquemenl
ncquis au sujet des éléments à excitation para­
métrique (voir à ce sujet les références (2: :l; 5;
fi: 7; 10; 12; lil).

Pour faciliter "énoncé de·ces résultats, nous
III iliserons le langage éleetrique (parce qu'il est
le plus riche). On peut se servir des analogies
(voir S 1JI -;l) pOlir les au tres domaines.

Exemple de domaine d'instllbilité d'lI11 dl;Jl/l'lIt
il p;rcitation pW'lImiUriqlle (fig. li) :
Les courhc's en trait eonlinll sonl l'C'lalivcs :IU

cas Il = O.
Le domaine hachure" indiquc h slabilite".

Excitation

L

Élément

fi

!~-----c+ -/~--=K;-::-;/.I-

i / 1
VI

/1

______1 L i J----'~_:_--~---__--.-..-.
Fm. 6. --- Elément à exeitation parami'll"ique

et son clomaine d,· slabilil(·.

:L I)our une anlplitude (fentrée donnée, les ris­
ques d'instabilitl~ sont les plus grands
pour une pseudo-fréquence p1"'opre de l't'le",
ment (SUppOSl~ à parnmètres fixes) voisine
de hI sous-hnnnonique d'ordre 2 de la

(') Nons yelTOnS par la suite qne seules les excitations
périodiques pratiquement sinusoïdales sont à considérer.
Nous n'étudierons qne celles-là.

(") Il est entendu quc le cireuit est un circuit phy­
sique il selfs, r('sislanees et eapaeités positives.

}:':r:emple : le circuit (fig. 4) ne peut pas être
instable.

Par contrc, il peut l'être si on remplace un
des deux condensateurs par une self.

:!. Les l'Iéments ayant un amortissement (positif)
ne sont jamais instables pour des signaux
d'entrée infiniment petits : il existe un
seuil de stahilité (comme on l'a déjà men-
lionné plus haut). Ce seuil croît d'une fa- (
(:on générale aw'c l'amortissement.

FIG. 4

1. Seuls les l~[éments contenant un ou plusieurs
circuits oscillants (amortis ou non) pen­
\'('111 être instables(**.'.
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V-2:l : ANALYSE IL\l\MONIQUE DES SYSTi·:Ml·:S

'::'IT f) n::s.

C'esl il pr'Üpos de l'analyse harmonique el cie
!'(q ude d('s cycles limites que nous serons ohli-

C) Lt' mot stable 11t' l't'ut plus avoir lt- St'lIs habituel
que lui donnent les techniciens de la régulation qui
n'l,tudieut que les installations linéaires (voir ~ TT-l.
page ml?, l'enlal'que en l)as de la page'!,

.t priori, on pourrait encore eroire que ce sont
lù tous les mouvements possibles en général. 11
n'en est rien. Ainsi, par exemple, une installa­
tion contenant un régulateur par tout ou rien il
intermittence et à temps de récurrence fixe
n'entre pas dans la catégorie des installations
étudiées ici. On se rend facilement compte que
son mouvement peu t tencIre vers un mouvement
oscillatoire mais jamais vcrs un mouvement pé­
riodique.

Propriétés des install({/ions étudiéesv-2:\1
ici.

Nous dirons qu'une instal1atÏ'on est absolument
instable si, n'étant depuis longtemps soumise il
aucune excitation à l'entrée, son signal de sortie
tend à être amplifié. Elle sera d'autant plus ins­
table que eette tendance l'st plus rapide. Outre
les installations absolument instables, il exisle
les installations possédant un (ou plusieurs) cy­
eies limites et les installations il mouvement
amorti, Les installations ayant des cycles limi­
tes peuvent ètre considérées « techniquement»
soit connne suffisamment stahles, soi 1 eOll1nH'
instahles. Pour être techniquement slahles, il
eonvienl que les amplitudes du eyde limite ou
que l'écart limite vers laquelle tend le mouve­
ment amorti soient suffisamment faihles (*1

(voir § II-l).
Pour étudier la stabilité, il e011\'ient clone

d'étudier les mouvements limites entre les mou­
vements amplifiés et les mouvements amortis.
Ce sont les cyeles limites el les étals d\;quili­
bre au repos.

Etudions d'abord les monvemelüs qui sont sus­
ceptibles de se développer quand un tel système
est resté longtemps sans ôtre soumis il une exci­
tation. D'après les hypothèses faites au § V-l
sur les relations fonctionnelles qu'établissent les
éléments entre leurs signaux d'entrée et de sor­
tie, on peut affirmer que seuls les mouverllenls
suivants sont possibles :

1. Mouvements périodiques dits l'ydes limites.

2, Mouvements pseudo-pc'riodiques <lIllortis ou
mnplifiés.

:\. Mouvements :q)("riodiques amortis ou ampli­
fiés.

V-22 : CONSIDimATlo:\s (;ÉNl~:n,\l,ES Sl'H LA STA­

BILrTl~ DES SYSTJ':lI1l':S f.:TUDIÉ:S,

Hevenons maintenant il l'étude des s~'s!l'Illes

:lulOlllatiquesdans leur ensemhle.

Les courbes en pointillé sont relatives il une va­
leur Il donnée; le domaine de stabilité est alors
plus grand.

Etudions maintenant l'influence d'éléments il
excitation paramétrique clans une boucle de I"c'­
gulation. Nous avons vu au § 1V-2 que la prc'­
senee de boucles seeonclaires instables était en
général il éviter (sauf pour des questions impé­
rieuses de prc~eision dans le cas d'appareil de
laboratoire). La présence d'éléments il excitation
paramétrique instables n'est pas aussi grave. En
effet, une ouverture aecidentelIe de la boude
ne les fait en générn! pns osciller de fn~:on mn­
plifiée. Pnr contre, il est toujours dl~sagrénble

d'nvoir un éll'ment ù amplifientioninfinie dans
une boucle. Pour la sécurité de l'installation,
eompte tenu du vieillissement ct des petites mo­
difications acciden telles, il est sage de prévoir
des éléments qui ne peU'vent pas ètre instables.
Il y a en prntique deux moyens pour rendre sta­
bles les éléments ù excitation parnmétrique :

1. Limitation des amplitudes d'cntrt:~e. Une limi­
talÏ'on pratique est souvent imposée physi­
queuleul : ainsi, si on fnit varier un
r.lléostnt, l'a,uplitude de la variation ne

pas dépnsser la moitié de la valeur
IHaximlllll de ln résistance du rhéostat.

2. AUIOI·tissement intérieur ù l'élément. Nous en
nvons vu l'effet plus 1laut.

P;.l'cmple : cns pratique fréquent en hydrauli­
que: c'est l'installation schématisée en figure ;\.

Nous avons établi des équations simplifiées
permettant d':lYoir, dans le cas générnl, une idée
de la stahilité. Le signal d'entrée a été choisi en
forme de rectangles (fig. 5). Les calculs seront
efTeetués avec l'aide d'une machine il calculer
c'lectrünique de la soeiété I.B.M.

Dans les cas particuliers suffisamment sim­
ples, on peut faire une étude directe. On sait
qu'on peut étudier les systèmes non linl'aires à J
ou 2 degrés de liberté par les méthodes de POI:\­
CAHJ~ ou par celles des écoles russes, On voit
que ces études, ne s'appliquant (f priori qu'à des
systèmes extrêmement simples, peuvent servir
ici il l'étude des parties d'un systl'me heaucoup
plus compliqué. Pour les applications pratiques.
voir les références citées plus hau!. On peut re­
marquer qu'en général on a intérôt il admellre
le signal d'entrée en forme de rectangle (fig. ;».
le caIeul se simplifie alors notablement (il peu
prh comme si le nombre de degrés de liher\<',
du système était diminué d'Une unité).
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+- (I~ cos (2 0) t +- 9~) -1- ...

On appelle résidu relatif d'harmonique ou plus
simplement taux d'harmonique le nombre

Soit un signal :

l' Ct) = (10 +- Cl] cos (0) t +- 91)

gés de faire le plus grand nombre de restric­
tions SUI' l'ensemble des, s.)\stèmes physiques
que nous duclions.

Expliquons pourquoi nous sommes obligés de
faire des restrictions et quelles sont les données
qui interviennent :

g dépend l~videmment, en général, de la forme
du signal d'entrée. On constate que pour ln plu­
part des l'léments utilisés techniquement,
g < 1, si le taux d'harmonique du signal d'en­
tr6e est plus petit qu'une certnine limite que
nous appellerons "c'

Nous n'étudierons que les installations for­
mées uniquement de tels l'léments. Telle est hl
plus grnve des restrictions que nous apportons
aux systèmes ducliés ici. C'est la seule qui éli­
mine un certain nomln'e d'installations industriel­
les, en particulier celles contenant des limiteurs
d'ouvertures ou des déchargeurs (*'. Néanmoins,
nous croyons que, même dans ees derniers eas,
la méthode proposl'e ici peut pratiquement ren­
dre des services, et surtout on peu t sou ven t
montrer que l'adjonction d'un déchargeur 'Ou
d'un limiteur d'ouverture ne risque que de fa­
voriser la stabilité( **'. Le taux d'harmonique ",.
des éléments employés pratiquement est infé­
rieur ou égnl il "0 (défini plus haut).

Nous limitons donc notre étude il de tels l,lé­
ments. Suivant la gl'Hndeur du nombre ",., on
peut distinguer :

1. Les éléments forts gc'nél'Hteurs d'hnrmoni­
ques tels que les l'clais il tou t ou rien ou
les éléments il excitation paramétrique et
il circuit résonant faiblement amorti.

2. Les éléments faibles générateurs d'har­
moniques tels que les conduites il pertes
de charge quadratiques, les appareils
ayant une courbe de fonctionnement peu
ineurvée (ressorts, etc... ).

NOTroN I>'I~LI~MENT SYM1~THIQUE

n'UABMONIQUE
réf. 8, vol. 1,

DI~!'INITION nu HI~SIJ)U BELATI!'
n'uN SIGNAL (terme normalisl~

page 10, n° 05-05-221).

Nous avions üonstaté empiriquement au moyen
d'un appareil il analogie éledrique que, dans hl
grande majorité des installations automatiques
de régulation qui possl~daient un ('yde limite, il
existait llll point dans chaque boude où le mou­
vement correspondant au cyele limite dait voi­
sin d'un mouvement sinusoïdal pur. Ce fait per­
met de déterminer, pour ces installations, tcs
cydes limites possibles, dClllC d'étudier la sta­
bilité. La question qui se pose est dClllC la sui­
vante : Peut-on dire (( prioJ'Ï si telle ou telle
installation a la propriété d'avoir (quelque part
dans sa boucle) un cycle linüte pratiquement si­
nusoïdal ? Nous verrOns que la grande maj orill'
des installations automatiques industrielles ont
cette propriété. J)onnons d'abord quelques dl,fi­
nitions :

En général, on l'exprime en pou l'-cent.

E:remple : pour le signal en rectangle (fig. 5)
il est de 41 % environ. Pnr la suite, nous nppel­
lerons ce résidu : "o.

Nous qualifierons un éll~meIll de « symétri­
que ) si un changement de signe du signal d'en­
trée produit toujours un simple changement de
signe du signal de sortie.

Exemples:

Elément symétrique: relai à tout ou rien; jeu
dans une transmission.

Elr;ment non symétrique: conduite il perles de
charge quadratiques.

Nous appelleN)J1s un l'lément « génl~rnteur

d'harmonique» si, pour un signal d'entrée sinu­
soïdal, il donne en régime permanent un signal
de sortie contenant des harmoniques;

E.remple : les 6léments linéaires ne sont pas
gén6rateurs d'hnrmoniques; ce sont les seuls.

Le taux d'harmonique produit par un élément
dépend en g6néral (entre nutres) du taux d'har­
monique du signal d'entrée. On peut défmir un
nombre g égal au rapport des laux d'harmo­
nique du signal de sortie et du signnl d'entrée.

Il est eTair qu'un dément symétrique ne peut
faire correspondre à un signal d'entrée ne conte­
Ilant pas d'harmoniques paires qu'un signal de
sortie ne contenant pas, lui non plus, d'harmo­
niques paires.

(') Ce sont en pratiquc' les t'léments très « asymé­
triques" (voir dt,finition plus loin) qui sortent du eadl'P
de ('('tte théorie.

(H) Nous pellsons POllH)ÎI' puhlic,' ultérieUrement une
étude il ee sujet.
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COEFFILIEl\'T DE Snll~THIE

BILA'" DES IL\Hi\lO"'IQI'ES LE LO",G l)'V"'E BOUCLE.

Ouvrons la boude quelquc part el injectons
un mouve!ll(~nt pt'l'iodique: on peut alors, YfOSSO

modo, suivre le taux d'harmonique le long de 1:1
boucle. L'évolution de celle grandeur est fonc­
tion de l'amplitude, de la fréquence et du taux
d'harmonique du signal injectl'. La prt'sence des
intégrateurs nous permet d'affirmer que le rap­
port g des taux d'harmonique des signaux de
sortie et d'entrée est certainement inférieur il 1
si le taux d'harmonique du signal d'entrée est
sUJ)(;rieur il tous les taux 7,. des l'Iéments. Le
taux eritique de bouete est infèrieur au taux cri­
tique le plus élevl' des éléments eontenus dans
celle boucle; donc certainement inférieur il 7 0 ,

taux correspondant au signal en rectangle. 11
est parfois bien plus petit. Ce taux étanl iîxé,
on recherche le point de hl houde où le taux
d'harmonique est le plus faible, soit 7",;11' Ce
point se si tue l'videmment immédia tement apri's
les intégrateurs. On voit qu'une nouvelle notion
importante est celle de la position relative des
intl'grateurs et des gtmérateurs d'harmoniques. Il
est clair que "B1i" sera le plus bas si les intè­
grateurs ne sont pas séparés par des généra­
teurs d'harmoniques. S'il existe par exemple deux
intégrateurs directement couplés en chaîne, le
taux d'harmonique est divisé pal' (1/4·- 5 ,,~/i36).

S'il est de 20 % avanlles intégrateurs et même si
'( ==, 0, il tombe après les intégrateurs il 5 %'

Compte tenu de toutes les données indiquées
ici. il est souvent possible de trouver une limite
supérieure de "B111l' Celle limite est en général
tri's basse, de l'ordre de 7(1/10; en raison des inil'­
gra teu l'S, elle ne dt;passe gui'Te ;) %' On pour­
rait chr'ITlH'r ù énOll{'('r quelles sont les condi­
tions requises pour qu'il en soit ainsi. En ré~l­

litè, on s'apen:oit que le nombre el la com­
plexité des données mises en jeu ('st trop grande
pour <[ue cdte dude ait un intérêt pratique.
Nous l~Il()lleerOns donc simplement la condition
suivante ù imposer aux systèmes que nous vou­
Ions étudier : nous ~ldn}ellons qu'il existe lin
point dans chaque boucle oit le résidu relatif
d'h~ll'nlOniques est inft'rieur ù ;) '1; pour les 1'1'(;­

quences correspondant aux cyetes limites pos­
sibies. Pratiquement, toutes les installations in­
dustrielles, sanf celles mentionnt'es plus haut,
satisfont il l'l'tic condition (*i.

A partir de maintenant, nous n'ouvrirons plus
les boudes qu'aux points où existe le taux
d'harlllonique minÎlllum. Nous admettrons qu'en
ce point les cycles limites possibles sont des
mouvements sinusoïdaux, e'est-il-dire nous né­
gligerons le résidu relatif d'harmoniques. Cette
approximation est techniquement tout à fait

Il~ cos ((,) 1(J ),1((0 -1- III cos (0) t

Les éléments non linéaires sont génl'rateurs
d'harmonique; les intégrateurs font haisser le
taux d'harmonique. A chaque intl~gration, un
signal de eoefficient de symétrie" voil tomber
son taux d'hannonique environ dans le rapport

II~ el ((:; l'tant définis il pal"lir du signal de sor­
tie correspondant il un signal d'entrèe A cos (,) 1.
L'l'Ièment fait correspondre il ce signal un si­
gna 1 de sortie :

Ün il vu, au § IV-4, que dans les houdes il y
;lvail t·oujours des intégrateurs. Dans les bou­
cles linèaires, il y a, pOUl' la fréquence corres­
pondant il un cycle limite, exactement 2 intégra­
tions. Dans les boudes il éléments non linéaires,
il pt'ut y avoir « moins d'intègrations » pour ln
frèquence correspondant il un cycle limite; e1l'ee­
tin'ment, les dl'phasages peuvent ètre produits
pa l' des pht'nonu\nes autres que des intégrations.

Pratiquement, nous aV{)J1S vu que chaque bou­
cle contient (pour des raisons de prl'cision'l au
moins un intl'gratcul' pur (voir § IV-2), En
plus, pour assurer une stabilitè absolue (voir
§ IV-2'l, la courbe amplif1calion en fonelion de
la frèquence est descendante pour la frèquenee
propre ou la pseudo-frt'quenc(' propre de l'ins­
ta lIa tion. En gènt;]'a l, cette cou rbe est for[emen 1
descendante il partir de celle fréquence. Pour
l' -'7 %, la boucle se comporte en gt~nt'ral comme
2, :1 ou 4 in tègra tcu rs en sèrie.

'( est eOIllpris enll'c () el 1; ,,==cc= 1 pour tes l'll'­
ll1ents symèlriques.

Celle notion est importanle, comme on le verra
pal' la suite. En etl'el, les intégrateurs de la
boucle abaissent beaucoup plus l'harmonique il
que l'harmonique ~.

On peut de Illèll1e définir d'une façon gt;nl'rale
te coefficient de syml'trie d'un signal.

Nous appellerons coefficient de s~'mètrie d'un
ètèment le l'apport:

(') Il ('st clair que cette condition n'a pas hesoin d'être
\'ôrifiée pour les petites boucles aeecssoires comme celles
fOl'llll"'S pal' les assel'\'isscl1lents des régulalem·s.
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1'1(,. il
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Si A varie, on obtient une famille de courbes
il l paramètre. On peut également Joindre les
points il w eonstant ct obtenir une deuxième
famille de courbes il l paramètre (fig. 8).

y

Etudions done un élément non linéaire au
moyen d'excitation A eos 0) t. La composante de
pulsation (ù du signal de sortie B cos (0) t + 9!
fait intervenir deux grandeurs B ct y. Ces deux
grandeurs sont fonction de (0) et de A. Pou l' les
seuls systèmes linéaires, 13 et ? ne dépendent pas
de A. Nous pouvons Iraeer, pour tous les systi~­

mes, en analogie avec les systèmes linéai­
res, des eourbes en coordonnées polaires; le

ravon vecteur sera ~ , rang'le polaire Q.. A .

Si A est constant et si w varie, ~ et 9 défi­

nissent une courbe graduée en (.) (analogue à
la courbe de transfert d'un élément linéaire),
(fig. 7).

légitime; en effet, un grand nombre d'appa­
reils étudiés au moyen de schématisations
linéaires ont un résidu relatif d'harmoniques
non négligeable et parfois même bien plus
grand que 50/0. Néanmoins, les calculs faits
en admettant ces appareils linéaires sont
pratiquement toujours vérifiés par l'expé­
rience. L'ensemble de ces vérifications expé­
rimentales constitue la meilleure justification
de la méthode que nous proposons.

Ce que nous venons d'exposer justifie égale­
ment l'étude que nous avons faite au § V-22
à propos de la stahilit{· des éléments, cOlllme
nous l'avons annoncé.

Etudions maintenant ce qui se passe quand
on ferme la houcle. Il est elair qu'il ne peut
se produire aucun cycle limite dont le taux
d'harmonique 'r soit supérieur au taux eriti­
que 'rc de la houde : le signal verrait alors son
taux d'harmonique décroitre à chaque ehemine­
ment eomplet autour de- hl houcle. De môme,
si tous les éléments sont symétriques, le eycle
limite ne peut pas contenir d'harmoniques d'or­
dre pair, autrement dit il est ohligatoirement
symétrique. En efIet, les intégrateurs changent le
coefficient de symétrie du signal et, après un che­
minement le long de la boucle, le signallle l'l'vien­
drait pas identique à lui-môme.

On voit donc que les mouvements osciIla­
toires permanents de la boucle fermée ne peu­
vent être que ceux que nous avons envisagés
pour la boucle ouverte.

V-232 : Fonction de transj'el't (génémlisée) cn
régime permanent.

Pour étudier les l'yeles limites d'une installa­
tion, il suffit donc d'ouvrir chaque boude au
hon endroit, d'y inj eeter un signal A cos (,li et de
comparer ce signal à la composante 13 cos (ùt+ y )
du signal de sortie. On voit donc apparaître l'ana­
logie avec la méthode de NYQFIST applieah1e aux
systèmes linéaires. En pratique, on fait souvent
une approximation de plus qui est en gén{~ral

acceptable : on injeele il c!loijue élément un si­
gnal A eos (ù t et on ne tient eompte que de la
composante de pulsation ül il la sortie. Ceei est
aeceptahle, en partieulier parce que la compo­
sante fondamentale de sortie de ehaque élé­
ment dépend surtout de la composante fon­
damentale du signal d'entrée. Il est évi­
dent qu'on peu t appliquer la méthode indi­
quée ici sans faire eette nouvelle approxima­
tion; néanmoins on la fait très souvent en pra­
tique. De plus et surtout, elle permet de mieux
comprendre le phénomène physique, ce qui nous
sera d'un grand secours dans les explications
qui vont suivre.



OCT.-Nov. 1H5~ LA HOU1LLE BLANCHE

Régulateur avec relais idéal et asservisse­
ment (fig. 10).

et de déph:lsage nul. Donc

B 4: l, 1 * 1 • }! =c,
7': ' ..l-\..

()4 I\.
.. A

Asservissement
FH;. 10

Relais
i

t
N..

~.

l~L ./,.. .i<;1FI (A ; (ù) == A

Si on couple :

Néanmoins, il convient de noter que le cou­
plage en série ne donne plus une relation aussi
simple que pour les éléments linéaires.

L'ensemble de ces eourbes définit la fonction
de transfert généralisée de l'élément envisagé en
régime permanent. On peut aussi l'criI'(~ symbo­
liquement :

et

}3~
F~ (BI ; (0) =

BI

on aura une f'Ollclion de transfert résultante

On voit <lue ceci eonstitue une petite boucle.
Si la fréquence n'esl pas trop l'levée, on peu t
négliger les inerties, la boucle est alors évidem­
ment stable (le déphasage tolal est .. 7':/2). Dans
ces conditions, on a les relations suivantes

F [F) X FJ
Enlrée du régulateur : N""""1\',, cos (0) t

Sortie du régulateur : Y 'co Yo cos «(ù t + 9) (1)

Entrée du relais :

= C cos ((ù t + 11')

1';0 l'll1llplHude d'entrée du deuxième élé-
owut, c'esl-il-dirc l'amplitude de sortie du pre­
Inierinlervienl dans le caleul par 9~ (13] ; <ù).

illY No cos (0) t m Y ocos ((0) t + 9)

En plus, il n'y a aucune raison pour que les
fonctions 13 (A ; (ù) et 9 (A ; (j) dérivent d'une
même fonction analytique simple (en mettant
suffisamment de singularités « bizarres » on
arrive toujours il les faire dériver d'une même
fonction analytique, puisque ces fonetions ne
sont définies que pour les (0) réels).

E:remples :

Il' est donné par :

No sin IF ==, m YI) sin ('l" '-- 9)

Sortie du relais (voir exemple prl'cédent)

':1 K cos ((.) t 11")

Sortie du régulateur

(2)

1. Relais idéal il tout Oll rien. -- Caractéristi­
que (fig. Hl. Y =-~- K fi cos «(0) t + 11() dt =.!. K sin (0) t + 11')

1" .. 0 1t (ù

Entrée

+J<f------------

D'où, par comparaison avec Cl)

Yo '''''' .~_. K . v = 11' ._.. _3'
7': (0) , • 2

9 ,.== Are eos

Sortie
ee qui donne, avee· la relation (2) :

4: l1l K

(1)
F[(;. f)

Il Y a done deux cas ;

4 mK :s::: 1
7. wNo '"

Si le signal d'entrée est A cos (j) t, le signal de
sortie est un signal en reetangle d'amplitude K

(') Le coefficientll:t provient du développement en
't,rie de Fou]'ie]'.
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L'appareil fondionne bien comme

[;) m Kt
NT >.

(1) l 0

prl~vu. alors proportionnel il son glissement. La vitesse
de sortie est alors liée il la tension d'entrée pm'

v == K dV
dt

l'Hô. 11. -- Schéma d'un commutateur industl'icl.

L'appareil ne peut pas fonctionner COlInne prévu.
Si on admcl une zone morte ~ dans le commu-

y

K dant proportionnel au ulOn1enl d'inertie du
moteu r. La cou rbe de transfert tensi'On d'en trl'e­
vitesse est donc un cercle (fig. J a).

"--Cercle

____w_·_..-+ -=:w_.-=O~-------=-x ,...

y

1 + Kj(,)

La courbe de transfert tension d'entrée-dépl:I­
cement est :

Collecteur If/xe}

1

l'
f3 .Zone marie Isolant

/

4 K
" (0) Ir':'F K~;,;~

y

j w (l + K j w)

Le reste du caleul demeure incl1angl'.

Donc, on a ici :

tatelil' (fig. 11), le calcul donne un résultat satis­
faisant dans tous les cas. En particulier, si
~ -7 0, la relation dablie pHI' le régulateur

1 4 K 111 1 N' .., (" ttent POUl'--,- > vel'S,· .== III 1. ,eCI es
7t (ù N

d'ailleurs évident physiquelilent cl se vérifie ex­
périmentalement. Dans ce dernier cas, la courbe
de transfert est unique cl donnée par la fi­
gure 12, mais sa graduation dl'pend de No. Le

y

Celle courbe de transfert
de l'exemple prl'cédent

y = 4 K sin
7t (ù

relilplace l'équation

(0) t 'n

Arc tif 1\. (0)
~

w -0 -:- Wc Ce qui donne :

4 Ill1\.
:;; = Arc cos
, 'it No lI) (1)2)

Arc 19 K (,)

D'olt unc famille de courbes de lransfert (lig. 14).

'-"Cercle y

Fllô. 12

point .r = l/m ; !I = 0 représente toute la partie
de courbe de transfert 0 ~ (ù ~ (0)".

4 III K
1t No

:3. ---- Régulateur il tOllt 011 rien l'Il tellant compte
de l'inertie du motellr.

Courbes
w' ct.

A'O
1

x

Adlilettons que le moteur du régulateur soil
IlIl moteur asynchrone : son couple lIlüteur est
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-1.. Liaison il jeu (fig. 15). \'-2:3:\ : Cycles lill/ites possibles.

Entrée: A cos ù) t.

Sortie: coul'lle r SUI' figure IC) bis.

Signaux

Si l'une des courbes de transfert de la boucle
ouverte passe au point -1, il est clair que
l'amplitude et la fréquence relatives il ee point
définissent un cyele limite possible. Comme les
cycles limites sont des mouvements intermédiai­
res entre les mouvements absolument stables el
abolument instables, on reconnaît tout de suite
la signification des courbes de transfert, en ce
qui concerne la stabilité.

En analogie avec la stabilit(, absolue des sys­
[('mes linéaires, nous dirons qu'une installation
dont les courbes de transfert 'OI1l l'allure de la
figure 17 ne sont pas recommandables. Nous ne

y,

lei, il n'y a 1'11001'1' qn'une courbe de trans­
fert, mais c'est parce que la fonetion de trans­
fert ne dépend pas de la fréquence.

Couplage d'une liaison il jeu et d'un régula­
teur il tout Ou rien sans inertie " on obtient les
courbes de transfert de la figure 16,

y

On trouve!*) :

B=I (J Ar:l_)~0,62 ~t- ---- 0,:38 _.

(J

:;, = Arc sin .Y.. A

Temps ___+ -t_"'-_f----r----~

FI(;. 17

nous occuperons QUtl des autres.
La forme générale des courbes de transfert

nous penuet, dans chaque cas, a posteriori, de
vérifier que les harmoniques des cycles limites
son t bien a Illorties le long de la boucle.

lei se pose une nouvelle question: est-ce que
les cycles limites trouv('s ainsi sont les seuls
possibles?

Etudions ce qui se passe autour du point 1.
Admettons qu'il existe dans une boucle un ré­
gime (imposé pal' l'extérieUl') qui cOlTesponde il
un point M trôs voisin du point 1 (fig. 18).

y

x
-f

xM

x

A~O

FIG. 1fi

(') FOl'mules tlppl'oeh(~s; ll-s fOl'mules exactes sOnt
extrênH'ment eompliquèes.

Si l'installation ne reçoit plus aucune excitation,
le mouvement va changer (tr(~s lentement puisque
M est voisin de --- 1). On pourra alors définir une
amplitude et une fréquence il chaque instant.
Cette amplitude et cettc fréquence vont changer
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lentement; le point figuratif de fonelionnemenl
va donc dt~crire une certnine courbe dans le
plan :t: ; If et aussi dans le plnn A; (o). Celte courbe
peut être fermée. Il existe ~tlors un mouvemenl il
cycle limite d'amplitude et fréquence lentemenl
variables (fig. Hl). Nous appellerons ces cyeles
limites des cycles limites il battements (à cause

est instable. De ruème 1\1 peut tendre, ou lion,
\'l~rs un cycte limite il battements.

La question qui se pose maintenanl esI de S:I­

voir comment on peut étudier les trajeeloi l'CS
du point 1\1.

Y-2:q· : Réyillll's lentemelll puriables des bou­
cles o[werlcs.

Etudier les trajedoi l'CS du poinl 1\1 semble,
{[ priori, nous obliger il reprendre l'étude du sys­
tème et il nous heurter aux dificultés insurllloll­
tables que nous avons lwitt~cs jusqu'ici. En réa­
lité, il existe deux grandes classes de lll{'thodes
pour l'étude des systèmes physiques. LI pre­
mi('re eOll siste il détel'lniner le conlportemen t,
dans le temps, des systhlws soumis il une exci­
talion donnèe (par exemple un échclon unit{O):
unc dcuxic~me méthode consistc il exciter les sys­
ti'llles par des mouvelllents sinusoïdaux de l'rl~­

quence et d'amplitude yariables. Cclle deuxièlllC
ml,thode peut sembler a priori plus arti licielle,
en réalité, eIle est bien plus « physique »; en
elret, les régimes habituels dc la pluparl des sys­
li'mcs sont osciIIaloires et on conçoit que J'ana­
lyse l'rl'quentielle fasse intervenir plus naturel­
Icment les proprié\('s liées aux frl'quences pro­
pres, aux cydes lilllites, etc. En plus, nous
avons dèjù insisté SUI' le l'ail que les (;quations
d'un systc'mc nc sonl Yalables quc dans llIl

l'crhtin domaine du plan amplitude-l'rl'quenee;
l'cci yeul dire que les propridés physiques du
sysli'llle considéré sont essentiellemenl attachées
aux différents domaines du plan A ; r

Dans bien d'autres l'as, les mdhodes l'rl'quclI­
lü'1les constituent souvent un outil Ir('s puis­
dant.En particulier, elles sont dc plus Cil
plus employées pour les systi'mes lin{'aircs ù
coefficients constants (éYidemment elles ne ré­
solyent pas non plus tous les prob](~II\l's, ('omlll('
on a parfois tort de youloir le faire croirc). Dc
môme, J'dude dcs sysli'mes lin{oaires ù par:IIII('­
tres yari:lbles n'est pratiquement :Iccessible que
depuis que M. Z;\J>EH a 1I10l1lr{· tout l'illll'I'l'i el
la souplesse que permeth'n t les IlIl't!lOdes l'rl'­
quentiellcs (voir réf. 7).

Nous essayerons de montrer, ici, que ces mé­
1hodes permelient également de faire avancer
l'élude des systèmes qui nous préoccupent.

L'dude que nous venons de faire jusqu'ici
constitue, dans notre esprit, unc sortc d'intro­
duetion il une théorie bcaueoup plus généralc
hasée SUI' J'nnalyse frétrucnticIle, thl'ori<' lionl
nous cssayerons de dOIl!H'r, ici, les quelques
P(~!llts quc nous :Ivons pu dablir. Ces difrérc:rlls
points sonl rclatifs soit nux l'l'gimes pl' l'iodiques
entre!cn us, soi t :\lI x rt'gimes pl'riod iq ucs lente­
ment yariahles (pal' rapporl il la pl'riode dc l'ex-

condUil-eCOU-rle.~--t~l
FIG. 20

Le même genre de raisonnement peul pel'lllel­
tre de trouver la stabilité des cyeleslimites. He­
prenons la flgure J 7. Si 1(' poin t 1\1 tend V('l'S 1.
l'amplitude tend vers AI el la l'rl'ijll('lll'(' /1: AI
ct li cal'aetl'risenl un cycle limite ordinaire St:I-'
bic. Si, A el / danl voisins dl' A, el il' le
poin t M s' (>loi gne de l, le cycle-limi te A, ; /1

Si le régu la teur est à Jou t ou rien el idéal
et si la transmission enlre le flotteur et le ré­
gulateur se fait avec un jeu, on peut {,tudier
l'installation pal' une mdhode di l'cele. Ceci sera
fait au § VI. On trouve il la sortie du régulateur
une relation linéaire entre A el (.); (0) variera avec
le temps.

(

F](;. l!)

-----j-+-+-++-+--++-------_Temps

de la variation de l'amplitude); les autres cycles
limites seront appelés « ordinaires». Il ne semble
pas que les cycles limites il battements aient él{'
étudiés jusqu'ici. Leur existence pourrait même
être contestée. On pourrait s'attendre il ce que hl
fréquence ne varie pas quand un système Iend
vers un cycle linüte, comme c'esI le cas des svs-
li'mes lin~aires (e À! cos (0) l). .

Or, ceci est con IrediI pal' [es l'ai ts.

Exemple:

Soit une installation il niveau
matisée pal' la figure 20.



LA HOUILLE BLANCHE

Dans la plupart des sysU'lnes ulilisés eu pr:l­
Lique, on a :

ciLation el :lUX périodes propres du sysLi'uH' con­
sidéré) .

La méthode consiste done essenLiellelllen L il
injecter, dans chaque boucle ouverLe au bon en­
d roi!, un 1I10UVelnent :

A (Il cos [(0) (Il . !]

A (l) et (0) (l) d:lIlL lentement variables.
Le signal de sortie sera alors pratiquement Pl'­

riodique eL ce qu'on peut appeler son oseil1:lLlon
['onclHlnen tale sera :

1i (1)

n'esL plus valahle.

!üe/llp[e : C'ollsi(it'orons le sysll'me ligure ~l.

Illais égalculCnt des valeurs antl'rieures de ces
deux gr:l1ldeurs. POUl' les relations fonctionnel­
les qu'l-lahlissent les l"l'ments renconlrés en pra­
lique, la raison en est la suivante:

Aclmellons que le signal d'entrl'e d'lm élément
soit un signal en reelangle. Le signal de sortie s'en
dl'duit par l'intermédiaire d'une équation difl'l~­

rentielle et est déterminé pendant chaque demi­
période par la valeur aeLuelle de l'amplitude et
par les conditions initiales au début de la demi­
pl'rïode eonsidérl'e. Ces conditions initiales en
quesLion sont les valeurs atteintes à la fin de la
demi-période antérieure el dépendent donc de
l'amplitude el de la fréquence antérieures; el
ainsi de suile. Il en est l'Yidemment de méme pour

t t 1 . 1 l't' () 't dA d (0)ou au Te Slgll:l ( en rel'. n VOl que ·-li[ et di
interviennent d'autant plus que l'l'quation dif­
férentielle est d'ordre plus l'Ievl', e'est-à-c1ire
d'autant plus que l'élémenL est plus « intégra­
leur ». Pour les systc'mes il ondes, où ]'l~quation

dilTérentielle est d'ordt'e infini, les valeurs anté­
rieures interviennent tellement fortement que le

l , 1 l' . ,dA dm( eve oppemen en sene par rapport a --- et -'1-
dt (

Le mouvemenL pendanL la demi-période lo ; li
dl'pend du poinL de déparl P au temps Il (fig. 22').

E (fI

Excilolion /~/

BI (A ; (ü)

9~ (A : <.»)

9 (i)]

dA
dl

d (.1

nous nrrôterons évidem-
dm . ,
dl . Dans l'etat [IC-

IL(A: <.») +

13 (i) cos [(0) (i).1

lA : "1)

d (,)

dl

Ho [A (i) ; (0) (1)] +

:1 (i) YO [A (Il : (.) (i ) ]

B (i)

PI'HlIqu('l\IC'ul, nous
dA

n Hm l n n x \t'I'III('S el
dt

luel de nos connaissances, le calcul de ces ter­
mes est en gl'nérat déjù pénible, sinon impossi­
hle. De plus, ces termes suffisent pour l'étude de
la stnbilité des c.veles limites ordinaires ct pour
l'étude approximative des cycles limites il haL­
[('men ts.

Les fondions 90 el Bo ne présenLent pns de
grosses (lifficullés : cc sont celles qui dérivenL
de la fonction de transfert générnlisl'e en régime
pennnnent (§ V-42).

F o (A ; (ù)

II n'en est mnlheureusemenl pns de méme pOUl"
les fondirms Hl : B~ : :II et 9~. Leur déLermina­
lion constitue l'un des points qu'il serail nl'­
eessain~ de préciser pour faire avancer la mé­
lhode exposl'e ici. Nous nous contenterons de
donner quelques indications el exemples.

D'abord, il convient de se rendre cOlllpte phy­
siqul'nH'nt pourquoi :

H ([) ,/ Ho [A (1) : (0) (t)]

//
Signal d'en/rée

Temps
1
1

__ _ _ 1

c'est-il-dire pourquoi l'amplitude el la phase il
la sortie dépendent non seulement de l'amplitude
et de la frl'quence d'entrée Ù l'inslant c()Jlsicll'n;,

Ce dernier point dépend de l'amplitude el de la
longueur de la demi-période pr(o(~('dente.

11 existe des l'll'ments qui ne sont ahsolument
pas intl'gr:lleurs (ni difTérentiateurs) : par exem-
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pie les l'l'lais. Nous les appellerons élémenls algt~-

briques. Pour eux : '
transfert devient :

F (J. + j (0)) # X ('0)) + J. Y' (0»

+ j [Y ((1) -- J, X' (,»)]

D'où :

On en tire faci lement 130 ; 90; Hl et 91'

F # X + __dA Y' + . [,- Y _ _dA X' '/
Adt J Adt- -

(1) (1) == Al +- 13 -+ s (1),oùcos [<t. (t) ]

é (1) dant pelil.

Posons: <1'0 (i) = All + Hl et éerivons

Hegardons maintenant cc qui sc passe quand (0)

varie dans le temps. D'abord on peul étudier la
rt'ponse du système il :

En réalité, on a intérêt il écrire que le signal
entrant E = A (i) {il[eio.'l] se lransforme cn :

S = A (il [ F (j (1) eiA ] - ~~ (il UF' (j(l) ei(d]

2. EIt'ments lint'aires : Ho cl 90 sont indépen­
dants de A ; BI' B:! , 9, ct 9:! s'expriment
en fonetion de F (j (,»).

:1. J<:!t'menls mixtes.

En pratique, on peut y classer un grand nom­
bre d'éléments qui, a priori, sc classeraient parmi
les syslèmes sièges de phénomènes héréditaires,
lels les transmissions il jeux, les systèmes il frot­
lements, etc... Ceci provient de ce que nous n'étu­
di'Ülls, ici, que les rt'gimes oscillatoires lenlemenl
variables.

De plus, l'absence d'inlégralion ou de dériva­
lion rend Ho et 90 indépendants de w. Ce point
pcut probablemenl Hre établi de façon plus
rigoureusc.

On peut donc classer les éléments de la fa­
(:on suivante :

1. Elt'menls algébrique~ : Ho cl 90 sonl indé­
pendanls de (,) ; Hl == B:! == 91 == 9:! == O.

Seule la del'nii'rc catt"gorie offre des difli­
cullés(*'. Il faut faire le caleul dans chaque cas;
souvenl il est infaisable. On a loujours intérêt il
~lssillliler le, signal d'enlrée il un signal en
reelangles. COlllme on nt'o'liue les lel:mes en
dA d(l) h h

-(fT X (fT ' on peul t'videlllmeni :ldmellre A

constant pour calculer H:! el 9:! et (0) conslants
pour caleuler BI et 91'

Nous allons faire le caJeul des fondions
13, ; H:! ; 91 et 9:! dans le cas des éléments linéai­
res. Caleulons d'abord BI et :J" en admettanl (1)

constanl. Nous ferons varier l'amplitude expo­
nenliellemenl :

A (t) = K e\1

d'où

il c!Jaque inslanl.

Soil :

1. ==
dA
Adt

Nous déterminerons <1'0 (i) en admettant qu'à
l'inslant eonsidéré lo, on a :

(1) (10) = <1 1
0 (10)

</>' (fo) = (1)'0 ([il) = (0) (lo)

Si fo) est inférieur il la prelnière pulsation pro­
pre complexe du système, on peut développer
F (j (0) en série de Taylor. En appliquant eette
série il eos [(l' (t)], on obtient :

Li'\. [F (j w) Ci"'l] - -~l~ (il UF" (f (o)ei"'l]

Nous admettrons que eette formule est tou­
jours valable. On peut d'ailleurs l'étendre il tout
le plan J, -j- j w; néanmoins, nous n'en avons pns
trouvé de démonstration simple.

Si le signal d'entrée est A cos [éO) (t). t],
A dépendant de (0), il eonvient de remplacer
dA oA 1 oA ow (* l' ,. t l- par ---- --- -----'. :'11 reunlssan es
dl al aw al
deux expressions lrouvées et en appelant tou­
jours E le signal d'entrée et S le signal de sor­
tie, on trouve :

F (j (,») = X (0») -+ j y (,»)

l:I fonelion de lransfert de l't'lémenl. Si nous

injeelons Ee\1 (-'''0.'1 avec J. # (J, la fonclion de
(.11

(') Les elasses Ile SOllt d'ailleurs pas comparables ell
(<; gl'tlndeuL' ».

(') Ceei est 1e eas géni'l'al pour les éléments en
chaine.
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Q : dl'bit instantan('

Ho : chute gl'cllnl-!rique.

T : temps caractéristique du \wssin

'{Il' Y, !J : ouverture (idem) dl' la V,\I)ll('

SIl,,)
Q" /

F (j ",)

2 0. II
HII

q=Q Qo;

Q" : débit en

0. II : perte dl' l'harge dans la conduite;

On en déduit

On vl~rifie aisément que le couplage eù l'baine
de deux. svstt'mcs dont les fonctions de transfert
sont F 1 (/(ol) el F~ (j (0» donne le Blème résultat
qu'un seul système dont la foneLion de transfert
est FI.F~.

Néanmoins, il convient de remarquer que l'am­
plitude sortant du premier syst':~me est A FI (j 'ü)

et dépend de lù par l'intermédiaire de FI Cj lol) ;
pal' con tre, la fréquence ne dépend pas de l'mn­
plitude.

On voit que, pratiquement, on a souvent inll'­
rèl il ne pas considérer chaque élément lilll'aire
il part, mais ù étudier l'ensemble dl' ,'·es l~lé­

dA
ments; les termes délicats en sont ;t!ors

d,ol
automatiquement englobés dans le calcul.

II L'nut maintenant eaIeuler l:;'r (j l')) ct F" (j (»).

Les calculs sont tout de suite bien plus c-om­
pliqués que pour les installations purement Ii­
néaires.

On peu t procl'der graphiquement: tracer F(j,ol)
comnle pOUl' une instaIlation puremcnt linéairc
et dl'river graphiquement :

E.rem[J/e : Installation figure 2il.

avtlesse
pro?'ort",nne,lte à l'ecor/

ViII/fit!

1" (j 'ol) =
T j 'ol CH j (0) t' 2) (j (0) -1- KI) cr)

805,"lfi Oébit u/J/e

F'(j (.) = 1i nI. .F'.(,L'ùlL= F (L')~)
(»1 -) ,.)~ j «0)1 "'0 (»~)

L'instnllation peut contcnir, entre les points S
etE, une liaison il jeu ou, simplement, le rl'gu­
latelll', un recouvrement el une saturation. Ces
dernières non-linéarités sont alors « prl'do o

minantes » et on peut négliger les autres en
premiL~re approximation. Nous linéariserons donc
les autres équations.

V-3. Mouvements de la boucle fermée.

Stabilité des cycles limites.

V-RI; LES MOUVEMENTS OSCILLATOIIŒS LENTE­

ME"'T VAHL\BLES DES BOUCLES FEHMlms.

On a les l~quations

Conduite;

(-) j (1)
q 1 2 .3_

~ 2 r~ .II...
-Qo " Qo Yo

B:lssin

Nous pouvons maintenant étudier les l'l'galles
oscillatoires libres des instnlIations envisag('es
ici.

Rappelons que, jusqu'ici, nous avons dudié
ces instaI!ations en boucle ouverte. Si on injeeLe
dans une boucle (ouverte au bon endroit) un
Jl10UVelllel1l A (i) eos [co) (f). t -1- 9 t)] où A (f) et
'" (f! sont lr{is lentement variahles, il sort un
1Il0uvement voisin de :

IlT j (»
Ho B (t) cos [(» (f). t 9(1)]

0[1

j (»
n
Ho

B (i) = Ho [A (t) ; (.) (f)]

H ,=}~_.~ : temps caractéristiquc' de ln eonduite. ? (f)
g cr Ho 90 [A ; ")]
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aux lermes de deuxième ordre près.
.Pal' la suite, nous calculerons loujours avec

cette approximation.
Les seuls mouvements oscillatoires lentement

variables de la boucle fermée sont donnès pal'

Soil AI ; (')1 lin tel eyele limile : sa slabililt", est
donnée pa r : .

a cccc N'A (At; (')1) +. D'", (At; (o)t) < 0

el

AliJ B Il) el ylfl 7.(

Foyer instable
0> 0 a2 -4b<o

Centre
0" 0 oP- 4b < a

Au voisinage de ces cyeles limites, les trajec­
toires sont données pal' la figure 24 .

@

Col (inslable J
b<a a'-4b>a

.9w
H" (A ; (ol)

dt -

On en lire immèdialement :

D'oit :

A = Ho (A : (ol) +- .dA. Bt (A ; (,)
di

dA N(A; (0»)

1) lA ; (,»
(1)

Cette èfIllation di!l'èrentielle dèfinit ce que nous
avonsappelè les trajeeloires du système. En
effel, dans le plan A; (0), l'amplitude et la fré­
quence du système ne peuvent que varier en
suivant les courbes soluti'Ons de cette équation.
Si nous avions tenu comple d(' lermes d'ordre

., dA. dw
plus l'leves en '~iT el dt ' nous :llIrÎons eu ulle

l'quation dif1'l'rel1lielle d'ordre pins èlevl~.

I)ans le eas des syslèmes purement linéaires,
on vèrifie que les trajectoires sont bien (0) = CRli';
elles sont parcourues d'après A = K è'.

L'l'quation (1) constitue la base de notre théo­
l'Ïe des syslèmes non linl'aires. Elle permet d'étu­
dier de nombreux détai.ls de leur comportement;
de plus, elle est la plus simple possible et la
seule à avoir èlè étudiée jusqu'iei. Cette èqua­
lion permet d'appliquer il des systèmes très CO!lI­

pliquès les très nombreuses méthodes mises au
point pour les systèmes très simples à 1 et 2 de­
grés de liberté. Il y a là un point essentiel sur
lequel nous tenons il insister : l'analyse harmo­
nique permet d'utiliser au maximum les con­
naissances déjà acquises, les théories bien éta­
blies et les calculs déjà faits.

Happelbns uniquement, pour mémoire, quel­
ques points particnliers dont l'ètudc est possi­
ble il partir de l'équation (1).

CYCLES LIMITES OnDI:'>IAIBES

Fit;. :l4

Les lIèehes indiquent Je sens des « 1 » eroissants.

~YCLES LIMITES A nATTEME:'>ITS

Si l'équalion (1) admel des trajeeloires fer­
mées, le système peut suivre indéfiniment de
lel1es traj ectoires; A et (» varient alors périodi­
quement. Ces trajectoires sont les cycles limites
ordinaires des théories elassiques relatives aux
systl~mes simples. Leur détermination est assez
dl~lieate; néanmoins, beaucoup de théories ct de
méthodes de calcul ont été mises au point pour
les déterminer (voir par exemple l'lof. : (î').

~es eyeles peuvent ètre stables ou inslables
(fig. 25l.

Ils sonl donnl's, connue on le voit, par

Bo=A

f, CYôle limite stable f2: Cycle limite instable

9=--7.

ce qu'on savail déjà.

Si l'approximation est poussée au-delà du pre-
dA du) • 1miel' ordre, en et -- , on obhent (es e~'-
di dt



OeT.-Nov. 1952 LA HOUILLE BLANCHE 681

cles à battements encore plus compliqués, sans
que des phénomènes vraiment nouveaux appa­
raissent.

T = ...~. H b _ 300 s : temps caractéristique du
Qm - bassin.

PnÉCISION DU SYSTÈME
5 s : temps caractéristique de la

conduite.

L'équation (1) permet aussi d'apprécier le de­
gré de stabilité et la précision des systèmes
étudiés.

'S = 0,005 = -~ N : asservissement.
Hb

Au lieu des variables B et <p, il est souvent plus
commode de calculer B cos <p = X et B sin Cf' = Y.

De la fonction de transfert, on tire alors

~ N = « décrément» (*) dans le bassin.

Ko = 20 = rapidité de réponse du ré­
gulateur.

dA dw
X = X o + dt Xl + dt Xz

,Jeu: correspond à 1/2 cm dans le bassin.

y = Yo+ C;{~ YI +
dt

Les fonctions de transfert en régime penna­
nent d'oscillati'ons sont les suivantes :

Bassin
1

j w S

Conduite 2~ .QQ...
2 + j El (Jl Yo

Régulateur : __~o__ ~
jw + Ko'S Ho

dlll Xzdt

dw Yzdt
dA

YI()

Les mouvements possibles sont alors

y=o; X=-A

-~- A = X o + dA Xl
dt

D'où

(Xo+ A) Y z - X z Y o
Xl Yo-(Xo+ A) YI

Ces trois fonctions sont représentées par les
trois courbes de la figure 26.

Cette équation est évidemment la même que
l'équation (1), mais est parfois plus facile à
établir.

Etudions, comme exemple, une installation
uniquement formée d'éléments linéaires et d'élé­
ments algébriques. Ce sont les installations pour
lesquelles M. KOCHENBunGEn et M. DUTILH ont
déterminé les cycles limites ordinaires (réf. 1
et 4).

L'installation étudiée ici est celle de la fi­
gure 23.

Le régulateur est supposé avoir un recouvre­
ment et une saturation; en plus, la transmission
a du jeu.

On a étudié graphiquement l'installation sui­
vante :

w·o,
(l)

w=o

Réguloleur-

FIG. 26

w-o
x

L = 500 m longueur de la conduite.

Hb = 40 111: chute brute.

'1 ~ = ~ He = 1/2 pour le débit maximum.
Hb

~ He = perte de charge dans la con­
duite.

La fonction de transfert de la liaison à jeu
est représentée sur la figure 27.

Sur la figure 28 est représentée la 00urbe de
transfert de l'ensemble des éléments linéaires et
l'inverse de la courbe de transfert de l'élément
algébrique. On trouve deux points d'intersection,
qui donnent deux cycles limites ordinaires ca­
ractérisés par les pulsations (Il # 0,15 et 0,03.

Qo = 3 m 3/s : débit maximum. (*) Termc consacré par l'usage.

4
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y

A=ro
f

x

FIG. 27. - Fonction ck transfert de l'organe sehémalisl'
sur la figure 15.

y seau de courbes caractérisant la fonction de
transfert de l'ensemble de la boucle ouverte.
Ceci a été fait pour les valeurs de 'Il voisines
de 0,15 (fig .29).

0,14

FIG. 2D. - Fonction de transfert en régime permanent.

On trouve (0)0 # 0,155 et l'amplitude du mou­
vement du plan d'eau clans le bassin :
No =- G,25 mm. Etudions maintenant la stabilité
de ce cycle limite en reprenant tous les éléments.
Nous coupons la boucle à l'entrée des élénlents
algébriques, comme sur la figure 30.

l A ti l,g
,1 r 6,2

6,9 x

y

Ensemble des j Ensembfe dest"::a ~m"~I"h''''''

FIG. 30

Comparateur

J
_ ......~-.JI \

\ /

----Inverse de courbe de lransfert des
éléments algébriques

Courbe de transfert de
l'ensem!Jte des éléments
Ilnéaires~

FIG. 28

On voit que pour celle installation il y a des cycle,
limites possihles quel que soit le jeu, puisque la forme
des eourhes de tr'ansfert ne dépend pas de la valeur du
jeu (seule la graduation en dépend). Il y a done un
eritère de stabilité indépendant de la valeur du jeu:
c'est le eritère de tangenee des 2 eourbes de transfert.

Connaissant la valeur approximative de la
pulsation et de l'amplitude, on détermine par le
calcul des valeurs plus exactes en traçant le ré-

Soient

El = A (t) cos [w (t) . t]
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Le terme en

le signal cl'entrée dans les éléments algébriques,
et:

SI = B (t) cos [w (t) . t + Ch (t)]

le signal de sortie. De même :

E 2 = B Ct) c'Os [w (t) .t]

et

S2 = C (t) cos [w Ct) . t + 92 Ci)]

pour les éléments linéaires.

Les fonctions de transfert donnent

B (t) eiÇl( t) = (1) [A (t)]

C (t). ej 9,(t) = B CO, F Uw Ct) ] - j~Bd;DF/", [.i W CO]

_ j d [w Ct)l B (t) .1"""" [j w(t)]
dt

dB est nul.
dw

En posant

fonction de transfert des éléments algébriques,
on trouve :

-1 = 'Ji' (A) F (j (ù) - j _dA~J-,!,_(A)J}_eiarc'!' (Aj F' (j ÙJ)
. dt dA A

. dw 'l' (A) Fil (' )-] -dT l, J w

Si A (t) = Ao et w Ct) = wo, on retrouve évi­
demment :

équation qui détermine les cycles limites ordi­
naires.

Posons maintenant

- jclJ _~±~)1 eiale'!' (Aj F' (j w) = t1. (A ; w)

-- j Fil (j w) . '"Ji' (A) = ~ (A ; w)

t1. et ~ sont alors des fonctions complexes con­
nnes et l'équation de bouclage devient :

-1 = 'Ji' (A).F (j w) +t1. (A,; w) dA + ~ (A ; w)!i~
dt dt

t1. et ~ peuvent être définis par un réseau de
eourbes comme les fonctions de transfert. Nous
avons reproduit schématiquement ces réseaux
pour w voisin de 0,15 et A voisin de 0,18 sur
la figure 30 '>1'. F' (j w) et F/I (j w) ont été calculés
par différences finies; on s'aperçoit que la pré-

dA

B (t) = 1 q) [A (t) ] 1

et en sous-entendant les « t »,

on peut écrire :

C l'i" 1 (1' (A) 1 .F (j ÙJ)

- j ~~)_(~2J dA F' (j w) --- j !l~_ 1q, (A) 1F/I (j w)
dA dt dt

La condition de bouclage, c'est-à-dire de mou­
vement possible de boucle fermée, est

A (t) == C (t)

({lI (t) + ({l2 (t) == - 7': + 2 k ;;

On en tire:

- A e- i 9, = 1 q, (A) 1 F (j w)

- j d 1 ~lA) 1 ~~ F' (j w) - j ~; 1 q, (A) 1 Fil (j w)

ou en se rappelant que :

et en posant

q, (A) = 11' (A),
A

-50

....
0(

+50

A
-::;=5,58

o

CI: (w,AJ

( a)

o

(c)

Fig. c:

200

....
f3

FIG. 30 bis

OC
dw = OB

o

,m=5.58

1'fJ~=0,155

200

f3 (w,."

(b)

A
Y

5, ---/';
5 1

1

1
1
1

0,1 0,155 W

(d)
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LI. (ü

cision est suffisante avec des intervalles
w

et 0.}_ v.oisius de 1120.

Si l'installation oscille avec un mouvement
instantané d'amplitude A (t) et une pulsation
ù) (t), on peut facilement trouver graphiquement
dA dw .
--- et-

d
. en deeoml)osant le vecteur

dw t

'J'(A)F(j(J))+1

en deux vecteurs parallèles il (L et ~ (fig. :30 '';' e).

On en déduit _cJ~ ; d'où le coefficient de ln
dw

tangente au point A ; (J) à la trajectoire du sys­
tème dans ce plan (fig. :30 bl$ </). Si on se contente
de chercher la stabilité du cycle Ao ; wo, on peut
étudier l'équation :

où

li. A = A - Ao; li. ù) = (J) - W o

et :

représente la linéarisation de l'expression

-l-F U(w o+ b. w)] lI" (Ao + LI. A)

Cette dernière se calcule en assimilant les cour­
bes A = Cste et u) Cste passant par le point - 1
de la figure 29 à des droites. Dans le cas présent,
on trouve :

(74,7-32,lj) -~t .b.A/y+ ddt W (159-164j)

= (0,0246 + 0,0322 j) -~~
'Y

+ (11,63 +- 5,00 j) 0. w = 0

En séparant les parties réelles et imaginaires,

(*) Mentionnons ici aussi l'article de M. LOEB dans les
Annales des Télécommunications.

Dans cet artiele, M. LOEll calcule la stabilité des cycles
limites d'une façon différente de la nôtre. Il admet que
la fonction de transfert d'un système non linéaire en
régime variable (près d'un cycle limite) est la même
que celle en régime permanent d'oscillation où on rem­
place w pal' 0) -- j),. Cette hypothèse ne semble pas
confirmée dans le eas général pal' le calcul fait ici.
Il se peut qu'clic soit vérifiée pOUl' une certaine classe
de systèmes non linéaires, qui serait il déterminer. Phy­
siquement cette hypothèse signifîe que la fonction de
transfert en régime permancnt permet de connaître les
mouvements transitoires. Or, justement les systèmcs
non linéaires ne peuvent pas être caractérisés pal' une
seule fonction (voir § V-41).

on obtient deux équations difIérentielles linéai­
res pour les deux fonctions 0. A (t) et b. 0) (t). La
résolvante a les racines Pl := 0,156 et P2 = 0,002.

Ce cycle limite est donc instable (*).

V-32 : ENSEMBLE DES MOUVEMENTS OSCILLATomEs
D'UNE INSTALLATION.

Nous avons vu que [es cycles limites ordi­
naires des installations étudiées ici sont en
fait (quelque part dmls la boucle) pratique­
ment sinusoïdaux. En est-il de même pour les
mouvements oscillatoires variables? Etudions
d'abord les mouvements lentement variables. On
a vu que l'amplitude et la fréquence suivaient
une certaine trajectoire dans le plan A ; w. On
peut faire une correspondance entre le plan A ; <.ù

et le plan de NYQUIST :1' ; !J en faisant correspon­
dre les droites A = Cste et w = Cste du plan
A ; (j) aux courbes A = Cste .et (» = Cste du plan
de NYQUIST. Ceci revient il considérer à chaque
instant le mouvement permanent « tangent» au
mouvement instantané. Le nombre « d'intégra­
tions » le long de la boucle est évidemment fonc­
lion du mouvement permanent tangent. La mé­
thode exposée ici devient donc de plus en plus
critiquable au fur et à mesure que le point figu­
ratif du système s'éloigne du point - 1 en ré­
duisant son déphasage négatif. Ainsi, un cycle
limite il battement, comme indiqué sur la fi­
gure :n, est donn(~ d'une manière beaucoup plus

~y

-1

A

FIG. 31

imprécise qu'un cycle limite ordinaire, même si
l'amplitude et la fréquence varient lentement.

Evidemment si, en passant par un point tel
que A, le système varie lentement, cela signifie

que !:LA et !i~_ interviennent très fortement, au-
dt dt

trement dit que l'unc des fonctions B l CA ; (J))
ou B2 (A ; (0)) devient très grande. Ceci nous
semble pouvoir arriver si l'installation contient
de nombreux éléments linéaires dont des systè­
mes correcteurs. Ces systèmes ont alors une
courbe de transfert comme figure 32, et F' (j w)
et F" (j (J)) sont très grands pour les points voi­
sins de - 1.
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La graduation de la courbe de transfert est
très étalée près du point - 1.

Nous appellerons instabilités secondaires les
cas dans lesquels BI CA ; (0) ou B2 CA ; (0) devien­
nent infinis.

Loin de ces instabilités secondaires, les cyeles

Système comgé

/'

//' /

~ystème non corrige

y

L1ue étude de cyeIes limites et il faut en général
revenir à la réalité physique si l'on s'aperçoit
qu'uu rnouvement tend à être infini.

n reste encore un dernier mot à dire à propos
des cyeles limites à battement rapidement varia­
bles. Il peut l~videIlunent en exister aussi. Un
cas concevable est eelui d'un ensemble compre­
nant un régulateur par tout ou rien aelionnant
un système du genre Duffing (voir par ex.
réf. 10). Il peut alors se développer des cycles
limites avee « jumping », c'est-il-dire bond
hrusque.

En eone1usioll, on peut dire que la méthode
exposée iei ne résoud évidemment pas tout, mais
permet une première étude des systèmes même
très compliqués. Il nous reste maintenant à étu­
dier les mouvements apériodiques.

V-il;) : MOUVEMENTS API~RIODIQUES.

à battement sont toujours tri~s petits et se trou­
vent au voisinage immédiat du point 1. Il
semble qu'en général il n'en existe pas dans de
telles conditions. Il semble donc possible d'af­
firmer qu'un cycle limite à battement n'est sus­
ceptible de se produire que si unc instabilité­
secondaire est assez voisine d'un cycle limite
ordinaire, à moins que ce dernier cyele limite
ne corresponde à un centre ou à un foyer peu
amorti dans le plan A ; (o). A l'avenir, nous ne
nous occuperons plus de ces cas llloins fré­
quents. Dans tous les autres cas, les J"(;gimes len­
tement variables sont impossibles loin du point
--1. Si le point figuratif du ré'gime ùlllgent est
loin du point -- 1, le régime tend rapidement
vers un cyele limite ou vers le repos. Son mou­
vement n'est plus régi par des équations du

dA d(o)
prernier ordre enJF et di ' et on ne peut rien

nninner sur la forme de la trnjeetoire.

D'UIle [":'(;00 générale, on voit que les crilè~res

dc position analogues à celui de NYQUIST pour les
installations lin(;aires ne sont plus valables (cri­
lè~re de position : le point --"- 1 doit se trouver il
gauche de... ). D'autre part, les installations réel­
les ne peuvent heureusement jamais avoir des
llIouvements tendan t vers l'infini: ceux-ci sont
toujours limités quelque part et il ne peut se
former que des cyeles limites très grands. L'é'tude
de la stabilité' des instaIlntiolls est dC)Jlctoujours

Etudions d'abord les positions d'équilibre. Les
systèmes non linéaires ont parfois des plages
d'équilihre, e'est-à-dire que le système peut être
en équilibre pour toutes les valeurs d'un para­
mètre eomprises entre deux limites. A cause des
intégrateurs, les plages d'équilibre des systèmes
de régulation ne peuvent être que les zones d'in­
sensihilHé des dilTérents éléments. En réalité, un
système de régulation ne s'arrête jamais quand
le signal d'entrée dans un élément tombe dans la
zone d'insensibilité. En effet, quand le signal
d'entrée dans un élément a franchi la limite de
la zone d'insensibilité, la boude est pratique­
ment ouverte et tout le système reste dans l'éhd
où il se trouve : le mouvement eontinue jus­
qu'à ee que la zone d'insensibilité soit franehie.
Les syst0mes de régulation n'ont donc que des
positions d'équilibre isolées qui sont pratique­
ment les limites des zones d'insensibilité. Pour
la même raison, les mouvements apériodiques
amortis ne peuvent être que des mouvements ~I

l'extérieur des zones mortes. Ils sont en génér.·\l
assez diffieiles à déterminer. Il en est de même
des mouvements apéri'Üdiques amplifiés. Ces der­
niers ne sont, en général, pas à eraindre. Souvent
ils se produisent si l'installation est entaehée
d'une erreur grossière de bon sens : l'installa­
tion bloquée dans une position limite extrême
peut: continuer à restel' ainsi.

VA. - Comparaison des systèmes linéaires
et non linéaires.

V-41 : NOUVELLE CLASSIFICATION DES SYSTÈMES.

Au paragraphe II-il, nous avions essayé de clas­
ser les systèmes physiques en général d'après les
différences (plus ou moins grandes) qui se mani­
festent entre leur comportement réel et le eom-
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(') Voir rcmarquc cn bas de la page 684.
(H) Sur ec point nous ne pouvons pas non plus être

d'accord avce M. LOEB (voir remarque page (84). Il affirme
au contraire, sans le démontrer, que les critèrcs de posi­
tion s'appliquent.

peut pas en dire autant du système non linéaire
(fig. 34b ). Les critères de position ne s'appliquent
plus (**).

Néanmoins, nous pouvons admettre qu'ils s'ap­
pliquent pour les systèmes presque linéaires,
pour les systèmes linéarisables ne contenant que
de faibles non linéarités et pour les systèmes
quasi-linéaires. Il est évidemment toujours pré­
férable de s'en assurer dans chaque cas parti­
culier.

Finalement, une nouvelle difTérenee entre li­
néaire et non linéaire apparaît dans la possi­
bilité d'existence de cycles limites: les systèmes

( b)

Non linéaire

comparer les sys­
les systèmes sché-

(a)

Lineaire

-1
-~-+----1--... x

Nous pouvons maintenant
tèmes réeis (non linéaires) et
matiques linéaires.

D'abord les systèmes linéaires sont enti.ère­
ment définis par une courbe de transfert graduée
en tù. Les systèmes non linéaires sont caractéri­
s(~s, il fréquence et amplitude constantes, par un
réseau de courbes de transfert. De plus, ce ré­
seau de c-ourbes ne permet pas d'étudier les phé­
nomènes à amplitude ou fréquence variable et, à
plus forte raison, les phénomènes transitoires en
général. Pour étudier ces phénomènes, il faut
connaître une infinité d'autres réseaux de cour­
bes, à Illoins qu'on ne particularise d'une façon
ou d'une au tre le système (*). Ainsi, pour étudier
la stabilité des cycles limites ou, d'une façon gé­
néI'ale, les phénomènes très lentement variables,
il faut connaître trois réseaux de courbes. Tout
ceci montre que les systèmes linéaires sont pau­
vres en propriétés : une seule courbe les canlC­
tél'Ïse. Corrélativement, la linéarisation est une
schématisation souvent très poussée : elle en­
lève un grand nombre de propriétés.

Une autre différence fondamentale entre les
systèmes linéaires et non linéaires réside dans
l'application du critère de NYQUIST : alors que
le système linéaire (fig. 34") est stable, on ne

y ty

1

x

A=O

b) Nous appellerons systèmes linéarisables
ceux pour lesquels la courbe A = 0 oorrespond
au schéma linéaire. Ce n'est par exemple pas le
cas des installations contenant un jeu. On a vu,
paragraphe V-5, que dans ce cas A = 00 corres­
pond au schéma linéaire.

c) Les autres systèmes sont dils non-linéari-
sables. .

Dans ce dernier cas, il peut arriver que les
courbes de transfert A = Cste soient très voisines
comme sur la figure 33. Nous appellerons alors
le système : quasi-linéaire. C'est le cas de beau­
coup de systèmes réels au moins dans un grand
domaine du plan A ; tù (voir § II-3 : citrons de
\VEYGEL). En particulier, les systèmes dont le
seuil de sensibilité est petit par rapport aux am­
plitudes couramment étudiées, se classent dans
cette catégorie.

Une classification analogue peut être faite pour
les cycles limites. Ceux-ci peuvent être dûs à
des phénomènes presque linéaires (la schématisa­
tion linéaire donne alors la fréquence propre
U'vec une bonne approximation) ou il des phéno­
mènes absolument non .Jinéaires (la théorie li­
néaire les ignore).

A=<o

FIG. 33

y

l (fig. 33).

portement de leur schématisation linéaire. Nous
pouvons maintenant préciser cette classification
pour ce qui est des systèmes il régulation auto­
matique.

a) Nous appellerons systèmes techniquement
linéaires ceux pour lesquels la fonction de trans­
fert en régime permanent se réduit pratiquement
à une seule courbe, quelque soit A. Plus préci-

, t . ~o . ù.q:> t t ' t't d tseInen, SI -' et - son Tes pe IS evan
?o Cflo
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linéaires ont très rarement des cvcles limites
(point « - 1 » sur une courbe), les ~ystèmes non
linéaires beaucoup plus fréquemment (point
« - 1 » dans un domaine du plan). Effectivement,
les systèmes réels, instables pour les peti tes am­
plitudes, ont toujours des cyles limites: la sché­
matisation linéaire est alors absolument cadu­
que. En plus, les systèmes non linéaires peuvent
avoir des mouvements limites plus compliqués:
cycles limites à battements, etc...

V-42 : UNE CLASSE PAHTICULlüm D'JNSTALLA­

'l'roNS NüN-LINI:;AlHES. (Installations dans lesquel­
les l'amplitude, 011 la fréquence, sont l'i:tes en un
point de la boucle.)

w

Ou :

F(je))) =X(w) +/Y(w).

YO (w) et YI (V) dérivent alors de F (j v) et la
stabilité des cycles limites est donnée pal' le pro­
duit des signes de Y/w et X//w'

l::r;emplc : Réglage de niveau dans un modèle
hydraulique.

II peut se faire à l'aide d'un avanceur de phase
et d'un relais agissant sur le moteur de com­
mande d'une vanne.

La fonction de transfert de la parlie linéaire
est dans le cas le plus simple :

A 'B~ 1-
(0-2 (J)

(0) B
(02

AF (jw) =-

Donc:
co = COû (w) _1 dw COI ((0».
, . 1 dt '

Ces installations occupent une position parti­
culière dans l'ensemble des systèmes non linéai­
res. Leur simplicité les rapproche des systèmes
linéaires.

II existe, en pratique, beauc:oup d'installations
de ce genre. Nous étudierons celles où l'ampli­
tude est fixe; ce sont par exemple les inslalla­
lions contenant un relais. Si l'on ouvre la bou­
e1e après le relais, on n'a pas besoin d'injecter
des Inouvements sinusoïdaux ayant difIérentes
nmplHudes. Ces systèmes sont donc très pro-

des systèmes linéaires; la seule variable est
la fréquence. En effet, le relais n'est sensible
qu'au signe du signal et non à son amplitude. Il
n'y a donc qu'une équation définissant le sys­
tème :

Les oscillations du système sont données par

<p=-T;+2kT;

d'où

Y/ :> 0; XI/ > 0, pour tous les v).

Donc il existe un cycle limite pour ()) -7 0 et
il es t instable. .

On en déduit (0) (1) par une intégration

l w <Pl d wt = - .----~~--.--..
o <Po + T; + 2 k T;

En pratique, w (t) est souvent une fonction il
plusieurs déterminations (fig. 35). V)I; W2 sont
des cycles limites possibles. Ce sont pratiquement
toujours des pôles doubles (à cause de l'intégra­
tion); Wl est instable; V)2 es t stable; w = 0 est
souvent un cycle limite possible.

Comme l'amplitude est fonction de w le long
de la boucle, on peut facilement calculer partout
les amplitudes relatives aux cycles limites. Un
cas particulier important est c~lui d'une instal­
lation comprenant des éléments linéaires et un
relais.

<Po + T;
dw

2 k T; --1- COI ((0» = 0dt ,. -

Un au tre cas important est celui des régula­
teurs pal' tout ou rien asservis. On ouvre alors
la boucle (fig. :36) et on obtient également une
fonction de transfert linéaire.

Relais Moteur

• 1-
~ ==c.7.--t'---r----r
~~

1
Asservissement

,-------
1 1

'--.......--f
l

Reste du système rl------r--------l
L -.J

F lG. :lI,
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l'efIet d'une inertie, d'un intégrateur, d'une con­
duite à coups de bélier d'onde, d'un a'Vanceur de
phase, etc. Par contre, on n'avilit par exemple

aucune idée de l'effet des « zones mortes » dans
les relais d'un système tel qu'il est indiqué SUI'

la ligure 37.
Nous pensons (et espérons) que l'étude que

nous venons de publier servira en premier lieu à
se faire une idée assez précise du fonctionne­
ment et des propriétés des systèmes non linéaires
à régulation automatique.

Bien sûr, la méthode exposée ici permet de cal­
culer (avec plus ou moins de précision) le com­
portement de ces systèmes, mais, et ceci nous
semble beaucoup ph;s important, elle est surtout
à même d'enrichir considérablement notre in­
tuition. Aussi nous pouvons, par exemple, dire
qu'une liaison à jeu déphase en arrière d'un
angle compris entre 0 et "'/2, et voisin de
~/A si ce nombre est petit (~ : jen; A : ampli­
tude d'entrée); de même nous pouvons dire que
l'amplitude baisse dans le rapport l - (2/3) ((r/A)
si ~ / A est petit, etc...

Jusqu'à présent, on employait des systèmes qui
étaient autant que possible linéaires et on « rai­
sonnait linéaire» même si le système ne l'était
pas. Il est important de ne plus avoir peul' du
« non linéaire» et de ne plus se le cacher quand
on ne peut pas le négliger. En effet, les systÈmlCs
non linéaires ont des propriétés remarquables et
sont souvent supérieurs aux systèmes linéaires.
Nous aurons l'occasion de le constater à propos
de certains exemples que nous verl'ons dans le
prochain chapitre.

Signal
de

sortie

1
Relois

principal
FIG. 3ï

Relo/s de sfob/lisolion

jOperolion de
dérivation

Signal
d'enlrée

j

v-s..- Emploi pratique de la méthode.
Emploi pratique des systèmes non linéaires

Après avoir décrit et justifié avec plus ou
moins de rigueur la méthode d'étude des sys­
tèmes à régulation automatique non linéaires que
nous proposons, il reste à résumer en quelques
lignes la façon dont on peut l'appliquer. Nous
admettrons que le système à étudier est entiè­
rement connu, sauf un ou deux paramètres qui
restent à déterminer « au mieux » pour avoir
un bon réglage.

On commence alors par diviser le système en
éléments. En pratique il existe toujours des élé­
ments pratiquement linéaires et d'autres forte­
ment non linéaires. On peut en général admet­
tre que les premiers sont efIec1ivement linéaires
sans trop se tromper. Il est commode d'avoir éta­
bli une fois pour toutes un « catalogue » des
éléments intervenant souvent (voir § 1I~3). Tl
suffit alors de combiner leurs courbes de trans­
fert en régime permanênt pour avoir le réseau
de courbes relatif au svstème total. On en déduit
les cycles limites ordin'aires possibles.

Il est souvent han de se rendre compte dans
un cas pratique de la stabilité de ces l:vcles. Si
on fait varier un paramètre, la stabilité n~ change
en général pas brusquement. Compte tenu de tO~l­
tes ces indications, on peut alors fixer le ou les
paramètres qui étaient l'estés libres. Une fois le
système entièrement déterminé, on peut essayer
d'étudier les régimes lentement variables (si
l'étude en vaut là peine).

Jusqu'à présent, on ne savait pas déterminer
le comportement des systèmes non linéaires tant
soit peu compliqués : 'on peut même dire qu'on
ignorait complètement « la philosophie de la
question ». Aussi évitnit-on autant que possible
l'emploi de systèmes non linéaires. Cëci était évi­
demment raisonnable : même si l'on ne sait nas
déterminer exae!:ement le comportement cl'{me
installation (ce qui n'est pas nécessaire en géné­
ra1), il est cependant toujours nécessaire de sa­
voir quelles peuvent être ses propriétés. Jusqu'à
présent, on en savait généralement assez sur les
systèmes linéaires (même compliqués) pour avoir
toujours une bonne idée physique de leur com­
portement. Ainsi on savait par exemple quel est
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(A suivre.)

RECTIFIC;l TIF

Quelques résultats nouveaux concernant la régulation des turbines et des installations hydrauli­
ques en général (la Houille Blanche, n" 4/1952, p. 567 à 590).

Page 582 : la figure 22 doit se présenter comme suit :

/ //

IL

//~// ,///////~>,-'~//~

FIG. 22

La déformation entre la figure 21 et 22 est continue:
l'arc de courbe. passant par l'origine tourne et vient se
placer sur l'axe ot; le point double s'cn va il l'infini.

H. MEYEH.
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