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Comportement et stabilité des régulateurs
contenant des éléments
a caractéristique non linéaire

(Précédé d'un apercu de la méthode de Nyquist et des méthodes dérivées
appliquées a I'hydraulique.)

Behaviour and stability of governors with elements
of non-linear characteristics

(Preceeded by an outline of the Nyquist method and methods derived from it applied to hydraulics.)

rar R. MEYER

INGENIEUR AUX ETABLISSEMENTS NEYRPIC

(Voiv la Houille Blunche

Etude des « éicmenls non-linéaires » dinstul-
lation @ régluge automatique. Considérations
sur la stabilité propre des éléments. Limitation
du domaine d’application de la méthode expo-
sée : la plupart des installations industrielles
sont cenglobides sauf celles confenant des élé-
menls lrop <« assymélrigues ». Recherche des
monvements possibles des installations pour
t —>o¢. Etude des mouvements sinusoidaua per-
manents : cyeles limites ordinaires. Etude des
mouvements sinusoidaux lentemen! variables :
stabilité des cycles limites; cycles limites non
ordinaires; calcul (rés approximatif de la pré-
cision dynamique des systémes. Effets de lu
{inéarisation. Eltude des installations dont les
seules non-linéarités (& considérer sont des
relais. Coneclusion : « Avenir des systéemes non-
linéaires. »
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V. — ETUDE DES INSTALLATIONS A ELEMENTS “ NON LINEAIRES ”.
EXTENSION DU CRITERE DE NYQUIST. LIMITES DE L’EXTENSION.

V-1. L’étude se limite aux installations
industrielles a régulation automatique.

V-11 : INTRODUCTION.

Parmi l'ensemble des systémes physiques, les
systémes linéaires forment un sous-groupe infi-
niment petit. Cest une des raisons pour lesquel-
les on peut les étudier facilement. D’une facon
générale, plus on limite le domaine des systémes
considérés, mieux on peut les ¢tudier. Cest pour-
quoi une étude des systémes automatiques — li-
néaires ou non — n’est faisable actuellement que
si on tient comple au maximum des particulari-
tés de ces systéemes. Comme nous Pavons vu dans
les chapitres précédents, les installations auto-
matiques industrielles ont un grand nombre de
particularités. Nous en verrons d’autres par la
suite. I’ensemble de ces propriétés particulieres
nous permetira de définir un sous-groupe suffi-
samment restreint pour pouvoir éfre étudié plus
ou moins bien. ‘

in réalité, les propriétés particulieres que
nous sommes obligés (pour I'instant) de conférer
aux systémes que nous étudierons, ne sont pas
remplies par toutes les installations automati-
ques industrielles, mais par la grande majorité
d’entre elles. D’une facon plus générale encore,
Pétude faite ici est soit exacte, soit en général
pessimiste. Nous reviendrons sur ce point par
la suite.

Une autre raison qui facilile Pétude des sys-
temes physiques linéaires est 'existence d’un
appareil mathématique puissant, eréé en grande
partie spécialement pour ces systémes. Pour au-
cune autre classe de systémes il n’existe quel-
que chose d’analogue. L'é¢tude que nous ferons
sera donc nécessairement heaucoup moins satis-
faisante du point de vue mathématique pure; elle
sera surtout basée sur des considérations physi-
ques. Cest pourquoi nous avons toujours jus-
qu’a présent insisté (peut-étre un peu trop par-
fois) sur le coté physique des installations auto-

matiques, Néammoins, nous crovons avoir f{ait
ccuvre utile pour les techniciens et nous nous
excusons du mangquede rigueur aupres des ma-
(hématiciens.

V-12 : APERCU SUR LA LIMITATION DES INSTALLA-
TIONS ETUDIEES.

Rappelons que les scules installations automa-
tiques étudides ici sont des installations & bou-
cles telles qu’elles ont ¢t¢ définies au § TH-207,
Rappelons que les boucles comprennent unique-
ment des ¢léments, des comparateurs et éven-
tuellemient des boucles d’ordre inféricur et sont
schématisées comme suit sur la figure 1.

b

Comparateur Elémants
PR S
—{ ) (M )
t ./ ./ T
1
Ordre Exécution
Fia. 1

Les ¢léments établissenl d’une facon générale
une relation U, ==f (U, entre la variable d’en-
trée U, et la variable de sortie U, [ est la rela-
tion fonctionnelle ¢tablie par Pdlément. Les
comparateurs établissent une relation v =u-—aq
et, éventuellement, 1, 2 ou 3 velations supplé-
mentaires x = f (1ry), ete... (Voir § 6.0

La premicre limitation imposée aux systemes
¢tudiés (en plus des limitations relatives a la des-
cription ci-dessus) est celle qui concerne les rela-
tions fonctionnelles U, = [ (U,); nous admettons
que les fonctionnelles [ ont les propriétés sui-
vantes

(*y La Houille Blanche, n® 3-1952,
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- Elles sonl indépendantes du lemps - (soil,
dans une extension ultéricure, pulsées de
facon convenable);

-— Elles ne conticnnent que des relations altgé-
briques ou différentielles, telles que

y = [ (v) représentables par une courbe,

z =[x, y) représentables par une sur-
face, ete...

Il semblerait que ceci englobe loutes les fone-
tionnelles pensables. Il n’en est rien puisque
nous ¢cartons pour Pinstant les systémes pulsés
et définitivement les systémes pulsés de facon
« bizarve »; de méme nous écartons, par exem-
ple, les relations & base arithmétique ou statis-
tique.

V.2, - Description
des installations non linéaires
et legitimation de la méthode employée.

A7 A CABACTERISTIOUES NON

GCommnie pour les inslallations linéaives, nous
devrions ici commencer & étudier les quadripo-
les non linéaires, puis les éléments, enfin les
houcles. En réalité, une telle étude serait bien
trop longue. Etudions simplement un point spé-
cialement important par la suite. Nous avons
vu quil était utile de distinguer dans les systo-
mes physiques des variables de tension et des
ariables de débits. Tensions et débits sont re-
lids par ce qu’on appelle les paramétres du sys-
téme,.

Lxemples. — Une résistance éleetrique établit
la relation U = Ri; R est un paramdétre.

-~ De méme dans F==m~y;m est un para-
metre.

Dans un quadripdle, il se peut qu'une varia-
tion de tension ou de débit d’entrée fasse varier
un parametre par rapport aux variables de ten-
sion ou de débit a la sortie.

FExemple : un potentiomeétre.

I'ntrée ariables mdéeaniques : force, vitesse de
déplacement.

Sortie : variables électriques : tension, courant.

Le couplage se fait par Pintermédiaire de la
variation du paramétre : rvésistance électrique
(fig. 2).
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t—— | ——~  Enirée force, vitesse

NN

Sortie U;7
Fra, 2

On peut done classer les quadripoles en deux
catégories

I. Ceux & parameires constants. Les variables
tension et débit d’entrée et de sortie sont
alors nécessairement les mémes;

2. Ceux a excitation paramétrique (terme consa-
eré par Pusage).

De méme, il y a des éléments & paramétres
constants et d’aulres & excitation paramétrique.

Iei, nous rencontrons une premieére différence
entre les systémes linéaires et non linéaires
alors que dans les systémes lincaires les élé-
ments étaient en général stables, dans les systeé-
mes non linéaires ils peuvent étre instables, mais
cette instabilité n’est pas la méme que celle dé-
finie pour les sysiémes linéaires.

<n pratique, sculs les ¢léments & exeitation
paramétrique peuvent étre instables. Définissons
Ia nouvelle notion d’instabilité nous dirons
qu'un ¢lément eslt instable §’il existe un ou plu-
sicurs signaux d'entrée finis auxquels corres-
pondent des signaux de sortie trés grands (théo-
riquement infiniment grands). Pour les syste-
mes linéaires, il en est autrement : rappelons que
st un systéme linéaire est instable, & n’importe
quel signal d’entrée, méme infiniment petit, cor-
respond un signal de sortie infiniment grand.

eemple (fig. 3)

T cheminde

d'equilibre
Gronde
refenve

Vanne Reégulatsur
y .

conduite o
Coup de bélier—-I

Fra. 3

I ¢iément tracé en traits continus est & exci-
tation paramétrique puisquon fait varier un
coefficient d’une loi H; Q. Si la conduite a des
pertes de charge non négligeables, cel ¢lément
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est stable si on ne lui injeete pas d’excitation
d’amplitude supérieure & une valeur donnde (™.

Si cette valeur est dépassée, le signal de sortic
peut croitre indéfiniment.

[’étude des éléments & excitation paramélri-
que n’esl pas encore bien avancée. On n’a dtu-
di¢ jusqu'a présenl que certains systémes tres
simples & ¢équations linéaires et paramétres va-
riables périodiquement. Rappelons que Pusage
veut que les systemes linéaires ne comprennent
que les systémes & équation linéaire et a4 para-
metre (ou coefficients) constants. (Cest seule-
ment & ces équations que s’appliquent les gran-
des Lhéories linéaires comme le caleul svmboli-
(ue, Panayse harmonique, ete.).

Résumons les résultats intéressants en ce qui
concerne notre étude et qui sont pratiquement
acquis au sujet des éléments & excitation para-
métrique (voir & ce sujet les références (2: 3: 5;
6. 7: 10: 12; 13).

Pour faciliter I’'énoncé de -ces résultats, nous
utiliserons le langage électrique (parce qu’il est
le plus riche). On peul se servir des analogies
tvoir § HI-3) pour les autres domaines.

I, Seuls les ¢élémenls contenant un ou plusieurs
circuits oscillants (amortis ou non) peu-
vent étre instables (* %7,

—{LTT

Fie. 4
Exemple : le civeuit (fig. 4) ne peut pas étre
instable.

>ar conlre, il peut Pélre si on remplace un
des deux condensateurs par une self.

2. Les ¢léments ayant un amortissement (positif)
ne sont jamais instables pour des signaux
d’entrée infiniment petits : il existe un
seuil de stabilité (comme on a déja men-
tionné¢ plus haut). Ce seuil croit d’une fa-
con générale avee Pamortissement.

3. Pour une amplitude d’entrée donnée, les ris-

ques d’instabilit¢ sont les plus grands
pour une pseudo-fréquence propre de 1'é¢l¢-
ment (supposé a parameétres fixes) voisine
de la sous-harmonique d’ordre 2 de Ia
(") Nous verrons par la suite que seules les excitations
périodiques pratiquemnent sinusoidales sont & considérer.
Nous n’étudierons que ccelles-la.
(**) Il est entendu que le circuit est un circuit phy-
sique & selfs, résistances et capacités positives.
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fréquence d'excitation ou d’une harmoni-
que queleconque de cette fréquence sous
harmonique.

4. Les instabilités dues aux harmoniques élevées
sont moins a craindre (ue celles dues aux
harmoniques basses.

5. I semble que le taux d’harmonique (voir dé-
finition plus loin, § VII-7) du signal d’en-
trée winfluence pas Tallure des courbes
de stabilité limile dans le plan amplitude-
fréquence, si toutefois ce taux reste in-
férieur & une valeur donnée correspon-
dant par exemple au signal en rectangle

(fig. 5).

Signal d'entrée

> Temps

I

Iy, B

Exemple de domaine dinstabilité «{'un élément
& excitation paramétrique (lig. 6)
L.es courbes en trail continu sonl velatives au
cas R=0.
f.e domaine hachur¢ indique la stabilité.

" L
LT A0
p—
@ < sc

Elément

NI

Excitation

Frn. 6. -—— Elément & excitation paramétrique
et son domaine de stabilité.
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- Les courbes en pointillé sont relalives & une va-
leur R donnée; le domaine de stabilité est alors
plus grand.

Etudions maintenant Vinfluence d’éléments &
excitation paramétrique dans une boucle de ré-
gulation. Nous avons vu au § IV-2 que la pré-
sence de boucles secondaires instables élait en
général & éviter (sauf pour des questions impé-
rieuses de préeision dans le cas d’appareil de
laboratoire). La présence d’éléments & excitation
paramétrique instables n’est pas aussi grave, En
effet, une ouverture accidentelle de la bhoucle
ne les fait en général pas osciller de lacon am-
plifiée. Par conlre, il est toujours désagréable
davoir un élément 4 amplification infinie dans
une boucle. Pour la séeurité de Pinstallation,
compte tenu du vieillissement el des petites mo-
difications accidentelles, il est sage de prévoir
des ¢léments qui ne peuwvent pas éire instables.
It y a en pratique deux moyens pour rendre sta-
bles les éléments & excitation paramétrique :

{. Limitation des amplitudes d’entrée. Une limi-
tation pratique est souvent imposée physi-
quement @ ainsi, sioon fail varier un
rhéostat, Pamplitude de la variation ne
peut pas dépasser la moitié de la valeur
maximum de Ia résistance du rhéostat.

2. Amortissement inlérieur a élément. Nous en
avons vu Peffet plus haut.

Exemple : cas pratique fréquent en hydrauli-
que : c’est Uinstallation schématisée en figure 3.

Nous avons ¢labli des équations simplifices
permettant d’avoir, dans le cas général, une idée
de la stabilité. Le signal d’entrée a été choisi en
forme de rectangles (fig. ). Les caleuls seront
effectués avee Taide d’une machine & caleuler
¢leetronique de la société 1.B.M.

Dans les cas particuliers suffisamment sim-
ples, on peut faire une étude directe. On sail
quon peut ¢tudier les systémes non linéaires a 1
ou 2 degrés de liberté par les méthodes de Poix-
GARE ou par celles des écoles russes. On voit
que ces ¢tudes, ne s'appliquant a priori qu’a des
systémes extrémement simples, peuvent servir
ici a I'étude des parties d'un systéme beaucoup
plus compliqué, Pour les applications pratiques,
voir les références citées plus haut. On peut re-
marquer qwen général on a intérét & admettre
le signal d’entrée en forme de rectangle (fig. 5.
le caleul se simplifie alors noltablement (2 peu
prés comme si le nombre de degrés de liberlé
du systéme était diminué d’une unité).

V-22 : CONSIDERATIONS GENERALES SUR LA STA-
BILITE DES SYSTEMES LTUDIES,

Revenons mainlenant a4 Pétude des systémes
aulomatiques dans Teur ensemble.

Etudions d’abord les mouvements qui sont sus-
ceplibles de se développer quand un tel systéme
est resté longtemps sans élre soumis 4 une exci-
tation. D’apres les hypotheéses faites au § V-1
sur les relations fonctionnelles qu’établissent les
¢léments entre leurs signaux d’entrée et de sor-
lie, on peut affirmer que seuls les mouvements
suivants sont possibles
1. Mouvements périodiques dits cycles limites.
2. Mouvements pseudo-périodiques amortis ou

amplifiés.

3. Mouvementls apériodiques amortis ou ampli-
fiés.

A priori, on pourrait encore croire que ce sont
ta tous les mouvements possibles en général. Tl
wen est rien. Ainsi, par exemple, une installa-
tion contenant un régulateur par toul ou rien a
intermittence et a temps de récurrence fixe
wentre pas dans la catégorie des installations
¢tudiées ici. On se rend facilement compte que
son mouvement peut tendre vers un mouvement
oscillatoire mais jamais vers un mouvement pé-
riodique.

Nous dirons u’une installation est absolument
instable si, n’étant depuis longlemps soumise &
aucune excitation a entrée, son signal de sortie
tend a étre amplifié. Elle sera d’autant plus ins-
table que cette tendance est plus rapide. Outre
les installations absolument inslables, il exisle
tes installations possédant un (ou plusicurs) ey-
cles limites ct les installations & mouvement
amorti. Les installations ayant des cyeles limi-
les peuvent étre considérées « techniquement »
soit comme suffisanunent stables, soit comme
instables. Pour étre techniquement stables, il
convient que les amplitudes du cycele limite ou
que Pécart limite vers laquelle tend le mouve-
ment amorti soient suffisamment faibles
(voir § TI-1).

Pour ¢étudier la stabilité, il convient donc
d’étudier les mouvements limites entre les mou-

vements amplifiés et les mouvements amortis.

Ce sont les cyeles limites el les états d’équili-
bre au repos.

V-23 : ANALYSE HARMONIQUE DES SYSTEMES
ETUDIES.

V-231 1 Propriétés des installulions étudices

icl.

Cest & propos de Panalyse harmonique el de
Métude des eveles limites que nous serons obli-

(*} Le mot stable ne peut plus avoir le sens habituel
que lui donnent les techniciens de la végulation qui

n'étudient que les installations linéaives (voir § TI-1
page 397, remarque en bas de 1a page),
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gés de ftauire le plus grand nombre de restrie-
tions sur Pensemble des systémes physiques
(que nous ¢tudions.

Expliquons pourquoi nous sonmunes obligés de
faire des restrictions et quelles sont les données
(qui interviennent

Nous avions constaté empiriquement au moyen
d’un appareil a analogie électrique que, dans Ia
grande majorité des installations aulomatiques
de régulation qui possédaient un cycle limite, il
existait un point dans chaque boucle ot le mou-
vement correspondant au cyele limite ¢était voi-
sin d’un mouvement sinusoidal pur. Ce fait per-
met de déterminer, pour ces installations, les
cycles limites possibles, done d’éltudier la sta-
bilité. La question qui se pose est done la sui-
ante @ Peut-on dire « priori si lelle ou telle
installation a Ia propri¢té davoir (quelque part
dans sa boucle) un eycle limite pratiquement si-
nusoidal? Nous verrons que la grande majorité
des installalions automatiques industrielles ont
cetle propriété. Donnons d’abord quelques défi-
nitions :

DEFINITION DU RESIDU RELATIF D HARMONIQUE
D’UN SIGNAL (terme normalisé¢ : réf. 8, vol. 1,
page 10, n° 05-05-221).
Soit un signal
[ () = a, - a; cos (o - o)

G ascos (2ot o, +. ..

On appelle résidu relatif d’harmonique ou plus
simplement taux d’harmonique le nombre

Tl SRR

Va©r et e T

“n général, on exprime en pour-cent.

Exemple : pour le signal en rectangle (fig. 5)
il est de 41 % environ. Par la suite, nous appel-
lerons ce résidu : =,.

NOTION D’ELEMENT GENERATEUR D HARMONIQUE

Nous appellerons un ¢lément <« générateur
d’harmonique » si, pour un signal d’entrée sinu-
soidal, il donne en régime permanent un signal
de sortic contenant des harmoniques;

Eremple : les ¢léments linéaires ne sont pas
géndérateurs d’harmoniques; ce sont les seuls.

Le taux d’harmonique produit par un élément
dépend en général (entre autres) du taux d’har-
monique du signal d’entrée. On peut définir un
nombre g dégal au rapporlt des taux d’harmo-
nique du signal de sortie et du signal d’entrée.
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g dépend évidemment, en général, de la forme

du signal d’enltrée. On conslate que pour la plu-

part  des ¢léments  utilisés  techniquement,

g < 1, si le taux d’harmonique du signal d’en-

trée est plus petit qu'une cerlaine limite que

nous appellerons =,

Nous n’étudierons que les installations for-
mées uniquement de tels éléments. Telle est la
plus grave des restrictions que nous apportons
aux systémes é¢tudiés ici. Cest la seule qui éli-
mine un certain nombre d’installations industriel-
les, en particulier celles contenant des limiteurs
d’ouvertures ou des déchargeurs (™). Néanmoins,
nous croyons que, méme dans ces derniers cas,
la méthode proposée ici peut pratiquement ren-
dre des services, el surtout on peut souvent
montrer que ladjonction d’un déchargeur ou
d’un limiteur d’ouverture ne risque que de fa-
voriser la stabilité**. Le taux d¢’harmonique <.
des ¢léments employés pratiquement est infé-
rieur ou ¢gal a =, (défini plus haut).

Nous limitons donce notre é¢tude a de tels é1é-
menls. Suivant la grandeur du nombre -, on
peut distinguer
1. Les ¢léments forls générateurs d’harmoni-

ques tels que les relais a tout ou rien ou
les ¢éléments & excitation paramétrique et
a circuit résonant faiblement amorti.

2. Les ¢léments  faibles générateurs d’har-
moniques tels que les conduites a pertes
de charge quadratiques, les appareils
ayant une courbe de fonectionnement peu
incurvée (ressorts, efe...),

NOTION D'ELEMENT SYMETRIQUE

Nous qualifierons un élément de <« syméiri-
que » si un changement de signe du signal d’en-
lrée produit toujours un simple changement de
signe du signal de sortie.

Ivemples :
Llément symétrique : relai & tout ou rvien; jeu
dans une transmission.
Eldment non symélrique
charge quadratiques.

conduite & pertes de

Il est clair qu'un ¢lément symétrique ne peut
faire correspondre & un signal d’entrée ne conte-
nant pas d’harmoniques paires qu’un signal de
sortie ne contenant pas, lui non plus, d’harmo-
niques paires.

(") Ce sont en pratique les éléments trés « asymé-
triques » (voir définition plus loin) qui sortent du cadre
de cette théorie.

(**)y Nous pensons pouvoir publier ulléricurement une
é¢tude a ce sujel.
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COEFFICIENT DE SYMETRIE

Nous appellerons cocefficient de symétrie d'un
¢lément le rapport

TV —}—(1>

., el «y étanl délinis & partir du signal de sor-
liec correspondant & un signal d’entrée A cos o 1.
L'¢lément fait correspondre & ce signal un si-
anal de sortie

(o + g cos (ot -+ o) @y co8 (o b gy -

v esl compris enlre 0 ¢l 1; v == 1 pour les élé-
ments symétriques.

Celte notion est importante, comme on le verra
par la suite. En effel, les intégrateurs de la
boucle abaissent l)e~1ucoup plus Iharmonique 3
que lhzumomque 2.

On peual de méme détiniv d’une facon générale
le coefficient de symétrie d’un signal.

INTEGRATEURS DANS LES BOUCLES

On o vu, au § V-4, que dans les boucles il v
avail bnuinurx des intégrateurs. Dans les bou-
cles lindaires, il y o, pour la fréquence corres-
pondant & un cycle limite, exactement 2 intégra
tions. Dans les boucles & éléments non linédaires,
il peut v avoir « moins d’intégrations » pour la
fréquence correspondant & un eyele limile; effee-
Livement, les déphasages peuvent élre produils
par des phénoménes autres que des inlégrations.

Pratiquement, nous avons vu que chaque bhou-
cle conlient (pour des raisons de précision) au
moins  un intégrateur pur (voir § IV-2). En
plus, pour assurcr une stabilité absolue (voir
S IV-2), la courbe amplification en fonction de
la fréquence est descendante pour fréquence
propre ou la pscudo-fréquence propre de Pins-
tallation. En général, cetle courbe est fortement
descendante a parlir de celte fréquence. Pour
I' —> =, la boucle se comporte en général comme
2, 3 ou 4 intégrateurs en série.

BILAN DES HARMONIQUES LE LONG D'UNE BOUCLE.

Les éléments non linéaires sont géndérateurs
d’harmonique; les intégrateurs font baisser le
taux. d’harmonique. A chaque intégration, un
signal de cocfficient de symétrie v voit tomber
son taux d’harmonigue environ dans le rapport :

,‘)\/1*_#. A=
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Ouvrons la boucle quelque part et injectons
un mouvement périodique: on peul alors, grosso
modo, suivre le taux d’harmonique le long de la
boucle. L’évolution de cette grandeur est fone-
tion de Pamplitude, de la 110({11011(*0 et du taux
d’harmonique du signal injecté. La présence des
intégrateurs nous permet d’affirmer gue fe rap-
port ¢ des taux d’harmonique des signaux de
sortie et d’entrée est certainement inféricur o 1
si fe taux d’harmonique du signal d’entrée est
supérieur a tous les taux <. des ¢léments. Le
laux critique de boucle est inférieur au laux eri-
lique le plus ¢levé des éléments contenus dans
cette boucle; done certainement inférieur o =,
taux correspondanl au signal en rvectangle. 1
est. parfois bien plus petit. Ce taux étant fixd,
on recherche le point de la boucle ol le taux
dharmonique est le plus faible, soit =<, Ce
point se situe dvidemment immédiatement apres
tes intégrateurs. On voit qu'une nouvelle notion
importante est celle de la position relative des
intégrateurs et des générateurs d’harmonicques, 1l
est elair que <, sera le plus bas si les inlé-
grateurs ne sont pas séparés par des généra-
teurs d’harmoniques. S'il existe par exemple deux
intégrateurs directement couplés en chaine, le
taux d’harmonique est divisé par (1/4 -— 5 v2/36).
S'il est de 20 % avant les intégrateurs et méme si
v ==90, il tombe aprés les intégrateurs & 5 %.

Comptle tenu de toutes les données indiquées
icl, il est souvent possible de trouver une limite
supérieure de 7,5, Cette limite c¢st en géndéral
trés basse, de Pordre de =,/10; en raison des inté-
grateurs, clle ne dépasse guére H %. On pour-
ait chereher & énoncer quelles sont les condi-
tions requises pour qu’il en soil ainsi. En rvéa-
lité, on sapercoit que le nowmbre et la com-
plexité des données mises en jeu est trop grande
pour que cetle ¢tude ait un intérél pratique.
Nous énoncerons done simplement la condition
suivante 4 imposer aux syslémes que nous vou-
lons ¢tudier : nous admetlons qu'il existe un
point dans chaque boucle ol le résidu relatif
d’harmoniques esl inférieur & 5 % pour les fré-
quences correspondant aux eyeles limiles pos-
sibies. Pratiquement, toutes les installations in-
dustrielles, sauf celles mentionnées plas haut,
satisfont a cetlte condition %),

A partir de maintenant, nous n’ouvrirons pluas
les boucles quaux points ot existe Te taux
d’harmonique minimum. Nous admettrons qu'en
ce poinl les cycles limites possibles sont des
mouvements sinusoidaux, ¢’est-a-dire nous né-
gligerons le résidu relalif d’harmoniques. Cette
approximation est techniquement tout a fait

(*) Tt est elair que cette condition n’a pas besoin d’éire
vérifiée pour les petites boucles accessoires comme celles
formées par les asservissements des végulateurs.
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légitime; en effet, un grand nombre d’appa-
reils étudiés au moyen de schématisations
linéaires ont un résidu relatif d’harmoniques
non négligeable et parfois méme bien plus
grand que 5 9. Néanmoins, les calculs faits
en admettant ces appareils linéaires sont
pratiquement toujours vérifiés par I'expé-
rience. L’ensemble de ces vérifications expé-
rimentales constitue la meilleure justification
de la méthode gue nous proposons.

Ce que nous venons d’exposer justifie égale-
ment Pétude que nous avons faite au § V-22
& propos de la stabilité des éléments, comnie
nous Pavons annoncé.

Etudions maintenant ce qui se passe quand
on ferme la boucle. 1l est clair qu’il ne peut
se produire aucun cycle limite dont le taux
d’harmonique = soit supérieur au taux crili-
que 7, de la boucle : le signal verrait alors son
taux d’harmonique décroitre & chaque chemine-
ment complet autour de- la boucle. De méme,
si tous les éléments sont symétriques, le cycle
limite ne peut pas contenir d’harmoniques d’or-
dre pair, autrement dit il est obligatoirement
syméirique. En effet, les intégrateurs changent le
coefficient de symétrie du signal et, aprés un che-
minement le long de Ia boucle, le signal ne revien-
drait pas identique & lui-méme.

On voit done que les mouvements oscilla-
toires permanents de la boucle fermée ne peu-
vent étre que ceux que nous avons envisagés
pour la bhoucle ouverte.

V-232 : Fonction de transfert (généralisée) en
régime permanent.

Pour étudier les cycles limites d’une installa-
tion, il suffit donc d’ouvrir chaque boucle au
bon endroit, d’y injecter un signal A cos of et de
comparer ce signal & la composante B cos (of +¢)
du signal de sortie. On voit done apparaitre Pana-
logie avec la méthode de Nyquist applicable aux
systémes linéaires. En pratique, on fait souvent
une approximation de plus qui esl en général
acceptable : on injecte ¢ chaque élément un si-
gnal Acoswf et on ne tient compte que de la
composante de pulsation o a la sortie. Ceci est
acceptable, en particulier parce que la compo-
sante fondamentale de sortie de chaque &1é-
ment dépend surtout de la composante fon-
damentale du signal d’entrée. 11 est  évi-
dent qu’on peut appliquer la méthode indi-
quée ici sans faire cette nouvelle approxima-
tion; néanmoins on la fait trés souvent en pra-
lique. De plus et surtout, elle permet de mieux
comprendre le phénoméne physique, ce qui nous
sera d'un grand secours dans les explications
qui vont suivre.
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Etudions done un élément pon linéaire au
moyen d'excitation A cos o i. La composante de
pulsation o du signal de sortie B cos (ot 4 !
fait intervenir deux grandeurs B et 9. Ces deux
grandeurs sont fonction de o et de A. Pour les
seuls systémes linéaires, B et ¢ ne dépendent pas
de A. Nous pouvons tracer, pour tous les syste-
mes, en analogic avee les systémes linéai-
res, des courbes en coordonnées polaires; l¢

B e .
rayon vecteur sera 3 Pangle polaire ¢.

. . . B -
Si A est constant et si o varie, A et ¢ défi-

nissent une courbe graduée en o (analogue &
la courbe de transfert d’un élément linéaive),
(fig. 7).

Fra, 7

Si A varie, on obtient une famille de courbes
4 1 pavamétre. On peut également joindre les
points 4 o constant et obtenir une deuxiéme
famille de courbes & 1 paramétre (fig. 8).

y

(L)‘(l.){

Fia, 8
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L’ensemble de ces courbes définil la fonction
de transfert généralisée de P'élément envisagé en
régime permanent. On peut aussi ¢erire symbo-
liquement

SOA -
F(A o) = ——ttn

Ledela,w)

Néanmoins, il convient de noter que le cou-
plage en série ne donne plus unec relation aussi
simple que pour les éléments linéaires.

Si on couple

. . B ;
Fi (A w) == — b e
1 W) A
et :
F. (eri w) = ‘}E:) ele

on aura une fonction de transfert résultante

;I]’,f (‘\ ;,h(";”; . “3,( Bl ) “)) CeilgtiA T e (Buiw |
A B,
fn elfel, Pumplitude d’entrée du deuxicme ¢lé-
ment, ¢est-d-dire 'amplitude de sortie du pre-
inier intervient dans le caleul par 9, (B, : w).

in plus, il n’y a aucune raison pour que les
fonctions B(A ;o) et 9(A;w) dérivent dune
méme fonction analytique simple (en mettant
suffisamment de singularités « bizarres » on
arrive toujours & les faire dériver d’une méme
fonction analytique, puisque ces fonctions ne
sont définies que pour les o réels).

Exemples

1. - Relais idéal ¢ toat ou rien. -— Caractéristi-
que (fig. 9.

Entrée

+K

Sortie

Fie. 9

Si le signal d’entrée est A cos w t, le signal de
sortic est un signal en rectangle d’amplitude K

LA HOUILLE

XY
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et de déphasage nul. Donc
. B <
B = 4 Koy 2 4 K e
™ A = A
2. Régulateur avec relais idéal el asservisse-
ment (fig. 10).
Relais Moleur
i
N ! ~ y
N " ! '
Asservissemen!
e, 10

On voit que ceci constitue une petite bouele.
Siola fréquence nest pas lrop élevée, on peut
négliger les inerties, la boucle est alors évidem-
ment stable (le déphasage total est -— =/2). Dans
ces conditions, on a les relations suivantes

Sortie du régulateur : Y =Y cos{ot 4+ o (1)
‘ntrée du relais
NoomY == Nycosot-—mY,cos (o b4 )
== G cos (ot + W)
U est donné par
Nysin W ==mY, sin (¥-—¢) (2)

Sortie du relais (voir exemple précédent) :
4 Keos (ot -1
o x COS (o -

W

Sortie du régulateur :

™ I )

, ’ 1 1
.t K / cos (o b == W) df == 4 K sin (o § - W)
0

IYou, par comparaison avee (1) :

4 K ., 7
Sr() e || YU
™ [0} &

ce (ui donne, avec. la relation (2) :

4 mXK
o == Arc cos — -
T o Ny
Il y a done deux cas
@ 4 mK 1
n ©Ng

(") Le coefficient 4/ provient du développement en
série de Fourvier.
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L'appareil fonctionne bien comme prévu.

b) 4 mK
% N,

> 1

L’appareil ne peul pas fonclionner comme préva.
Sioon admet une zone morte 3 dans le commu-

——Golets (mobiles)

Collecteur (fixe)

B - Zone morte isolant

Fia. 11, —— Schéma un commutateur industriel.

tateur (fig. 11), le caleul donne un résultat salis-
faisant dans tous les cas. En particulier, si
B0, la relation établie par le régulaleur

4 Km . _—
tend pour —- N 1T vers N=mY. Ceci es!
TwON

d’ailleurs évident physiquement et se vérifie ex-
périmentalement. Dans ce dernier cas, la courbe
de transfert est unique c¢t donnée par la fi-
gure 12, mais sa graduation dépend de N, Le¢

Waaq Wl -~ We X

~~Cercle

Fra. 12

point x == 1/m ; y = 0 représenle toute la partie
de courbe de transfert O < o € o,.

4 mK
), T e e
’ = N,
3. —— Régulateur « lout ou rien en tenant comple

de Uinertie du moteur.

Admeltons que le moleur du régulateur soil
un moteur asynchrone : son couple moteur est

BLANCHE Ocr.-Nov, 1952

alors proportionnel 4 son glissement. La vitesse
de sortie est alors liée a la tension d’entrée par

av

V.oV K
o \ I i

I ¢tant proportionnel au moment d’inertie du
moteur. La courbe de transfert tension d’entrée-

vitesse est done un cercle (fig. 13).

by

¥

~—Cercle

Fira. 13

I“ (j (1)) pom e

La courbe de transfert tension d’entrée-dépla-
cement est
,
Vo

Jod+Kjo
Cette courbe de transfert remplace I'é¢quation
de Pexemple précédent

-
(1

csin (o b A=)
[0
Le reste du calcul demeure inchangé.

<

Done, on a ici

Y, ==
o="-— " ——ArclgKo
Ce qui donne
4 mK .
5= AIC CO§ = e e Are L K0
% Nyo(l 4+ K22
D’ott une familie de courbes de transfert (fig. 14).
y
A= A=0
\\ T
A L LA
208
e N
Courbes 4= o N
w=Cle ™~

Fra, 14
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Enlrée : Acos o f.

Sortie

)

15 bis.

: courbe I' sur figure

Signaux

£"/7fr¢§"6‘

i, 15 bis

On trouve™?

i - 63 . /8 2
B 10,62 -5 — 0,38 1{*\)

£

n

9 = Arc sin -~

A

lej, il n'y a encore qu’une courbe de trans-

fert, mais c’est parce que la fonection de trans-
fert ne dépend pas de la fréquence.

Couplage d’'une liaison @ jeu et d’un régula-
teur @ tout on rien sans inertie : on obtient les
courbes de transfert de la figure 16.

y

\,/A:AY

A=0
Fic. 16

(*) Formules approchées; les formules exactes sont

extrémement compliquées,
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V=283 ¢ Cycles limiles possibles.,

courbes de transfert de la boucle
au point —1, il est clair que
"amplitude et la fréquence relatives a ce point
définissent un cycle limite possible. Comme les
cycles limites sont des mouvements intermédiai-
res entre les mouvements absolument stables el
abolument instables, on reconnait tout de suite
la signification des courbes de transfert, en ce
qui concerne la stabilité.

En analogie avee la stabilité absolue des sys-
témes linéaires, nous dirons qu’une installation
dont les courbes de transfert ont Pallure de la

figure 17 ne sont pas recommandables. Nous ne

Si Pune des
ouverle passe

'z

Fra. 17

nous occuperons que des aulres.

La forme générale des courbes de transferl
nous permetl, dans chaque cas, a posteriori, de
vérifier que fes harmoniques des eyeles Hmites
sont bien amorties te long de la boucle.

lei se pose une nouvelle question : est-ce que
les eyeles limites trouvés ainsi sont les seuls
possibles?

Etudions ce qui se passe autour du point - 1.
Admettons qu’il existe dans une bhoucle un ré-
gime (imposé par Pextérieur) qui corresponde 3
un point M {res voisin du point -1 (fig. 18).

<

Y

i, 18

Si Pinstallation ne recoit plus aucune excitation,
le mouvement va changer (trés lentement puisque
M est voisin de — 1). On pourra alors définir une
amplitude et une fréquence a chaque instant.
Cetle amplitude et cette fréquence vonl changer
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lentement; le point figuratif de fonclionnement
va donc ddéerire une cerlaine courbe dans le
plan @ ; y et aussi dans le plan A ; o. Celte courbe
peul étre fermée. I existe alors un mouvement
cycle limite d’amplitude et fréquence lentemenl
variables (fig. 19). Nous appellerons ces cycles
limites des cycles limites & battements (4 cause

P TOMPS

de la variation de 1’;1111p1i[ude); les autres cycles
limites seront appelés « ordinaires ». Il ne semble
pas que les cycles limites a battements aient été
étudids jusqu’ici. Leur existence pourrait méme
élre contestée. On pourrait s’attendre 4 ce que Ia
fréquence ne varie pas quand un systéme tend
vers un cycle limite, comme c’est le cas des sys-
témes linéaires (e™™ cos o ).
Or, ceci est contredit par les faits.

Txemple

Soit une installation & niveau conslant, sché-
matisée par la figure 20.

!

Conduite courte - [

Fra. 20

Si le régulateur est & tout ou rien et idéal
el si la transmission entre le flotteur ot le ré-
gulateur se fait avec un jeu, on peut étudier
Pinstallation par une méthode directe. Ceel sera
fait au § VI On lrouve & la sorlie du régulateur
une relation lincéaire enltre A et »; « variera avee
le temps.

Le méme genre de raisonnement peut permel-
tre de trouver la stabilité des cycles limites. Re-
prenons la figure 17. Si le point M tend vers - 1.
Pamplitude tend vers A, el la fréquence [ A
et fi caractérisent un cyele limile ordinaive sta-’
ble. Si, A ¢t [ ¢élanl voising de A, et [y, le
point M s¢’¢loigne de -1, le eyele-limile Ay ; f,

BLANCHE
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est instable. De méme M peul tendre, ou non,
vers un eyele limite & battements.

La question qui se pose maintenanl est de sa-
voir comment on peult étudicr les trajecloires
du point M,

V=234 © Régimes lentement variables des bou-
cles ouvertes.

Etudier les trajecloires du point M scmble,
« prieri, nous obliger & reprendre Pétude du sys-
téme et & nous heurter aux dificultés insurmon-
tables que nous avons évitées jusqu'ici. En réa-
lité, il existe deux grandes classes de méthodes
pour Idtude des systémes physiques. La pre-
miére consiste a déterminer le comportement,
dans le temps, des systénies soumis & une exei-
tation donnée (par exemple un échelon unit¢);
une deuxiéme méthode consiste & exciter les sys-
temes par des mouvements sinusoidaux de fré-
quence et d’amplitude variables. Cette deuxiéme
méthode peut sembler « priori plus artificielle,
en réalité, elle est bien plus « physique »; en
effet, les régimes habituels de la pluparl des sys-
lemes sont oscillatoires et on concoit que Pana-
lvse fréquentielle fasse intervenir plus naturel-
fement les propriétés lides aux fréquences pro-
pres, aux cycles limites, ete. En plus, nous
avons déja insisté sur le fait que les équations
d’'un systéme ne sont valables que dans un
certain domaine du plan amplitude-fréquence;
ceei veut dire que les propri¢tés physiques du
sysleme considéré sont essentiellement attachdes
aux diftérents domaines du plan A ;[

Dans bien d’autres cas, les méthodes fréquen-
tielles constituent souvent un outil trés puis-
dant. En particulier, elles sont de plus en
plus employées pour les systémes linéaires A
coefficients constants (évidemment ctles ne ré-
solvent pas non plus tous les problémes, comme
on a parfois tort de vouloir le faire croire). De
méme, étude des systémes lindaires & paramd-
tres variables n’est pratiquement accessible que
depuis que M. Zapexa a monlré toul Pintéret el
la souplesse que permettent les mdéthodes fré-
quenticles voir ref. 7).

Nous essayerons de montrer, ici, que ces mé-
thodes permettent également de faire avancer
Pétude des systémes qui nous préoccupent.

L’étude que nous venons de faire jusqu'ici
constitue, dans nolre esprit, une sorte d’intro-
duction a4 une théorie beaucoup plus générale
basée sur Tanalyse fréguenticlle, théorie dont
nous cssaverons de donner, iei, les quelques
peints que nous avons pu ¢tablir. Ces différents
points sont relatifs soit aux rvégimes périodiques
entretenus, soit aux régimes périodiques lente-
ment variables (par rapporl & la période de Pex-
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citalion el aux périodes propres du systéme con-
sidéré).

La méthode consiste done essentietlement 2
injecter, dans chaque boucle ouverte au bon en-
droit, un mouvement

A (D cos [u) (t) .I]

A el ot dtanl lentement variables.

Le signal de sortie sera alors praliquement pé-
riodique el ce qu’on peut appeler son oscillation
fondamentale sera

B (t) cos [m .4+ o (L ]

Dans la plupart des systémes utilisés en pra-
tique, on a :

. dA

B (t) == B, [ Al o ([,)] - i By (A o)
Lode C @)
T By (A oy -+, ..

w () s gy [\ (o (I)"l

dA d
. TR LY

dl
Pealiguement, nous nous arrélerons ¢évidem-

ment aux termes . Dans Pétat ac-

tuel de nos connaissances, le caleul de ces ter-
mes estoen général déja pénible, sinon impossi-
ble. De plus, ces termes suffisent pour Pétude de
la stabilité des cycles limites ordinaires et pour
Pétude approximative des eyveles Hmites & bat-
tements.

Les fonctions ¢, et B, ne présenltent pas de
grosses difficultés @ ce sont celles qui dérivent
de la foncetion de transfert généralisée en régime
permanent (§ V-42).

I?“ (A ) == B() (A w) eiselAe

Il n'en est malheurcusement pas de méme pour
les fonetions B, 1 By o el g, Leur délermina-
tion constilue T'un des points qu'il serail né-
cessaire de préciser pour faire avancer la mé-
thode exposée ici. Nous nous contenlerons de
donner quelques mdlcumm ct exemples.

D’abord, il convient de se rendre compte phy-

siquement pourquoi

Bt =B, [\ () w () ]
el

o (1) = o, [A (1) ;o (i‘)-l,
c'est-d-dire pourquoi Pamplitude el la phase 2
la sortie dépendent non seulement de Vamplitude
el de la fréquence d’entrée & Pinstanl considérd,

BLANCHE

mais également des valeurs anlérieures de ces
deux ;;mnduus. Pour les relations fonetionnel-
les qu’établissent les ¢léments renconlrés en pra-
tique, la raison en est la suivante :

Admettons que le signal dentrée dun élément
soit un signal en rectangle. Le signal de sortie s’en
déduit par Pintermédiaire d’une équation diffé-
rentielle et est déterminé pendant chaque demi-
période pav la valeur actuelle de Pamplitude et

" par les conditions initiales au début de la demi-

période considérée. Ces conditions initiales en
question sont les valeurs atteintes & Ia fin de Ia
demi-période antérieure ¢t dépendent donc de
'amplitude et de la fréquence antérieures; et
ainsi de suite. Il en est évidemment de méme pour
tout autre signal d’entrée. On voit que dé et do
di dit

interviennent d’aulanl plus que Péquation dif-
férenticlle est d'ordre plus élevéd, ¢est-a-dire
d’autant plus que Uélément est plus « intégra-
teur ». Pour les systémes & ondes, ot I'équation
différentielle est d’ordre infini, les valeurs anté-
rieures interviennent tellement fortement que le
. s . do
développement en série par rapport a 7 et i

n’est plus valable.

Evemple : considérons le systeme figure 21,

0000 T

£(1) iy

Excrtation”

I'ra, 21

Le mouvement pendant la demi-période t, ;
dépend du point de départ P au temps ¢, (fig. ,9)

i

’\\
=~ |
o a~ |
|
1 !

\\P‘ Temps |
\N] :
\\Pz :
g 5
A

e / l
Signal d'entrée :

P, 22

Ce dernier point dépend de amplitude et de la
longueur de la demi-période préecédente.

Il existe des éléments qui ne sont absolument
pas intégrateurs (ni différentiateurs) : par exem-
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ple les relais. Nous les appellerons éléments alycé-
briques. Pour eux

Bi=By=¢ =9=0

Ln pratique, on peut y classer un grand nom-
bre d’éléments qui, a priori, se classeraient parmi
les systémes siéges de phénoménes héréditaires,
tels les transmissions a jeux, les systémes a frot-
tements, ete... Ceci provient de ce que nous n’étu-
dions, ici, que les régimes oscillatoires lentement
rariables.

De plus, Pabsence d’intégration ou de dériva-
tion rend By et g, indépendants de o. Ce point
peut probablement étre établi de facon plus
rigoureuse.

On peut donce classer les ¢léments de la fa-
con suivante :

I. Eléments algébriques B, et ¢, sont indé-
pendants de o ; B, = By = ¢, = 9, = 0.

it

2. Eléments lindaires By et ¢4 sont indépen-
dants de A ; B, , B, , %, el ¢, s’expriment
en fonetion de F (o),

3. Eléments mixtes.

Seule la derniére eatégorie offre des diffi-
cultés (2, 11 faut faire Ie caleul dans chaque cas;
souvent il est infaisable, On a loujours intérét A
assimiler le signal d’entrée & un signal en
rectangles. Comme on néglige les termes en
dA o do

i’

T on peut ¢videmment admettre A

constant pour calculer B, et g, et o constants
pour calculer B; et o,.

Nous allons faire le calcul des fonctions
B, ; By o el ¢, dans le cas des ¢léments linéai-
res. Calculons d’abord B, et s, en admettant o
constant. Nous ferons varier Pamplitude expo-
nentiellement :

Ay =KeM

d’olr

; dA

Adt
& chaque instant.
Soit
F‘ (j (\)‘) = X ((!)) '“I* / \Y ((1)‘)

la fonetion de transfert de U'élément. Si nous
injectons KeMesel ayee - #4(), la fonction de

)]

(") Les classes ne sont d’ailleurs pas comparables en
« grandeur ».

BLANCHIS
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transfert devient
FO 4 jo)#X (o) +1Y (o)
+J[Y (@) —2X (0)]
D’ou

dA o dA

FaXt s Vi | Y—3a ¥

Adt

On en tire facilement B, ; %, By et o

Sn réalité, on a intérél 4 derire que le signal
entrant E = A () (R [e/<'] se transforme en

S — A U"L “[F (] U)) (.’,-/."“t] ,__(d_h:id{ [] F (_j")) ejw[]

Regardons maintenant ce qui se passe quand o
varie dans le temps. D’abord on peut étudier Ia
réponse du systéme a

cos [(D (t) ] ol G (1) == Al -+ B 4« (1),

¢ (1) ¢tant pelit.
Posons : &, () = At ++ B, et écrivons
cos [x[) (t) ] = C0S§ [<l)(, ------ (D ¢[>“)]
= c0s By 08 (b~ by) - sin b, sin (P — &)

Nous déterminerons &, (£) en admettant qu’a
instant considéré 1, on a

D () ==y (1)
P (1) = Dy (b)) = o (L)

Si o est inférieur & la premicre pulsation pro-
pre complexe du systéme, on peut développer
F(jw) en série de Taylor. En appliquant cette
série & cos [® (1)], on oblient :

R [F jory — 4 R [jE” (jow)ei
\[ jw)e ] ({t(\[] Jwe ]

Nous admetirons que cette formule est tou-
jours valable. On peut d’ailleurs I’étendre & tout
le plan % 4 j w; néanmoins, nous n’en avons pas
trouvé de démonstration simple.

Si le signal dentrée est Acos {o (t).1],
A dépendant de o, il convient de remplacer
(.I_é ar é{x __]_ a[_gl ?0)7
dt b ' Ow Ot
deux expressions trouvées et en appelant tou-
jours E le signal d’entrée et S le signal de sor-
tie, on trouve

*} En réunissant les

S— @R AFGw—j L PG
. do . . de 2A ., . .
i o AT o) cmm ] e e F )
i i AT (jw) j TR F(jo

(*y Ceei est le cas général pour les éléments en
chaine.
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On vérifie aisément que le couplage en chaine
de deux systémes dont les fonetions de transferl
sont F; (jow) et Fo(jo) donne le méme résultat
quun seul systéme dont la fonction de transfert
est I, . F..

Néanmoins, il convient de remarquer que 'am-
plitude sortant du premier systéme est A F, (j o)
et dépend de o par Pintermdédiaire de F, (jw);
par contre, Ia fréquence ne dépend pas de lam-
plitude.

On voil que, pratiquement, on a souvent inté-
rét & ne pas considérer chaque élément lincaire

a part, mais & dtudier Pensemble de ces ¢lé-

- dA .

ments; les termes délicats en  —— sonl alors
[£20)

automatiquement englobés dans le calcul.

Exemple : Installation figure 23.

Y
Regqulateur a vilesse
proportionnelle & l'ecort

1
5O
’ E
Vonne »
Retenua T, B AL

Eote fing i

, Flotteur

FOnduite o coup i belir

&) (ndsse l\
i L/
Bassm oebit utite

Fia, 23

L’installation peut contenir, entre les points S
ct E, une liaison & jeu ou, simplement, le régu-
lateur, un recouvrement el une saturation. Ces
derniéres non-linéarités sont alors « prédo-
minantes » et on peut négliger les autres en
premiére approximation. Nous linéariserons done
les autres équations.

On a les ¢quations :

Conduite :

. ( o ¢ l
R AT
Qp Qo 0
Bassin
v s q
'jo - = -
AI() (\),0
Régulateur :
. , n . e
o 2w K . K, 5 J2
] \(i ’ HH ! \7“

L Qo

: temps caractéristique de la conduite,
ge e

LA HOUILLE

B =By [A (D50 D] + 0 Bi[As 0]+

BLANCLHU, 679
Qq o débit en pégivw porianent:
Q : débit instantandé;
g =Q - Qy;
Yo Y,y ouverture (idem) de la vanne;
T @ temps caractéristique du bassin | 5 ”‘q
. : («),n /
[ 2AH
. H,

A H : perte de charge dans la conduite;
H, : chute géomélrique.

On en déduit F(jw

2Ko8

(J o) Tjow@jow-4+2) (jo-4+ Kye)

Il taut maintenant caleuler ¥ (j o) et F7 (j o).

Les caleuls sont tout de suite bien plus com-
pliqués que pour les installations purement li-
néaires,

On peut procéder graphiquement : tracer F(jo)
comme pour une installation purement linéaire
et dériver graphiquement :

»F (i ())1) B I“ (j (1)2,)
j oy — 09)

lim.
0y = my

V-3. — Mouvements de la boucle fermée.
Stabilité des cycles limites.

V-31 . LLES MOUVEMENTS OSCILLATOIRES
MENT VARIABLES DES BOUCGLES FERMEES,

LENTE~-

Nous pouvons maintenant étudier les régimes
oscillatoires libres des installations envisagées
ici.

Rappelons que, jusqu’ici, nous avons éftudié
ces installations en boucle ouverte. Si on injeete
dans une boucle (ouverte au bon endroil) un
mouvement A(Hcos[o (.t +cb] ot A et
w (£y sonl (rés lentement variables, il sort un
mouvement voisin de

B (1) cos [m tH.t-+9 (_l)]
ol

dA do
o Ba (A

Ay

dA dw

5 (1) == g, [;’\ ; m] -} L (A o)+ dr (A5 w)

N b))
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aux termes de deuxiéme ordre preés.

‘Par la suite, nous caleulerons toujours avec
cette approximation.

Les seuls mouvements oscillatoires lentement
ariables de la bouele fermée sont donnés par

A = B el o) = (- 2Lk%
I)’bu
v . dA |, do ., ., .

A = ‘BO (A 5 (t),) '%—“ -—d-l‘- hl (r\ 5 u)) +‘(‘1—t—ﬁg (I& s W)
~ 7= o5 (A w) -k %1% 5, (A w) + %(03 (A )

On en tire immédiatement
dA - By -A)ge--Bylo-F7) N(Ajo)
do  Bilo -5 g (By-——A) DA 0

: (1
Cette équation différenticlle définit ce que nous
avons appel¢ les trajectoires du systéme. En
effet, dans le plan A ; o, Pamplitude et la fré-
(quence du systéme ne peuvent que varier en
suivant les courbes solutions de cette équation.
Si nous avions tenu compie de termes d’orvdre
o dA | do . ,
plus é¢levés en — et —— , nous aurions cu une
dt dt
¢quation différenticlie d’ordre plus élevé,

Dans le cas des systémes purement linéaires,
on vérifie que les trajectoires sont bhien o == (Cst;
clles sont parcourues d’aprés A = K eM,

L’¢équation (1) constituc la base de notre théo-
rie des systémes non linéaires. Elle permet d'étu-
dier de'nombreux déiails de leur comportement;
de plus, clle est la plus simple possible et la
seule & avolir été étudiée jusqu’ici. Cette équa-
tion permet d’appliquer & des systémes trés com-
pliqués les trés nombreuses méthodes mises au
point pour les systémes trés simples 4 1 et 2 de-
grés de liberté. Il v a la un point essentiel suv
lequel nous tenons & insister : Panalyse harmo-
nique permet d’utiliser au maximum les con-
naissances déja acquises, les théories bien éta-
blies et les calculs déja faits.

Rappelons uniquement, pour mémoire, quel-
ques points particuliers dont Pétude est possi-
ble & partir de I'éguation (1).

CYCLES LIMITES ORDINAIRES

s sont donnés, comme on le voit, par

BO == f&

O == — N

ce qu’on savait déja.
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Soit A¢ i w; un tel eyele limite
donnée par :

: sa stabilité est

N/‘,\ (l\‘ NEOYS "* I)'Q‘ (Aﬂ soy) < 0

b= N, D LN D> 0

Au voisinage de ces cyceles limites, les trajee-
toires sont données par la figure 24.

' @ @
\ Foyer stable Foyer instoble
/’ g<o 0% 4b<o o>0 0%-4b<o
A

Col (instable)
b<o 0a¥-4b>0

Centre .
noeud: stable ou instable
9=0 of-ab<o selon a Z 0
02 ~ 4b>0

Fia, 24
Les fléches indiquent le sens des « { » croissants,

CYCLES LIMITES A BATTEMENTS

Si I'équation (1) admet des trajectoires fer-
niées, le systéme peut suivre indéfiniment de
lelles trajectoires; A et o varient alors périodi-
quement. Ces trajectoires sont les cycles limites
ordinaires des théories classiques relatives aux
systémes simples. Leur détermination est assez
délicate; néanmoins, beaucoup de théories et de
méthodes de calcul ont été mises au point pour
les déterminer (voir par exemple réf. : 6).

Ces cyveles peuvent étre stables ou instables
(fig. 25).

G I

Ty Cyale limire stoble T2 Cycle limite instable

Fii, 25

Si Papproximation est poussée au-dela du pre-
. do
mier ordre, en »d;? et
a

, on obtient des cy-
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cles a4 battements encore plus compliqués, sans
que des phénomenes vraiment nouveaux appa-
raissent.

PRECISION DU SYSTEME

L’équation (1) permet aussi d’apprécier le de-
gré de stabilité et la préecision des systémes
étudiés.

Au lieu des variables B et ¢, il est souvent plus
commode de calculer Becoso =X et Bsino =Y.
De la fonction de transfert, on tire alors :

do <,

, dA
X=X, + ar g Xe

, dA {
Y=Y,+ dt Y, + (d_;)_ Y.

Les mouvements possibles sont alors

Y=0; X=—A
- dA | do
—A=X A dt XA dt X
) o dA do
O e Y, b 200 P S o
o] ai Ot g Y

Dot

dA X+ A Y, —X, Y,
do ~ X, Y,— (X, +A) Y,

Cette équation est évidemment la méme que
Péquation (1), mais est parfois plus facile a
établir,

Etudions, comme exemple, une installation
uniquement formée d’éléments linéaires et d’élé-
ments algébriques. Ce sont les installations pour
lesquelles M. KocHENBURGER et M. DvuriLn ont
déterminé les cycles limites ordinaires (réf. 1
et 4).

L’installation étudiée ici est celle de la fi-
gure 23.

Le régulateur est supposé avoir un recouvre-
ment et une saturation; en plus, la transmission
a du jeu.

On a étudié graphiquement linstallation sui-
vante

L =500 m longueur de la conduite.

H, =40 m : chute brute.
AH,

8= pe

=1/2 pour le débit maximum.

AH, = perte de charge dans la con-
duite.

Qo =3 m?¥/s : débit maximum.

LA HOUILLE BLANCHE - 681

T SH, _ 300s: temps caractéristique du
~Q,  Dbassin

__ LV _ 5s: temps caractéristique de la
~ gH, conduite.
c = 0,005 = AN asservissement.

b

AN = « déerément »*) dans le bassin.

K, == 20 = rapidité de réponse du ré-
gulateur.

Jeu : correspond & 1/2 cm dans le bassin.

Les fonctions de transfert en régime perma-
nent d’oscillations sont les suivantes

. . 1
Bassin : joS
te: 28 Qo
Conduite : 2+ j0e Y,
Régulateur : & T

jo+XKye Hy

Ces trois fonctions sont représentées par les
trois courbes de la figure 26.

J
W= w=0 W
il
Réguloteur——.
e Conduite
A
W= 0 t=-—Bgssin
:
A
«©
Fic. 26

La fonction de transfert de la liaison a jeu
est représentée sur la figure 27,

Sur la figure 28 est représentée la courbe de
transfert de 'ensemble des éléments linéaires et
Pinverse de la courbe de transfert de 1’élément
algébrique. On trouve deux points d’intersection,
qui donnent deux cycles limites ordinaires ca-
ractérisés par les pulsations o # 0,15 et 0,03.

(*) Terme consacré par usage.
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n
b~ U
8

234

\

F1a. 27. — Fonction de transfert de Porgane schématisé
sur la figure 15.

Courbe ae transfert de
/'ensemble des &léments

lin€aires A—\

w =005

Inverse de courbe de transfer? des
eléments algébriques

w=0,03

Fic. 28

On voit gue pour cette installation i1 y a des cycles
limites possibles quel que soit le jeu, puisque la forme
des courbes de transfert ne dépend pas de la valeur du
jeu (seule la graduation en dépend). Il y a donc un
critére de stabilité indépendant de la valeur du jeu:
cest le critére de tangence des 2 courbes de transfert.

Connaissant la valeur approximative de la
pulsation et de I'amplitude, on détermine par le
caleul des valeurs plus exactes en tracant le ré-

seau de courbes caractérisant la fonction de
transfert de Tensemble de la boucle owverte,
Ceci a été fail pour les valeurs de o voisines
de 0,15 (fig .29).

-1.2 x
+ P
0,14
Fia. 29. — Fonction de transfert en régime permanent.

On trouve oy # 0,155 et 'amplitude du mou-
vement du plan deau dans le bassin :
N, = 6,25 mm. Etudions maintenant la stabilité
de ce cycle limite en reprenant tous les ¢léments.
Nous coupons la boucle & Pentrée des éléments
algébriques, comme sur la figure 39.

Comparateur Ensemble des £nsemble des
‘ é/e'menrsl olgébrigues éléments lingaires
¥

6 S = Ep Sz
» w B

~%

Fic. 30

Soient : !

E, = A (1) cos [o (1).1]
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le signal d’entrée dans les éléments algébriques, fonction de transfert des éléments algébriques,
et : on trouve :
S; =B () cos To ().t + o (1) iy A A2 ] L e ()
[ ] (A).F (o) —j- T o=l (o
le signal de sortie. De méme : d

_ ;¢ 7(7))_ ‘I." (A) F// ( .
E, = B (1) cos [o (1).1] Ut J o)

Si A(@) =A, et o) =wy, on retrouve évi-

et : demment :
= (C (#) cos [w(t).t+92(l)] — 1 =W (Ay).F (o)
pour les ¢léments linéaires. équation qui détermine les cycles limites ordi-
Les fonctions de transfert donnent : naires.
B () eierl®) == @ [A (t)] Posons maintenant :
. d f o (A) [ jared (A) FV (5 — ;
C(B).elt0 =B (1).F [jo () ] — —(-)F’ [jo®] T e =e @)

—jF" (o). T (A) =8(A; w
—j Ml B (). Fe [jo (D] ! ! ( ’
di a et B sont alors des fonctions complexes con-
nues et I'équation de bouclage devient :
Le terme en LI nul.
do
—1=%(A).F(jo) +a(A;w) —_+B(A )*—
En posant :
— « et euvent étre définis par un réseau de
B = l ¢LAD ] ] t.:ourbesgcgmme les fonctions O%e transfert. Nous
avons reproduit schématiquement ces réseaux
pour o voisin de 0,15 et A voisin de 0,18 sur
la figure 30 F’(j o) et I (j ») ont été calculés
par différences finies; on s'apercoit que la pré-

et en sous-entendant les « ¢ »,
on peut derire :

Celto= |0 (A) | . F(jo)

50 )
AN | dA o, - do o P 4
A dl - F(jo)—] i | @ (A) | F" (jow) 2001 %7%58
La condition de bouclage, ¢’est-a-dire de mou- A sse w=0155
vement possible de boucle fermée, est : v
A =CW® MV e ; ° 200
o) F o) =—rnF+2Lk= & (w,4) B lw,
On en tire : tal ()
—Ae—tn=|0(A) |F(jo) 4
] A
_'dtb(A)‘,& 7 (3 ____i_ v 558 — —
o« |
ou en se rappelant que : 4 - !
0 | droms @™
| @ (A) | efer =@ (A)
(¢c) (d)
et en posant : Fie. 30 bis '
@ (A) . da _0C

= = (A, Fig.c: ~— =
A (A) ig.c:r OF
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(63}

.. - . A
cision est suffisante avec des intervalles ="
w

et —L}Ké voisins de 1/20.

Si Pinstallation oscille avec un mouvement
instantané¢ d’amplitude A (f) et une pulsation
» (), on peut facilement trouver graphiquement

(J)
de St ar

en décomposant le vecteur

Y (AYF (jo)
en deux vecteurs paraliéles & o et § (fig. 307" ¢).
On en déduit dé ;. d’ont le coefficient de la

tangente au point A ; » a la trajectoire du sys-
téme dans ce plan (fig. 30> ¢). Si on se contente
de chercher la stabilité du cycle A, ; wy, on peut
étudier Péquation

‘“A 8 ,d,,%i’_m«,OAA—]— 3 A @
ou
AA.:/‘X'—AO; AU)Z(J)"'—'(DO
wg = o (Ap 5 wg); Bo =18 (Ay; wg)
et : ' YA A L3 Aw

représente la linéarisation de Pexpression
—1—F [jlog+ 4 @) ] W (A 4+ A A)

Cette derniére se caleule en assimilant les cour-
bes A = Cst et w = Cste passant par le point — 1
de la figure 29 & des droites. Dans le cas présent,
on . trouve ‘

AASy —di‘—"i 159 —

o1 4 o .
(74,7 — 32,1 ) S 164 )
AA
v
+ (11,63 - 5,00 ) Ao = 0

= (0,0246 1 0,0322

En séparant les parties réelles et imaginaires,

(*) Mentionnons ici aussi ’article de M. Loes dans les
Annales des Télécommunications,

Dans cet article, M. Loes calcule la stabilité des cycles
limites d’une facon différente de la nodtre. Il admet que
la fonction de transfert d’un systéme non linéaire en
régime variable (prés d’un cyele limite) est la méme
que celle en régime permanent d’oscillation olt on rem-
place o par ©-—jk Cette hypothése ne semble pas
confirmée dans le cas général par le calcul fait ici.
I1 se peut qu’elle soit vérifiée pour une certaine classe
de systémes non linéaires, qui serait & déterminer. Phy-
siquement cette hypothése signifie que la fonction de
transfert en régime permanent permet de connaitre les
mouvements transitoires. Or, justement les systémes
non linéaires me peuvent pas étre caractérisés par une
seule fonction (voir § V-41),
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on obtient deux équations différentielles linéai-

res pour les deux fonctions A A (f) et A o (f). La

résolvante a les racines p, = 0,156 et p, = 0,002.
Ce cycle limite est donc instable ("),

7-32 : ENSEMBLE DES MOUVEMENTS OSCILLATOIRES
D’UNE INSTALLATION.

Nous avons vu que les cycles limites ordi-
naires des installations ¢étudiées ici sont en
fait (quelque part dans la boucle) pratique-
ment sinusoidaux. En est-il de méme pour les
mouvements oscillatoires variables? Etudions
d’abord les meuvements lentement variables. On
a vu que Pamplitude et la fréquence suivaient
une certaine trajectoire dans le plan A ; ». On
peut faire une correspondance entre le plan A ; o
et le plan de NyqQuist 2 ; y en faisant correspon-
dre les droites A =C(st et o =Cste duy plan
A o aux courbes A = (st et o = Cstc du plan
de NyquisT. Ceci revient & considérer a4 chaque
instant Ie mouvement permanent « tangent » au
mouvenient instantané. Le nombre « d’intégra-
tions » le fong de la boucle est ¢videmment fonc-
tion du mouvement permanent tangent. La mé-
thode exposée ici dex‘ient donc de plus en plus
critiquable au fur et a mesure que le point ﬁgu—
ratif du systéme s’¢loigne du point —1 en ré-
duisant son déphasage négatif. Ainsi, un cycle
limite a battement, comme indiqué sur la fi-
gure 31, est donné d’une maniére beaucoup plus

'&}/

#—\

—1 x
X4

Fic. 31

imprécise qu'un cycle limite ordinaire, méme si
Pamplitude et la fréquence varient lentement.

Evidemment si, en passant par un point tel
que A, le systéme varie lentement, cela signifie
que Zﬁ‘ et g—? interviennent trés fortement, au-
trement dit que Pune des fonctions B; (A ; )
ou By,{A;w) devient trés grande. Ceci nous
semble pouvoir arriver si Pinstallation contient
de nombreux éléments linéaires dont des systé-
mes correcteurs. Ces systémes ont alors une
courbe de transfert comme figure 32, et F’ (j o)
et F” (jw) sont trés grands pour les points voi-
sins de — 1.
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La graduation de la courbe de transfert est
tres étalée prés du point — 1.

Nous appellerons instabilités secondaires les
cas dans lesquels By (A ; o) ou B (A ; o) devien-
nent infinis.

Loin de ces instabilités secondaires, les eycles

i,

Systéme corrige

.// g {
Systéme non corrigé

e, 32

& battement sont toujours lrés pelits et se trou-
vent au voisinage immédiat du point -—1. Tl
semble qu’en général il n’en existe pas dans de
telles conditions. Il semble done possible d’af-
firmer qu'un eyele limite 4 battement n’est sus-
ceptible de se produire que si une instabilité
sccondaire est assez voisine d'un cycle limite
ordinaire, & moins que ce dernier cyele limite
ne corresponde a un centre ou a4 un fover peu
amorti dans le plan A ; . A Pavenir, nous ne
nous occuperons plus de ces cas moing fré-
quents. Dans tous les autres cas, les régimes len-
tement variables sont impossibles loin du point
——1. Si le point figuralif du régime tangent est
loin du point —1, le régime tend rapidement
vers un cyele limite ou vers le repos. Son mou-
vement n’est plus régi par des équations du
premier ordre en da et do

dt dt

affiemer sar la forme de la trajectoire.

-, et on ne peut rien

Duane facon générale, on voit que les critéres
de position analogues a celui de Nyouist pour les
installations linéaires ne sont plus valables (cri-
tere de position : le point — 1 doit se trouver &
gauche de...). D'autre part, les installations réel-
les ne peuvent heurcusement jamais avoir des
mouvements tendant vers Vinfini: ceux-ci sont
toujours limités quelque part et il ne peut se
former que des cycles limites trés grands. I7¢tade
de la stabilité¢ des installations est done toujours

BLANCHE 685

une étude de cycles limites et il faut en général
revenir a la réalité physique si I'on s’apercoit
quun mouvement tend & étre infini.

Il reste encore un dernier mot a dire & propos
des cycles limites & battement rapidement varia-
bles. 11 peut évidemment en exister aussi. Un
cas concevable est celui d’un ensemble compre-

nant un régulateur par toul ou rien actionnant

un systéme du genre Duffing (voir par ex.
réf. 10). I1 peut alors se développer des cycles
limites avec <« jumping », c’est-a4-dire bond
brusque.

En conclusion, on peut dire que la méthode
exposée ici ne résoud évidemment pas tout, mais
permet une premiére étude des systémes méme
trés compliqués. 1l nous reste maintenant a étu-
dier les mouvements apériodiques.

7-33 : MOUVEMENTS APERIODIQUES.

Etudions d’abord les positions d’¢équilibre. Les
systémes non linéaires ont parfois des plages
d’8quilibre, c¢’est-a-dive que le systéme peut étre
en équilibre pour toutes les valeurs d’un para-
métre comprises entre deux limites. A cause des
intégrateurs, les plages d’équilibre des svstémes
de régulation ne peuvent étre que les zones d’in-
sensibilité des différents éléments. En réalité, un
systtme de régulation ne s’arréte jamais quand
le signal d’entrée dans un élément tombe dans la
zone d’insensibilité. En effet, quand le signal
d’entrée dans un élément a franchi la limite de
la zone d’insensibilité, la boucle est pratique-
ment ouverte el tout le systéme reste dans Pétat
o il se trouve : le mouvement continue jus-
qud ce que la zone d’insensibilité soit franchie.
Les systé¢mes de régulation n’ont donc que des
positions d’équilibre isolées qui sont pratique-
ment les limites des zones d’insensibilité. Pour
la méme raison, les mouvements apériodiques
amortis ne peuvent éire que des mouvements a
Pextérieur des zones mortes. Ils sont en général
assez difficiles & déterminer, Il en est de méme
des mouvements apériodiques amplifiés. Ces der-
niers ne sont, en général, pas & craindre. Souvent
ils se produisent si Tinstallation est entachée
d’une ecrreur grossiére de bon sens : Pinstalla-
tion bloguée dans umne position limite extréme
peut continuer 4 rester ainsi.

V-4,

Comparaison des systémes linéaires
et non linéaires.

V-41 : NOUVELLE CLASSIFICATION DES SYSTEMES.

Au paragraphe I1-3, nous avions essayé de clas-
ser les systémes physiques en général d’aprés les
différences (plus ou moins grandes) qui se mani-
festent entre leur comportement véel et le com-
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portement de leur schématisation linéaire. Nous
pouvons maintenant préeciser cette classification
pour ce qui est des systémes & régulation auto-
matique.

a) Nous appellerons systémes techniquement
linéaires ceux pour lesquels la fonction de trans-
fert en régime permanent se réduit pratiquement
& une scule courbe, quelque soit A. Plus préci-

, ‘ . Ao . Ao
sément, s1 — et —

sont trés petits devant
0 90
1 (fig. 33).

¥

v

i P
4
e /

A=0

Fia. 33

b) Nous appelierons systémes linéarisables
ceux pour lesquels la courbe A = 0 correspond
au schéma linéaire. Ce n’est par exemple pas le
cas des installations contenant un jeu. On a vu,
paragraphe V-5, que dans ce cas A = ®» corres-
pond au schéma linéaire.

¢) Les aufres systémes sont dits non-linéari-
sables.

Dans ce dernier cas, il peut arriver que les
courbes de fransfert A = Cste soient trés voisines
comme sur la figure 33. Nous appellerons alors
le systéme : quasi-linéaire. C’est le cas de beau-
coup de systémes réels au moins dans un grand
domaine du plan A ; e (voir § II-3 : citrons de
WEevGeL). En particulier, les systémes dont le
seuil de sensibilité cst petit par rapport aux am-
plitudes couramment étudides, se classent dans
cette catégorie.

Une classification analogue peut étre faite pour
les cycles limites. Ceux-ci peuvent étre diis a
des phénoménes presque linéaires (la schématisa-
tion linéaire donne alors la {réquence propre
avec une bonne approximation) ou & des phéno-
meénes absolument non linéaires (Ia théorie Ii-
néaire les ignore).
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Nous pouvons maintenani comparer les sys-
témes réeis (non linéaires) ct les systémes sché-
matiques linéaires.

D’abord les systémes linéaires sont entiére-
ment définis par une courbe de iransfert graduée
en . Les systémes non iinéaires sont caractéri-
sés, a fréquence et amplitude constantes, par un
réseau de courbes de transfert. De plus, ce ré-
seau de courbes ne permet pas d’étudier les phé-
nomenes a amplitude ou fréquence variable et, &
plus forte raison, les phénomeénes fransitoires en
général. Pour étudier ces phénomenes, il faut
connaitre une infinité d’autres réseaux de cour-
bes, &4 moins quw’on ne particularise d’'une facon
ou d’'une autre le systéme (™. Ainsi, pour étudier
la stabilité des cycles limites ou, d’une facon gé-
nérale, les phénoménes trés lentement variables,
il faut connaitre trois réseaux de courbes. Tout
ceci montre que les systémes linéaires sont pau-
vres en propriétés : une seule courbe les carac-
térise. Corrélativement, la linéarisation est une
schématisation souvent irts poussée : elle en-
létve un grand nombre de propriétés.

Une autre différence fondamentale entre les
systémes linéaires et non linéaires réside dans
Papplication du critére de NyqQuisTt : alors que
le systéme linéaire (fig. 349 est stable, on ne

J

Y Y

Lineaire Non linéaire

{a) (b)
Fic. 34

petit pas en dire autant du systéme non linéaire
(fig. 34%). Les critéres de position ne s’appliquent
plus *), :

Néanmoins, nous pouvons admettre qu’ils s’ap-
pliquent pour les systémes presque linéaires,
pour les systémes linéarisables ne contenant que
de faibles non linéarités et pour les systémes
quasi-linéaires. Il est évidemment toujours pré-
férable de s’en assurer dans chaque cas parti-
culier.

Finalement, une nouvelle différence entre li-
néaire et non linéaire apparait dans la possi-
bilité d’existence de cycles limites : les systémes

(*) Voir remarque en bas de la page 684.

(**) Sur ce point nous ne pouvons pas non plus étre
d’accord avec M. Loer (voir remarque page 684). Il affirme
au contraire, sans le démontrer, que les critéres de posi-
tion s’appliquent.
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[inéaires ont irés rarement des cycles limites
(point « — 1 » sur une courbe), les systémes non
linéaires beaucoup plus fréquemment (point
« — 1 » dans un domaine du plan). Effectivement,
les systémes réels, instables pour les pelites am-
plitudes, ont toujours des cyles limites : la sché-
matisation linéaire est alors absolument cadu-
que. En plus, les systémes non linéaires peuvent
avoir des mouvements Hmites plus compliqués :
cycles limites a bhattements, ete...

V-42 : UNE CLASSE PARTICULIERE D'INSTALLA-
TIONS NON-LINEAIRES. (Installations dans lesquel-
les Pamplitude, ou la fréquence, sonl fixes en un
point de la boucle.)

Ces installations occupent une position parti-
culiére dans Pensemble des systémes non lincai-
res, Leur simplicité les rapproche des systémes
linéaires.

11 existe, en pratique, beaucoup d’installations
de ce genre. Nous étudierons celles ot Pampli-
tude est fixe; ce sont par exemple les installa-
tions contenant un relais. Si Pon ouvre la bou-
cle aprés le relais, on n’a pas besoin d’injecter
des mouvements sinusoidaux ayant diftérentes
amplitudes. Ces systémes sont done trés pro-
chies des systémes linéaires; la seule variable est
la fréquence. En effet, le relais n’est sensible
quwau signe du signal el non & son amplitude. 1l
n’y a donc quune équation définissant le sys-
téme

0 == 9, ((1)) —f-— % Gy (0))

Les oscillations du systéme sont données par :

w4 2k%®

(P fremmad
d’olt

d

g0t 7 2kw 4 S0 g () =0

On en déduit o (f) par une intégration

En pratique, o (f) est souvent une fonction &
plusieurs déterminations (fig. 35). o;; w, sont
des cycles limites possibles. Ce sont pratiquement
toujours des pdles doubles (4 cause de l'intégra-
tion); , est instable; v, est stable; « =0 est
souvent un cycle limite possible.

Comme P'amplitude est fonction de » le long
de 1a boucle, on peut facilement calculer partout
les amplitudes relatives aux cycles limites. Un
cas particulier important est celui d’une instal-
lation comprenant des éléments linéaires et un
relais,
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wy we

FiGg. 35

gy (@) et 9, (0) dérivent alors de F (jw) et la
stabilité des eycles limites est donnée par le pro-
duit des signes de Y’ et X7«

ou
F{jw) =X (o) + jY ().
Lxemple : Réglage de niveau dans un modéle

hydraulique.

Il peut se faire a 'aide d’un avanceur de phase
et d’un relais agissant sur le moteur de com-
mande d’une vanne.

La fonction de transfert de la partic linéaire
est dans le cas le plus simple

Fljo) ==— é_:tf)fﬂi _ _‘%_ __IB
[O%d w- [V)
Done
Y >0; X”>0, pour tousles o.

Done il existe un cycle limite pour o =0 et
il est instable.

Un autre cas important est celui des régula-
teurs par fout ou rien asservis. On ouvre alors
la boucle (fig. 36) et on obtient ¢galement une
fonction de transfert lincéaire.

Relals Moteur

| i ;
A=
.

-}

Asservissement
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V-5. — Emploi pratique de la méthode.
Emploi pratique des systémes non linéaires

Aprés avoir déerit et justifié avec plus ou
moins de rigueur la méthode d’étude des sys-
témes 4 régulation automatique non linéaires que
nous proposons, il reste a résumer en quelques
lignes la facon dont on peut I'appliquer. Nous
admettrons que le systéme & étudier est entie-
rement connu, sauf un ou deux paramétres qui
restent 4 déterminer « au mieux » pour avoir
un hon réglage.

On commence alors par diviser le systéme en
éléments. En pratique il existe toujours des élé-
ments pratiquement linéaires et d’autres forte-
ment non linéaires. On peut en général admet-
tre que les premiers sont effectivement linéaires
sans trop se tromper. Il est commode d’avoir éta-
bli une fois pour toutes un « catalogue » des
éléments intervenant souvent (voir § T1I-3). Ti
suffit alors de combiner leurs courbes de trans-
fert en régime permaneént pour avoir le réseau
de courbes relatif au systéme total. On en déduit
les cycles limites ordinaires possibles.

II est souvent bon de se rendre compte dans
un cas pratique de la stabilité de ces cycles. Si
on fait varier un parameétre, 1a stabilité ne change
en général pas brusquement. Compte tenu de tou-
tes ces indications, on peut alors fixer le ou les
paramétres qui étaient restés libres. Une fois le
systéme entiérement déterminé, on peut essayer
d’étudier les rtégimes lentement variables (si
I’étude en vaul la peine).

Jusqu’a présent, on ne savait pas déterminer
le comportement des systémes non linéaires tant
soit peu compliqués : on peut méme dire qu’on
ignorait complétement « la philosophie de la
question ». Aussi évitait-on autant que possible
Pemploi de systémes non linéaires. Ceci était évi-
demment raisonnable : méme si 'on ne sait pas
déterminer exactement le comportement d’une
installation (ce qui n’est pas nécessaire en géné-
ral), il est cependant toujours nécessaire de sa-
voir quelles peuvent élre ses propriétés. Jusqu’a
présent, on en savait généralement assez sur les
systémes linéaires (méme compliqués) pour avoir
toujours une bonne idée physique de leur com-
portement. Ainsi on savait par exemple quel est
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Peffet d’une inertie, d’'un intégrateur, d’une con-
duite & coups de bélier d’onde, d’un avanceur de
phase, etec. Par contre, on n’avait par exemple

Relais de stobilisation
Operation de

derivation 1
Signal e
d'entrée
l
P —
N Signal
J de
i - Sortie
| Addition
| des tensions
Relgis
principal
Fic. 37

aucune idée de leffet des « zones mortes » dans
les relais d’un systéme tel qu’il est indiqué sur
la tigure 37.

Nous pensons (et espérons) que I'étude que
nous venons de publier servira en premier lieu a
se faire une idée assez précise du fonctionne-
ment et des propriétés des systémes non linéaires
a régulation automatique. _

Bien sfir, la méthode exposée ici permet de cal-
culer (avec plus ou moins de précision) le com-
portement de ces systémes, mais, et ceci nous
semble beaucoup plus important, elle est surtout
4 méme d’enrichir considérablement notre in-
tuition. Aussi nous pouvons, par exemple, dire
qu'une liaison & jeu déphase en arriére d’un
angle compris entre 0 et %/2, et voisin de
8/A si ce nombre est petit (B : jeu; A : ampli-
tude d’entrée); de méme nous pouvons dire que
I’amplitude baisse dans le rapport 1 — (2/3) (8/A)
si 8/A est petit, ete...

Jusqu’a présent, on employait des systémes qui
étaient autant que possible linéaires et on « rai-
sonnait linéaire » méme si le systéme ne Pétait
pas. I est important de ne plus avoir peur du
« non linéaire » et de ne plus se le cacher quand
on ne peut pas le négliger. En effet, les systémes
non linéaires ont des propriétés remarquables et
sont souvent supérieurs aux systémes linéaires.
Nous aurons l'occasion de le constater & propos
de certains exemples (ue nous verrons dans le
prochain chapitre.
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RECTIFICATIF

Quelques résultats nouveaux concernant la régulation des turbines et des installations hydrauli-
ques en général (la Houille Blanche, n* 4/1952, p. 567 a 590). :

Page 582 : la figure 22 doit se présenter comme suit

NS
Fic. 22
La déformation cntre la figure 21 et 22 est continue :

Parc de courbe passant par lorigine tourne et vient se
placer sur Paxe Of; le point double s’en va & Pinfini

R. MEYER.
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