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Étude de la mise en régime des écoulements
sur les ouvrages à forte pente

Application au problème de rentraÎnement dlair
Study of the setting up of the fiow regime

on high gradient structures
Application io air entrainmeni problem

PAR G. HALBRûNN
INGÉNIEUR DES PONTS ET CHAUSSÉES

(Voir la HOllille Blanche n° 1, p. 24 el n"3, 1952, p. 347.)

Etude théorique de l'écoulement il surface libre
d'un fluide sur un coursier long, compte tenu
de l'effet de la viscosité; calcul des vitesses lo­
cales et des profondeurs en régime laminaire et
turbulent; existence d'un point critique oi! la
turbulence commence il faire sentir son action
en surface et il partir duquel l'entrainement
d'air devient possible. - Vérifications expéri­
mentales. - Etude schématique du critère d'ap­
parition de l'eau blanche en aval du point cri­
tique.

Th eoretical stucly of free surface fluicl flow over
a long spillway, account being taken of vis­
cosity.
Calculation of local velocities ancl cleptlls in
laminary and lurbulent flow regimes, Existence
of a critical point wllere turbulenl action
becomes noticeable on tlle surface ancl air
entrainment becomes possible. Experimental
verification. Scllematic study of criterion of
appearance of "white water" below critical
point.
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DEFINITIO:;~

Composante suivant Ou de la fOl'ee exercée sur une goutte par la tension
superficielle.

Travail de la composante suivant Ou des forces de capillarité.
2 ;'"9,. .

"(" = sm 01 sm Y cly.
T; ....' 0

Composante suivant Oy de la force exercée sur une goutte par la gravité
et les pressions,

Travail de cette composante.

Yp = ~ [9, (01 + sin 01 cos 01 -- 2 sin 01 cos y) sin y cly .
7C Jo

Composante suivant Ou de la force exercée sur une goutte par le vent
relatif.

Masse spécifique de l'air.
Vitesse d'une goutte.
Travail de la composante suivant Ou des forces exercées par le vent relatif.

~;,.
y r = --:~._ .._._.--:;~ .

9" [- 111~

Viscosité cinématique de l'air.
Trâvail des forces qui retiennent la particule liquide.
Travail des forces qui l'arrachent.
Temps au bout duquel l'altitude û 1 est atteinte par la goutte.
Distance parcourue par la goutte entre les instants 0 et lI'

y = _1~_ ~ C +1_)2 _Y[.Gtl_ + 2 ~
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Angle limite tel que tg il = -~- .
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sur une pente i.
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LA HOUILLE BLANCHE

TROISIÈME PARTIE

ESSAI SUR LA STABILITÉ D'UNE SURFACE LIBRE
SOUMISE A DES FLUCTUATIONS TURBULENTES

OCT.-Nov. 1952

Au cours de l'introduction, nous avons for­
mulé l'hypothèse que, dans un écoulement où
la turbulence se fait sentir en surface, l'eau
blanche apparaît lorsque les vitesses transversa­
les sont suffisantes pour projeter des gouttelet­
tes hors de la masse liquide, en crevant la sur­
face libre. Nous avons montré rapidement que
cette explication rendait compte de l'apparition
moins fréquente de l'entraînement d'air lors­
qu'on réduit l'échelle d'un modèle; nous allons

essayer de préciser par le calcul ces considéra­
tions qualitatives, pour un canal rectangulaire
large. Etant donné l'extrême complexité physi­
que et mathématique du problème, qui est lié
en particulier à la structure intime de la turbu­
lence, que l'ml connaît fort mal, la tbéorie qui va
suivre est très schématique ct ne saurait avoir
qu'une valeur indicative : en particulier la. va­
leur des coefficients numériques est largement
hypothétique.

CHAPITRE VII

CALCUL DES DÉFORMATIONS SUPERFICIELLES

CRITÈRE DE STABILITÉ

Afin de pouvoir ef1'eetuer les calculs, nous de­
vrons supposer que les phénomènes sont à deux
dimensions : les photographies des planches I et
II montrent bien qu'il n'en est pas ainsi en ce
qui concerne les rugosités superficielles. Faute
de mieux, nous nous contenterons de cette hy-

.pothèse qui doit simplement altérer la valeur
des constantes intervenant dans le résultat.

Imaginons donc que des cylindres liquides
d'axe perpendiculaire à l'axe de l'écoulement et
de diamètre l égal au diamètre moyen des tour­
billons superficiels sont animés d'une vitesse
propre Vif'2 normale à la surface libre moyenne.
Nous supposons qu'au c'Üurs de leurs déplace­
ments, ces cylindres conservent leur indépen­
dance vis-à-vis du liquide ambiant, conllue s'il
s'agissait d'Un solide. Avec cette hypothèse, nous
étudions leur mouvement sous l'effet des dif1'é­
rentes forces auxquelles ils sont soumis, et en
particulier la condition à laquelle ils sont arra­
chés de la surface. Soit Oy un axe normal à
la surface libre moyenne, dirigé vers le haut ct
passant par la position initiale du centre de la
goutte, l'origine étant sur la surface (fig. 26).
Soit A l'ordonnée du sommet de la goutte. Au
départ, A = 0; la goutte s'échappe de la masse
lorsque A = 1. Si F!I est la projection sur Oy de
la somme des forces extérieures agissant sur la

goutte, l'équati'Ün du mouvement de son centre
de gravité projetée sur Oy s'écrit

III étant la masse de la goutte. Celle-ci s'élèvera
jusqu'à une hauteur Al où la vitesse sera nulle.
D'après le théorème des forces vives :

En particulier, le critère d'apparition de l'cau
blanche sera vérifié si Al;;:: 1.

1
III ïy2 > -

2

1. - Caractéristiques de la turbulence
superficielle.

D'après PRANDTL [23J, lc diamètre des tour­
billons peut être mesuré par la longueur de mé­
lange. Les résultats de NmuRADsE reproduits par
BAEHMETEFF [24] montrent que, dans l'axe d'une
conduite en régime uniforme, on a sensiblement,
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quels que soient les nombres de IlEYNOLDS de
l'écoulement et la rugosité des parois :

l'éiatioll entre u' et /)', de telle sorte que

avec CI. 0,14 u' r--' /)'

avee

JI
y

U'2 serait nul à la surfaee, ainsi que Zl'2. Les me­
sures en canal rectangulaire large ont montré
qu'il n'en était pas ainsi, sans doute parce qu'il
n'existe plus alors de corrélation entre u' et D'.
D'après VON KAR.MAN [25] (fig. 24), Zl'2 serait
à la surface proportionnel à U*2, le coefficient de
proportionnalité étant à peu près indépendant du
Ilombre de REYNOLDS de l'éüoulement. On peut
snpposer qu'il en est de même pour U'2, ct,
d'après des mesnres de PRANDTL [26J (fig. 25),
on prendra :

JL
y

y représentant le rayon de la conduite. Nous
supposerons ce résultat valable à la surface. de
['écoulement en canal de profondeur Y.

D'autre part, on sait depuis REYNOLDS que la
tension tangentielle en Uil point de l'écoulement
est liée aux fluctuations longitudinales et trans­
versales u' et /J' de vitesse par :

" = ~ iz' /)'

Par ailleurs, si l'éeoulement est uniforme, " va­
rie linéairement entre sa valeur "0 pour y oc-= _. y
et 0 pour y = O.

On admet généralement qu'il existe une eor-
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avec

~= 0,4

T désignant la tensj,on superficielle; posons se­
lon l'usage :

y2 cos i = (/2 Cl -- sin ,~)

Pour l'eau, T = 72,8 dynes/cm, ~ = 1 gr/cm3

et a = 0,385 cm.

d'où:Lorsque !J = 0, ,~=

a2 d<j; cos.j
y cos i = - 2 dg

Avec les notations et les conventions de signe
de la figure :

l'etIet du vent relatif.

Nous admettrons que tous ces résultats restent
valables en régime graduellement varié, ce qui
est assez logique si la distribution des vitesses
reste sensiblement la même qu'en régime uni­
forme. Alors, par unité de largeur de goutte cy­
lindrique :

Les forces extérieures agissant sur la goutte
supposée individualisée sont dues à :

la tension superficielle,

la gravité et les pressi'ons,

1 __,"
--- 111 u- =
2

Nous examinerons successivement ces diverses
actions.

Sur la goutte :

l
Y = T (cos °- cos <p)

II. - Effet de ia tension superf1cieHe.

Nous étudions la déformation de la surface
libre comme si la goutte était un solide indé­
pendant, parfaitement mouillé par l'eau. Par
entraînement à son voisinage, les particules li­
quides ont une composante de vitesse parallèle

Au point de contact entre la surface libre et
la goutte, les deux surfaces sont tangentes. Soient
'~1 et 01 les valeurs de ..\Jet de °en ce point

Donc:

[2 (cos 01 - cos <p)2 cos i = - 4 a2 (cos 01 - 1)

'------_._-----_..

Posons

D'où:

l ---ycosi=
2a

rJ.

2
---- y

\/ cos i
(/

FIG. 26

à Oy; cependant, cette vilesse reste très faible
devant la viles se générale d'entraînement, et on
peut admettre que la répartition des pressions
est pseudo-hydrostatique au tour de la goutte.
Soit Olle ravon de courbure de la surface libre
en un point quelconque; avec l'origine choisie
pour Oy, on doit avoir :

cos 01 est donc donné par une équation du se­
cond degré dont une racine ne peut convenir que
si 01 est compris entre 0 et 9 :

cos 9 < cos 01 < 1

Le discriminant est 1 -/- 4 ),2 (1- cos 9), tou­
jours positif; d'autre part :

),2 f (l) = }J (1 - cos 9)2 > 0
T

~ g y cos i = Ol ),2 f (cos <p) = ),l (cos <p -1) < 0
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La plus grande des racines con vienl seule el
toujours

Au contraire, si ), esl grand :

cos 01 = cos <;;

La figure 27 donne la variation de 'Ya en fonc­
lion de ), pour 71 = h.

l
Ll = ---- (1 - cos Q.-)

2

Ecrivons :

,~- 7Ç "Z ( ')(~.., == - .'-- go a- 'v QI A == ~,.,-
a 4' dl-.'

En particulier, pour ), petit :

en posant:

el le travail eiIectué par cette force entre la po­
sition initiale où Ll = 0, 7 = 0 et la position fi­
nale où Ll = Ll v 9 = '?1 est :

et pour ), grand :

2 1 91
. .) 1 ( sin 2 71 )'Y = - Sln- Q d Q = - 91 - -~--a 1tO '., 1t. 2

car

La goutte a un diamètre grand et la surface
libre n'est pratiquement pas déformée à son voi­
sinage.

A chaque vaieur de ), et de cos 7 correspond
une valeur de 01 ainsi déterminée. La composante
Fa de la force due à la tension superficielle est
alors, par unité de largeur du canal :

2!:ipI _l'~ .)' d À \,/2(1'Ya = - ), v 2 (1 - cos 7 sm 9 7 = --
~ 0 ~

1,5

FIG. 27.

01 = ), \,/ 2 (1 - cos 7) +

cos 01 = 1 - ),2 (1 - cos 7)2 +

,f-----l-------i------+----+-----....À

+----+-f-t-+----~---
1

i

01 est petit. Donc :

En particulier, si ), esl pelil :

ra (P

1 +---1---+-------+----------=-+------=-----+__
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III. - Effet de la gravité et de la pression hydrostatique

OeT.-Nov. 1952

La résultante des pressions hydrostatiques sur le périmètre A P B A équilibre exactement le poids
de la partie de la goutte qu'il circonscrit. On a d one immédiatement la résultante F p des pressions
et du poids :

F p = composante du poids de AB Q A -- résultante des pressions sur AB.

['.!.
2 sin 01 (cos 01 -. cos 9)

.F .. .
Fp = g? cos 14-(- 01 - SUl 0, cos 0, + 2 sm 0] cos 9)

FIG. :W

Le travail etrectué l)ar cette résultante entre ~ =cc 0 et !.l = ~l s'écrit :

'0p = Î!;l F p d!.l = -J. g ? cos i l'; /'J (-- 0] - sin 0] cos 01 + 2 sin 01 eos 9) sin 'P d 9
Jo 0 .Jo

'TC'. . . .., . '" a~; J~::= . (} 0 cos 1 Z;' 'r ((Dl A) = - r; g 0 ---"
8 . , J, '.' , \/cos { 1 p

en posant : l [':1
'{Il ('Pl' n = ~ (0 1 + sin 01 cos O[ -- 2 sin 01 cos 9) sin 9 d "

I~ ~/ 0

En particulier, pour ), petit :

YP === ,,
:'.>. ),_v2 fa'cr 2 ), v2... (l - cos <fi) '.!. sin 9 d 'P = (l - cos <fip

" 0 3 r;

et pour ). grand
j'p === 1 1er

,- (<fi - sin" cos 9) sin <fi cl <fi
r; 0

1 ( 3 . sin :3 'Pl \
= -:,;.' -'- 9l eos 'Pl + 4" sm <fil + 12 )

La figure 27 donne la variation de YP en fonction de ). pour 91 = 'TC. On constate que). peut
être considéré comme petit lorsqu'il est inférieur à 0,2 et comme grand lorsqu'il est supérieur à 1,8.
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IV. Effet de l'air ambiant.

71)!)

La goutte faisant protubérance au-dessus de
la surface libre movenne est soumise à l'action
de l'air ambiant qu( comprend en particulier une
force Fr parallèle à Oy. Si ~a est la masse spé­
cifique de l'air, V la vitesse de la goutte, l'ana­
lyse dimensionnelle montre que la force Fr par
unité de largeur est proportionnelle à ~a l V2. La
vitesse transversale de la goutte étant très faible
devant sa vitesse longitudinale 1/], on aura même
sensiblement

d'où:

'Y, étant fonction de 'Pl et peut être aussi de di­
vers nombres sans dimension tels que )" le nom­
bre de REYNOLDS de l'écoulement dans l'air
Ill! , etc...

A titre indicatif, nous donnons à l'annexe IV
le calcul de 'Yr en supposant que la goutte est
isolée, qu'elle se déplace à la vitesse 111 dans l'air
immobile à une grande distance, que le mouve­
ment de l'air est irrotationel et que la remon­
tée du niveau libre jusqu'à l'angle 01 est négli­
geable (À grand par conséquent). On en déduit
une courbe 'Yr ('Pl); en particulier 'Y, (r.) = 0,900.

V. -- Déformation de la surface libre.

D'après ce que nous avons vu au début de ce chapitre, les gouttes s'élèvent au-dessus de la
surface libre à une altitude 6.l> telle que :

c'est-à-dire que

1(' '" l') " ') r;, '2 2
'ta (À, 'Pl) + 2 À2 'Y O., 'Pl) __. -) iJL~_JI~ ~L~__ = ..:::.J:: _A_._. _u*_

- p r. ~ COS 1 r:t. 9 Y a. COS 1 9 Y
--------~---~---------_.~---_. -----.-._---------

En particulier, la goutte s'échappe et l'eau blanche apparaît si :

(49)

Avec les notations de la première partie

posons

les qui l'arrachent; l'eau blanche apparaît si

M<N
Comparons:

16 Pa 'Y, (r.) Z2 et 2~_
-;-- -;- - r:t. Je:!. r:t.

le premier vaut 26,5 et le second 5,72. Lorsque
YI est petit, 'YI est petit (voir fig. 38) et l'effet
de l'air ambiant sera négligeable devant l'éner­
gie cinétique initiale.

M est proportionnel au travail des forces qui re­
tiennent la particule liquide,N au travail de cel-

Si

Z = 10 -~- = 1,293 10-B,
~
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Supposons l'écoulement peu profond; À est pe­
tit et l'équation (48) s'écrit :

et puisque 01 reste petit :

6.­sin 01 "", 01 ,..., À \,/2 (1 - cos I.jl) = 2 ), \,/2 T

D'où:

Le second terme représentant l'effet de la
gravité et des pressions est négligeable devant le
premier représentant l'efl'et de la tension super­
ficielle. Si la rugosité de la surface libre demeure
faible (1.jl1 petit, y.,. petit) d'après ce que nous
venons de voir, le troisième terme représentant
l'efl'et de l'air ambiant est petit lui aussi devant
le quatrième représentant l'énergie cinétique ini­
tiale due à la turbulence.

Alors

d 26.- _ 2 \,/ 2 9 cos i 6.-
dt2- ----7\'- -~-À--T

C t t d (
d6.-)2 -,., r;, "omp eenu e ce que dt = u - = l~ u*-

ct 6.- = 0 pour t = 0 :

6.- = Al sin (~ u* t )

Le maximum Al est atteint au bout du temps
t1 :

La vitesse longitudinale U 1 étant peu modifiée
par les influences extérieures, la distance L pa­
rallèle à la surface parcourue par la goutte
avant d'arriver au sommet de sa trajectoire
sera:

(50)

Il est même possible, dans ee cas particulier,
d'étudier plus en détail le mouvement de la
goutte. La force due à la tension superficielle
étant prépondérante :

k 'it A---= 0.1
Z 2 \,/~

(51)

d26.-
In dt2 = Fa = - 9 ? (/2 sin 01

VI. - Cas particulier du régime uniforme.

I)ans ce cas ;

11*2 = 9 Y1l sin i

(z _1)2
JL=C2

Nous avons vu dans la première partie que le
coefficient de CHÉZY C est lié à z par l'égalité :

__k 2

1,5-1---11 ~--+--"--"~"~""""" !--~""-

(C = 60)

FIG. 29. - Conditions limites d'apparition
de ., l'eau hlanche" en régime uniforme.l ,

"O't---~I-·t-;-I-+'~-~

\ 1 1 Il' 1

\III
0.5--\(\ 1 1 1 1

11~~'ro""'x'"
~EC~0'tuj~em~e:nI~s~an:=s_'~'ea~u.!-b,!,-la:n~ch~e_"ll'__--lr---__-ll==::=±===:d==~---L..

o 10 20 30 40 50 60 70 80 Ci L degrés
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Posons: Prenons par exemple C = 60; on trouve avec
les valeurs admises pour les difl'érents coeffi­
cients numériques :

'Y # 25

L'eau blanche apparaît si :

Il existe donc un angle limite au-dessous du­
quel, quelle que soit la profondeur de l'écoule­
ment, l'cau blanche n'apparaît jamais; II vérifie:

tg il = 2
y

Si ), est petit, la condition (52) s'écrit :

tg i > _1 [4 \/2 _l.- + __32I~:f ), -1
y 7C), 3 7C _

2 1hri> - +._-
v y y),2

La figure 2H donne la variation de ), en fonc­
tion de i, lorsque l'égalité des deux membres
de (52) est vérifiée. ), est proportionnel à la pro­
fondeur Y" de l'écoulement uniforme homogène
sur la pente i. Il croît donc avec le débit q.

Les points au-dessus de la courbe correspondent
aux régimes où l'eau blanche apparaît. Par con­
séquent :

. - Sur une pente i donnée, l'eau blanche se pro­
duit si le débit q atteint une valeur suffi­
sante q",;

Lorsque i = il' qrn est infini; pour i < il' l'eau
blanche n'apparaît jamais;

Lorsque i augmente, qrn diminue et s'annule­
rait pour un écoulement vertical;

Comparant un modèle et un prototype, i est
le même, q est divisé par pN2. Il peut donc
être supérieur il q", sur le prototype et in­
férieur sur le modèle, ce qui suffIt il ex­
pliquer la dift"érence d'aspect maintes fois
signalée des deux écoulements.

(52)

/2'1'
V~

a=

i-?? ~2 .

Si ), est grand, elle s'écri t

lorsque ), -7 0,

où nous rappelons que :

(J. --y), = - \/cos i _"
2 a

CHAPITRE VIII

APPLICATIONS NUMÉRIQUES

Nous allons appliquer la théorie précédente
aux expériences décrites dans la seconde partie.

TABLEAU XXV

POINT CHITIQUE POINT 10

La figure 38 montre qu'avec ces valeurs de 'Pl'
y,. est voisin de 0,1. D'après le paragraphe V du
chapitre VII, l'approximation consentie est donc
justifiée.

81 °30'
84°
85°

186
255
350

qcm2/s À II02!.l1 1 Ç) \Lcm ), lÜ
2

Ll I (i)
1 cm ,1 1 cm' l

11--- --!---·--I-- --- ---
0,1111 3,34 72°11'88 0,0895 3,37
n,135 \ 4,45 76° 2,G O,lH 4,50
0,162 5,85 80° 3,5 0,148 5,90

1 1

Nous utilisons les données des tableaux XIV
à XVI, pour le point critique et le point 10.
Un premier calcul montre que ), est inférieur à
0,2 et l'équation (49) montre que l'eau blanche
n'apparaît pas. Admettons donc provisoirement
que 'Pl demeure petit. Nous sommes alors dans
le domaine d'application des formules (50) et
(51). On trouvera au tableau XXV les valeurs
de !.lI' 91 et. L qu'on en déduit.

I. - Expériences du Laboratoire Dau.phinois
d'Hydrau.lique.
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On constate :

Que les valeurs calculées de ~l au point 1()
coïncident de façon satisfaisante avec les écarts
constatés entre Y mesuré et Y calculé en cc
point, tels qu'ils apparaissent sur les figures 10,
Il et 12.

Par contre, au point critique, l'écart entre les
valeurs de Y est bien inférieur à la valeur cal­
culée de ~1. En réalité, cette surélévation ~1 ne
devrait pas se constater au point critique mais
à la distance L en aval. Comme L est très fai­
ble, on n'explique pas ainsi la discordance. Une
des explications possibles serait qu'au point cri­
tique la turbulence n'a pas encore atteint l'in­
tensité que nous lui avons attribuée. La couche
limite étant surmontée en amont par une tran­
che d'eau en éûoulement non-turbulent, les flue­
tuations superfieielles seraient plus faibles que
lorsqu'il existe une su:rfaee libre; une diminution
de ~ diminue effeetivement ~1 et augmente L.

II. - Expériences du Laboratoire National
d'Hydraulique.

Lorsque:

~a/~ = 1,293 10-3 ; 'r,. (7t) = 0,9; k = 0,4,

on a :

Calculons les valeurs de M et N au point cri­
tique sur le modèle du eoursier de Bort-Ies-Or­
gues, à l'aide du tableau XX. On est conduit
au tableau XXVI.

TABLEAU XXVI

QIls 3,36
'1

5,9 8,9 12,9 20,7 i
1---

), 0,083 0,108 0,140 0,202 0,338 1
1
1

'ra 0,150 0,195 0,253 0,364 0,520
1

YP 0,199 0,259 0,335 0,485 0,665 !

M 0,153 0,201

1

0,266 0,40'1 0,672 i
N 0,072 0,155 0,268 0,440 0,814 1

1

La projection de gouttelettes paraîtrait donc
possible, pour les débits les plus forts. Nous igno­
rons si le phénomène a été observé; d'ailleurs
le eoursier se relevant rapidement à l'aval, il est
possible que le critère cesse très vite d'être
vérifié.

III. - Expériences de M. Hickox.

Le même caIeul appliqué à ees expenenees
conduit au tableau XXVII pour le modèle et
XXVIII pour le prototype.

TABLEAU XXVII

<- - ,1 1 1 1-- -

o~ i titi,O 1 76,5 l 107 133 1'53 1202 1255 305

__i \__ --I--i--'-----

). 1 0,047 0,051\ 0,062 0,072 0,079 1 0,092 0,1070,0119
'ra 0,084 0,092: 0,112 0,129 0,141 0,166 0,1930,214
YP - 0,112 0,122 0,149 0,172 0,189- 0,221 0,2560,286

NI 0,084 0,092 0,113 0,131 0,143 0,169 °'1981°,222
N 0,032 0,039 0,059 0,080 0,09G 0,138 0,1890,237

Sauf peut-être au plus fort du débit, l'eau
blanche n'apparaît pas.

TABLEAU XXVIII

qcm2/s
1

12.100

1

'10.000
1

65.000 81.000

1

). 1,26 2,6 2,68 4,3'1
'ra 0,945 1 1 1
Yp 0,99 1 1 1
M 4,1 14,5 28,2 38,6
N 32,4 165 307 404

L'eau blanche apparaît toujours au point eri­
tique.

IV. - Conclusion.

Ces vérifications sont très insuffisantes, eepen­
dant elles ne font pas apparaître de contradic­
tions formelles. Des expériences actuellement en

cours sur un canal à pente variable permettront
peut-être de préciser l'étude qui vient d'être
faite.
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ANNEXE l

ÉTUDE CRITIQUE DE LA VALEUR DES CONSTANTES D'ET Cl

Ce résu!LaL a été appliqul' par VON KAI\MAN

[2K] ù des mesures de KEMP\-, ell'eetul'es pOUl' des

1
bo==····_---

k \/2 log C

D'
100' -­

b 2 Cl

1
\ ao= -!~7'Xlog-(~

(
avec

L'éeoulemenL le long d'une plaque plane dans
llll eourant uniforme peuL êLre considéré comme
un cas parLiculier du problème LraiLl~ dans la pre-

. , t' f" t liH] () l l d"nnere 1)ai- le, enmsan' -l~- = . ~e OIW unecx: u

plaque lisse, 11 = -1 eL l'équation (11) s'éerit;

avee

Cette relaLioon s'intègre sans difficulté

C kc., t .. l " (- 3) t,0111me '-'-" cs' VOISIn (e.<:, ;), nlon re que
Cl

dlZ est toul'ours I)Ositif. Assez loin du bord d'at-
cr .
taque, z est grand ct la constante d'intégration
est négligeable dans (54); la eonfiguration de la
couche limite est alors indépendante des condi­
tions initiales. KAHMAN [27J remarque même que
pour les grandes valeurs de :

B,,= ..!~~
v

1"1(;. :Hl

nombres de H.EYNOLDS n", compris enLre 7,4 10r.
d 5,75 107 • La figure 30 montre qu'elles vérifienL
bien la l'(~lntion linéaire (56) avec :

25

(54)

~~2) z~ .. ,
] ..

k~ 1)'
A

[1 -- (2 -\- 1~:2) Zl

-+- 2(1

k~ 1)' Hl :r n_.._- ,--_. = z- c'·
Cl '1

la formule ao = 1,7

(55)

est une approximation de (54), de telle sorte
que, en désignant par Cf le coefficient de frotte­
ment local

l ,1), (/0 -\- l . ') () ~1()og -~,-, ....- == -- og __ :::== , ,

Cl bo
soi t

J:.: == ~ = 0,:392
bo v2log c

6
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1
_ = 0,392

bo yl2log e

Si la valeur de k est très VOIsme de celle de
D'0,4 que nous avons adoptée, la valeur de log -
Cl

diffère de celle que l'on obtiendrait si la distri-
bution des vitesses était la même dans la couche
limite que dans un tuyau lisse:

D'log - = log 9,01 - log 2,5 = 0,556.
Cl

En réalité, KARMAN remarque lui-même que
pour les valeurs modérées de R", l'expression (55)
omet un terme qui n'est pas négligeable. Pour

C(I/2 = 20, z est voisin de 10; si (1 + ~:2) Z-2

est effectivement petit devant l'unité, par contre

( 2 + ~~2) Z-l est de l'ordre de 0,4. L'expression

(55) doit être modifiée et devient :

R = ~ Z2 ez (1'-~) (57)
'" le2 D' z

car dans le terme correctif on peut donner a

pI'Ïori à leC2 une valeur approchée égale à 2;
Cl

dans ce cas :

Ct-I/2 = Qo + bo [log (R x Ct) -log (1- 4 - Ctl/2 )l
leyl2

(58)

Dans les mesures de KEMPF, Ctl/2 varie peu,
entre 0,04 et 0,05 environ. On a donc un aussi
bon accord avec l'expérience en prenant :

~bo=4,15

(Qo - bo log (1-~ f7)' 0,045) = 1,70. OA v~

D'où Qo = 1,00,

. D' Q

\ log G = b: + log 2 = 0,540

(

/k=

L'écart apparent a disparu; ceci confirme
les résultats obtenus par DRYDEN [29J pour
Rx = 1.6 lOG et 2. lOG; lorsque 7.4 lOG < Rx
< 5.75 10 7, la loi de distribution de la vitesse
dans la couche plane est, aux erreurs de mesure
près, la même que dans une conduite lisse en
régime uniforme.

Le même calcul, conduisant à la même con­
clusion, pourrait être effectué dans le cas d'une
couche limite turbulente le long d'une plaque
rugueuse.
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ANNEXE II

ÉTUDE QUALITATIVE DE L'ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE
DE LA COUCHE LIMITE TURBULENTE

SUR UN RADIER PLAN LOIN DE LA CRf:TE

du l _ U I ez [Z2 - (3 + n) z + 2 (2 + n)]
dz BzI+n ul:!-n ez [(3 +n) Z2 - 2 (2 + n) z-]

B > 0 U I > 0 z > 0

n = 0,- 1 ou 0,282.

L'étude qui va suivre recoupe divers résultats classiques obtenus pal' H. POINCARÉ et ses conti­
nuateurs. Le lecteur désireux d'approfondir la question pourra se reporter pal' exemple à l'ouvrage de
NIEMYTZKI et STEPANOFF - Théorie qualitative des équations différentielles -- l1;!oscou 194·7 - mais
pour la commodité de l'expos,é nous reprendrons la question sous forme élémentaire et sans nous atta­
cher à la rigueul' des démonstrations. Dans une publication ultérieure, nous nous proposons de com­
ptéter cette question en l'envisageant à un point de vue plus général.

Premier cas : n = 0

_du I _ UI ez (Z2 - 3 z + 4)
dz - -z BU l

2 ez (3 z - 4)

Le numérateur est toujours positif ou nul. Le
dénominateur s'annule pour :

ez
U l

2 = B (3 z - 4)

d'où le signe de ~~l •

L'origine est un point singulier ainsi que P.

ETUDE AU VOISINAGE DE Z = 0

Comme B;", 0, l'axe des U I est la seule solu­
Hon passant par un point de OUI distinct de O.
En 0 :

dul . _ El­
dz - z

o est un nœud isotrope; il Y passe une infinité
d'intégrales dont la pente est arbitraire.

Deuxième cas: n = - 1

dUI U I e" (Z2 - 2 z + 2)
dz = Bul(l- ez (2 Z2 - 2 z)

u,

B

.;

u~ > 0

u~ < 0

4- .__LP ~ .~_ _,_------
4/ 3 u~ = 0 z

FIG. 31

Z2 - 2 z + 2 est toujours positif. Le dénomina­
teur s'annule pour :

2'7 ez
Ill'] = n- Cz -1)

}' '1' 1 du] L'" t(OU e signe (e-
dz

-' ongIne es encore un

point singulier ainsi que P.

ETUDE AU VOISINAGE DE Z = O.

dUI 2 U I
.. dz- = -Bu/"=-~ 2 z
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",

u~ > 0

8

u~ < 0

u 1,7ISQ!:h_ - -~ ['3 ')8') ,,2 -- ') ')04 " _L 1 ')tll
l dz - I3z1.2N2 (, .... -,.".. .... ,- -"" r-- ., .... "

expressioll qui est positive.

D'oit un graphique analogue à celui de Il = 0;
a est encore un point singulier ainsi que P.

Etude au vOIsmage de P

2 (2 -+ Il)Dans tous les cas, P d'abscisse est
il -+ Il

IIn poin t singu lier. Posons :

0-1- "-f.- _

1 u~ = 0

j

Pour: =--= 0 et 1/] 7'" 0,

dll]

dz

Il passe une intégrale par tout point de Ou]' A
l'origine passe une courbe tangente à Ou] de Ja
forme :

cOll1me on Je yoit nist'ment en posant

III =e:1
;:: [1 -+aoz-+ ... 1

2 (2 -+ Il)
z] -+ -'-'---''-'--'--

i3 -+ n

8

8

u: > C

u', <: C

°I------'I--ë----,--------
et une infinité de solution de tangente nrbitraire
car si 111 est d'ordre inférieur à ;1/:) ,

1.39

FIG. 33
u~ = 0

dll 1

dz z et fais-ons tendre Zl vers a :

ez qui Yérifie bien ceUe condition.

dll l

riz

Troisième cas: n = 0,282

_1.1] ez [Z2 - il,282 z -+ 4,564 ]
z BZO,282 III ],,718 -..- ez (;),282 z -- 4,564)

'f' [_2 (,2 -+ n) 11+11
Il]2-nJ - - 2 (2 -+ n) Zl e

:3 -+ n J

Comme 2 - n > 1Le numérateur est toujours positif ou nul. Le
dénominateur s'annule pour :

e'-;
II j

l ,718 = 'B
Z

O,282 [il,282 z ---- 4,564]
_dll)

dZ j

III 2 (2 -+ n)
,-; - -"~'-

Zl (il -+ n)2

III = 0 pour z = 1,iH) et n'est défini que pour
z>1,il9.

P est un col où ne passent que deux intégrales
à tangentes, l'une horizontale, l'autre verticale.
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Etude des branches infinies
u,

En tout point de Oz autre que P, __du l _ est nul.
dz

Donc Oz est une ligne intégrale qui ne peut être
traversée par une autre (sauf en 0 et P). Dans
la zone où Il' 1 < 0, cherchons alors si l/1 peut
tendre vers une limite lorsque z -è> cr.; :

..~!}.IL
dz :3+ Il

u,

'1-------/0

c

l/! tend vers ° exponentiellement. .,:0'4- ....
z

Dans la zone où Il'! > 0, III et z tendent simul­
tanément vers + cr.;, on a alôi's :

Fw. il.!

Si zl-i'" 111~' Il est d'ordre inférieur à z~ CZ

.
U.l - ç1/(2.-,,_).

AB~

'~z' çl/(2'-")

il s'agit de la branche infinie étudiée ci-dessus.

Si zl+n l/121l est d'ordre supérieur à Z2 CZ

AB~Ci

dul

dz

Celle distance tendant vers zéro, toutes les so­
lutions admettent çl/(2,") comme asymptote. De
maniôre plus précise, en reportant dans l'équa­
tion différentielle initiale. on trouve la relation
vérifiée par Ci.

~ «j Il) Z2 ~(~+II)z

Cherchons alors un développement de Ci de la
forme:

~(~+II)ZJCi7 Il) i~

+ 5 [z;: + z~ (l .- n) J Ci~

"J dO" _1 _.. de; U
Il) z- (./:::' -r';) Z" 0" =_ dz

-j 1
· - .. f '1-. - D Z" 00' ( ,.

+ [(~ -- Il) z:: + ~ (~

Ul~-n = ç Cl + 0")

L'identification montre que c = 5; par consé­
quen t, lorsque z est grand :

et l'hypothôse pr('c('dente n'est pas vérifiée. Donc
zl+n U12 ... n est de l'ordre de Z2 c·'. Posons :

où 0" est une fonction de z qui tend vers zéro
lorsque z -è> cr.; et où :

1)
_'_ Zl~,- fi e'-:;
B

(i Il
0" = -- ~ -_ ..... --.-. [1 + hl Z 1 + h2z-~+ ...

5z
-1- hm r- m + z-m-·I l (z) J

On trouve par identification :

l/1 (z) admet donc une branche parabolique dans
la direetion Ol/l' Sur la figure :34, on voit que : /.>1 =

4
10

(~ - Il) (7 - 2 Il)
---~_.__.- -----------

(i --- Il
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4

et la relation de récurrence

(H --- n) [- 214 + 121 n
25

22 n:! +5 P (H --- n)] bp

en limitant la sene à cette valeur de p, on a
une excellente représentation de (J.

Toujours par identification, on trouve

4 'l=P--]

+-(6-··---n):! 2J b"bpq(n-p+q)
5 '1= l

c étant une constante qu'i! est inutile d'écrire;
d'où:

2-Il l'- ---- f --f+c=Û
5

')+ -; (()
n

n) [11+n+p(2--n)]b ---2(H-Il)b
v+l V+2

f (z) = c'e
5

:! --,-;/ ""' +c

très petit lorsque z est grand.

OÙ c' est une constante arbitraire. En oonsé­
quence, toutes les intégrales peuvent être repré­
sentées par le même développement limité en
l/z jusqu'au terme en (1/z)m+l et nYen diffèrent
que par un terme :

4 0 ,,=p-l
--j- -;;- (H - n)- l} b" b P- HI = Il

a q=l

qui montre que lorsque p est grand

c'e
zm+l

Z
2-~1:

La sene entière en l/z qui représente cr n'est
pas convergente puisque le rapport de deux ter­
mes consécutifs est :

2 -Il 1
p----;;-

t) z

qui augmente avec p. Cependant, tant que
5 zl t 'f l' . tP < ---- , .esermes succeSSI s ( ecrOlssen . et

2-n

U
1

n • 0

n ~ 0,282

FIG. 35

u,

o

En conservant les trois premiers termes, on
aura simplement :

1l1:!-11 = ~ zl-n eZ [1 - 2 6 5 !.!...Z-l

+-1- (2 --- n) (7 -- 2 n) Z' :l]

Finalement, l'aspect du réseau de lignes inté­
grales est le suivant (fig. 35) :

p

n = -.,
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ANNEXE III

ÉTUDE DE LA COUCHE LIMITE
LORSQUE LA VITESSE VÉRIFIE UNE LOI DE PUISSANCE

71!l

Supposons que la distribution des vitesses dans la couche limite soit de la forme

avec:

OÙ h U1 est une constante numérique ainsi que nI'

L'équation (7) s'écrit alors : ll*~ = Ô u l Cl - C3) ~~l__ + -~~ [ô lll~ (cs - C4)]

où C3 et c4 sont deux constantes numériques

Développons :

D'où l'on tire

Si, en particulier,
dUI ..

UI -- = g sm l
dx

â"d-1 = hn,~' (nI + 1) UI2- n, + CU]-- ("'+]) l.±c:'-=-c:c.

g sin i [l + 3 C:l - 4 C4 nI Cl - C4)]

où C est une constante à déterminer par les conditions initiales.

Si g ("fj) est une loi de puissance du type de celle de BLASIUS

il est facile de voir [30] que

Alors

et l'on trouve finalement :

2 Cl +~I) (2 + nI)
nI (10 + nI)

avec

h", vn1

g sin i

m = -=-_n--=I_
2-nl

2-nl
Cs = 2

Or, n] varie de la valeur 1 pour le régime laminaire à la valeur 0 pour le Teglme Tugueux,

p décroît donc de 10 à 3; dans tous les cas, \ -.!:~~-) Il décroît très vite 10Tsque U I augmente et le second

terme devient négligeable devant le pTemier; la configuration de la couche limite est alors indépen­
dante des conditions initiales.
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ANNEXE IV

OCT.-Nov. H)5~

ÉCOULEMENT POTENTIEL AUTOUR D'UN SECTEUR CIRCULAIRE

Il s'agit de résoudre un problème de représentation conforme classique: représenler le domaine
extérieur à deux arcs de cercle Slll' lW plan. POllI' la commodité du lecteur, nous reproduisons la solu­
tion explicite obtenue pal' des procédés élémentaires qui lui permettront un contrôle immédiat des
résultats.

Imprimant à l'ensemble de la figure une vi­
tesse Ill' le problème que nous posons revient à
étudier en mouvement plan irrotati-onnel l'écou­
lement parallèle dérangé par une paroi plane
indéfinie présentant une saillie de hauteur
cl (a:;;;; cl :;;;; l) découpée dans un cercle de diamè-

tre 1. La vitesse de l'écoulement à l'infini est
égale à U 1 et parallèle au plan.

Nous conserverons les notations de la troi­
sième partie rappelée dans la figure :36. Soit
2 [' = l sin cp la longueur de la corde A B. Fai­
sons une inversion du pôle B et de puissance
4 ['" :

\
\

-~:\ ~ -~ ------x~

\
\
1

1

/
/

1

(z - l') z' = 4 ['"

On ,obtient le champ de la figure 36 :

Un éventail de pôle A' et de raison l' =
~ ----< 9

,>oit :

FI(;. ;Hi

le transforme en un doublet de pôle 15".

z=

ZOO

(2;')r BOO

FIG. ,38

D'où le champ initial

Le champ devant être à l'infini équivalent à
Z = U l Z :

k] ') l--:-::---::-"-- = _ l' 'u]
(2 1') l'

Faisons, pour rendre l'expression de Z plus
symétrique, k 2 = - l' [' U l :

~t (z -+ l)" -+ (z .-- 1')"Z = a l u-----·---·-·····
] (z -+ l)r - (z - l')r
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CAS PAHTICULIEHS

9=0

[' = 1/2

]' = 1 (écoulement parallèle)

(écoulement autour d'un
]'-')

cercle)

Z = U] Z

(

['2
Z = U 1 Z + z

['=1
(écoulement autour de

]'-"8 deux cercles tangents)
Z = _." lUL_

2 th _" l
2z

CALCUL DE LA VITESSE

dZ ,., ,'> (z + [')1'-1 (z -[')1'.--1== 4 l - 1- .-.---------------..-.--..
dz [(z + l')" - (z -[')l'f

i 1f=O l
F = - ') - p --- cos () d 0 =

l' ~ {)=o 2

-- 9a+ ,9 (1l12 __ V2) cos 0 d 0
~ Jo

Soit M le point c'Ourant sur l'arc AB; 0 dési­
gne l'angle Oy avec CM compté positivement de
Oy vers Ox.

Sur l'arc A B, la vitesse V est tangente à cet
arc :

Le calcul numérique donne les valeurs sui·
vantes :

TABLEAU XXIX

z + l' = l sin y.I_f!..
2

:r -
2

cos {)

y -
2

(cos i() cos 9)

Or

dZ---- = V cos (J
dz

i V sin 0 = V Cil)

y .-_!~I- 'il

·· ___ x,_,_1

9" 1 II I t! 9" 1111'2

0" 0 HO" 0,8:-35
7";) O,0:.J7 105" 1,OH4

15" 0,004 120" 1,350
30" 0,075 135" 1,G25
45" 0,210 150" 1,905
GO" 0,385 IG5" 2,lGO
75" O,GOO 180" 2,250

2
__9_.. - 0z -- l' = l sin -

On en tire facilement :

H.I~SULTANTE DES PRESSIONS sun L'ABC AB

FIG. :Hl

y,
rL

~o -+P
f-M-0

Ir ('l") ,
.~~J ___.!1.?.0

~o / .l
1f-22-0 -,._-

,..MO / r--- -

/
0.30 ,-------------_._-_. --------[----

/
1

0.20 1

V'
-_.=r-• 0.10 /

~,'/l/
1

1
/fi e1egrés

0 10 ,~ 30 50 60 70 80 S() ->JO 110 120 130 140 15<,) 160 170 18

V = 2 U 1 cos 0

" 1V = -:-:::..!!l _
4 ,,0 l''/''t 0)COS"-- c 1~ 1-- Ci_

.. 2 \2 b 2

v = U]

CAS PAHTICULIEHS

OÙ ?11 représente la masse spécifique de l'air.

La résultante parallèle à Oy a pour valeur

En un point de l'arc, la pression est donnée
par l'équation de BEBNOULLI :

_l!.... + V2 =!:!-.ë
9a 2 2

]'2 sin 2 0 (cosO-cOSO)I'-1V - U - - --'-- .--.---------------'--'---.--.--

- 1 2,,-1 1--( + O)T (_ -0)" -]2
. ' sin-'e..-i --. + sin.L2 _

9=0 ]'=1

9 == TC/2 l' === 2
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Pour les très petites excroissances, le vent
relatif enfonce les gouttes dans la masse; lors­
qu'elles sortent davantage, il les arrache.

TRAVAIL n'EXTRACTION

D'où le tableau XXX et la figure :1H.

TABLEAU XXX

l~
_.~-

.~

91 " 91 y,.Ir

t 0" 0 90" 0,19G
1

1

7°5 0,00015 105 0 0,320
15" _.,--_. 0,000285 120 0 0,467
:)0" 0,0018 135 0 0,630

1

45" 0,013 150 0 0,760
GO" 0,044 165 0

1

0,860
75° 0,103 180" 0,900

~~
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