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Etude théorique de P’écoulement a surface libre
d’un fluide sur un coursier long, compte tenu
de Teffet de la viscosité; calcul des vitesses lo-
cales et des profondeurs en régime laminaire et
turbulent; existence d’un point ecritique ol la
turbulence commence a faire sentir son action
en surface et a4 partir duquel I’entrainement
d’air devient possible. — Vérifications expéri-
mentales. — Etude schématique du critére d’ap-
parition de P’eau blanche en aval du point cri-
tique.

Theoretical study of free surface fluid flow over
a long spillway, account being taken of vis-
cosity.

Calculation of local velocities and depths in
laminary and turbulent flow regimes. Existence
of « critical point where turbulent action
becomes noticeable on the surface and air
entrainment Dbecomes possible. Experimental
verification. Schematic study of criferion of
appearance of “ white water” below critical
point.
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NOTATION DEFINITION
l Diameéire moyen des tourbillons superficiels.
VoE Vitesse moyenne des fluctuations normales a la sarface libre.
A Ordonnée du sommet de la goutte.
F, Projection sur Oy des forces extérieures agissant sur la goutte.
m Masse d’une goutte.
4, Elévation maximum d’une goutte.
dé dG = F dA. Travail élémentaire de la composante suivant Oy des forces
extérieures.
{
o O = e
T Tension tangentielle.
w, v Fluctuations longitudinales et transversales de la vitesse.
U2
B - 1242
R Rayon de courbure de la surface libre,
T Tension superficielle.
2T
a a =
ey
0w 0,0, & Angle§ définis figure 26,
A h= — \Jcos i
2a
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NOTATION DEFINITION
F Composante suivant Oy de la force exercée sur une gouite par la tension
a I . < t=4
superficielle,
Gg Travail de la composante suivant Oy des foreces de capillarité.
2 e .
| Ya Yy = /o sin §; sin ¢ do.
E oL
F, Composante suivant Oy de la force exercte sur une goutte par Ia gravité
et les pressions.
(S Travail de cette composante.
1 ¢ . . .
Yo vy = — Y0y + sin 0, cos b, — 2sin 6, cos o) sin ¢ do.
% Jo
iv, Composante suivant Oy de la force exercée sur unc goutte par le vent
relatif.
P Masse spécifique de Pair.
v Vitesse d’une goutte.
G, Travail de la composante suivant Oy des forces exercées par le vent relatif,
o
Yr = *

Viscosité cinématique de Dair.

Travail des forces qui retiennent la particule liquide.

Travail des forces qui Parrachent.

Temps au bout duquel P'altitude A, est atteinte par la goutte.
Distance parcourue par la goufte entre les instanis O et .

16 o, C 1\2 v, () 24
r= < NG + "1;> Ll 2
2

Angle limite tel que tgi, = ~ |
.
Valeur du débit pour laquelle Peau blanche apparait en régime uniforme
sur une pente 1i.
i x
Nombre de Reynoids R, = 2=,
v

Coefficient de frottement local C; = - 0.
folY] II]-'

Coefficients numeériques

u

) =
¥

Constantes.

1
Cy = / g (g) d .
Al
J B
e, = / 9?2 (n) d .

O
(d + 1) (6—n,)

p =7
o
2—n,
I = l sin o.
5 ;
} ®
I = e,
x—
Constantes.
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TROISIEME. PARTIE

ESSAI SUR LA STABILITE D’'UNE SURFACE LIBRE
SOUMISE A DES FLUCTUATIONS TURBULENTES

Au cours de lintroduction, nous avons for-
mulé I'hypothése que, dans un écoulement ol
la turbulence se fait sentir en surface, l’eau
blanche apparait lorsque les vitesses transversa-
les sont suffisantes pour projeter des gouttelet-
tes hors de la masse liquide, en crevant la sur-
face libre. Nous avons montré rapidement que
cette explication rendait compte de I'apparition
moins fréquente de PUentrainement d’air lors-
qu’on réduit Péchelle d'un modéle; nous allons

essayer de préciser par le calecul ces considéra-
tions qualitatives, pour un canal rectangulaire
large. Etant donné Pextréme complexité physi-
que et mathématique du probléme, qui est lié
en particulier a la structure intime de la turbu-
lence, que 'on connait fort mal, Ia théorie qui va
suivre est trés schématique et ne saurait avoir
quune valeur indicative : en particulier la va-
leur des coefficients numériques est largement
hypothétique.

CHAPITRE Vil

CALCUL DES DEFORMATIONS SUPERFICIELLES
CRITERE DE STABILITE

Afin de pouvoir effectuer les calculs, nous de-
vrons supposer que les phénomeénes sont & deux
dimensions : les photographies des planches I et
II montrent bien qu’il n’en est pas ainsi en ce
qui concerne les rugosités superficielles. Faute
~de mieux, nous nous contenterons de cette hy-
pothése qui doit simplement altérer la valeur
des constantes intervenant dans le résultat.

Imaginons donc que des eylindres liquides
d’axe perpendiculaire & I'axe de Pécoulement et
de diamétre [ égal au diamétre moyen des tour-
billons superficiels sont animés d’une vitesse
propre /72 normale & la surface libre moyenne.
Nous supposons qu’au cours de leurs déplace-
ments, ces cylindres conservent leur indépen-
dance vis-a-vis du liquide ambiant, comme %l

_ S’agissait d’un solide. Avec cette hypothése, nous
étudions leur mouvement sous Veffet des diffé-
rentes forces auxquelles ils sont soumis, et en
particulier la condition a laquelle ils sont arra-
chés de la surface. Soit Oy un axe normal a
la surface libre moyenne, dirigé vers le haut et
passant par la position initiale du centre de la
goutte, Yorigine étant sur la surface (fig. 26).
Soit A Pordonnée du sommet de la goutte. Au
départ, A =0; la goutte s’échappe de la masse
lorsque A ==1. Si F, est la projection sur Oy de
la somme des forces extérieures agissant sur la

goutte, I’équation du mouvement de son centre
de gravité projetée sur Oy s’écrit

d? A
dt®

m =F,

m ¢tant la masse de la goutte. Celle-ci s’élévera
jusqu’a une hauteur A; ou la vitesse sera nulle.
D’aprés le théoréme des forces vives

1 1 A=d A
— = m = f F,dA = / d®
2 A=0 0

in particulier, le critére d’apparition de I'eau
blanche sera vérifié si A, = L

1 e e
— muv* > — d 6
2 0

1. — Caractéristiques de la turbulence
superficielle.

D’aprés Pranptn [23], le diamétre des tour-
billons peut étre mesuré par la longueur de mé-
lange. Les résultats de NIKURADSE reproduits par
BAKHMETEFF [24] montrent que, dans Paxe d’'une
conduite en régime uniforme, on a sensiblement,
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quels que soient les nombres de Reynorvs de
Iécoulement et la rugosité des parois

l=0aY

avee o oo O,l“l

Y représentant le rayon de la conduite. Nous
supposerons ce résultat valable a la surface de
Pécoulement en canal de profondeur Y.

D’autre part, on sait depuis REYNOLDS que la
tension tangentielle en un point de Iécoulement
est lice aux fluctuations longitudinales et trans-
versales w et v de vitesse par

T

Par ailleurs, si Pécoulement est uniforme, « va-
rie lin¢airement entre sa valeur «, pour y == —Y
et 0 pour y==0.

avecl @
co=10¢gY sini = 1>

BLANCHE 705

rélation entre n’ et v/, de telle sorte que

uw o~ v

72~ e L
Y

2 serait nul a la surface, ainsi que n2. Les me-
sures en canal rectangulaire large ont montré
quil n’en était pas ainsi, sans doute parce qu’il
n’existe plus alors de corrélation entre w’ et v,
D’aprés Von Karman [25] (fig. 24), uw? serait
a la surface proportionnel & w2, le coefficient de
proportionnalité étant & peu prés indépendant du
nombre de REYNoLDS de Pécoulement. On peut
supposer quil en est de méme pour 72 et,
d’aprés des mesures de PranoTr [26] (fig, 25),
on prendra :

On admet généralement qu’il existe une cor- V2 =8 u,?
o2h F2 Yo
¥ R leg
7,54 7.5
© R=16,500 (GBttigen)
7,0 © ~ 23,400 70
® — 50,200 ﬁ
65~ © - 66.900 re 6,5
© - 109.000 I
60} 60
p y I i
550 55
* /
5,00 ’, ¢ 50
4,5{— u 4.5
20 T L 4,0
3,5,___ f& ]6 J 3'5
301 /J ” 30
S, g
2,5 ) / U—S L 2,5
/d . wd’ / <+
20 Pt - // 2,0
%
1,5 //)( —\—IT‘ 1,5
s = | > s
/ / L Uy
1,0 D,/AVA T o e D < 1,0
| e
== — _— : e 3
059 o Dot 0,5
I A ‘\
_ - /
0 4= L 0

=

Fia, 25
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avec

8 — 0,4

Nous admeiirons ue tous ces résultals restent
valables en régime graduellement varié, ce qui
est assez logique si la distribution des vitesses
reste sensiblement la méme qu’en régime uni-
forme. Alors, par uni{é de largeur de goutte cy-
lindrique :

[

or 8 uy” = vé~ 22 B¢ Y7 1y’

Les forees extéricures agissant sur la goutte
supposée individualisée sont dues &

—— la tension superficielie,
— la gravité et les pressions,
-—- Peffet du vent relatif.

Nous examinerons successivement ces diverses
actions.

II. — Effet de la temsion superficielle.

Nous d¢tudions la déformation de la surface
libre comme si la goutte était un solide indé-
pendant, parfaitement mouillé par Peau. Par
entrainement 4 son voisinage, les particules li-
quides ont une composante de vitesse paralléle

Fia. 26

a4 Oy; cependant, cette vilesse reste trés faible
devant la vitesse générale d’entrainement, et on
peut admettre que la répartition des pressions
est pseudo-hydrostatique autour de la goutte.
Soit R ie rayon de courbure de la surface libre
en un point quelconque; avee origine choisic
pour Oy, on doit avoir

0 lCOSi:—T—
egy R
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T désignant la tension superficiclle; posons se-
lon T'usage :

2 fl‘
g

2

a

O

Pour Veau, T =172,8 dynes/cm, ¢ =1 gr/cm?
et a = 0,385 cm.

Avec les notations et les conventions de signe
de la figure

@ dy cos ¢
2 dy

IJ €08 1 = —

T

Lorsque y =20, § = , d’olt
fae y ] .

4

y?eos i == a? (1 - sin ¥)
Sur la goutte

y= —£~ (cos 0 — cos o)

&

Au point de contact entre la surface libre et
Ia goutte, les deux surfaces sont tangentes. Soient
b, et 0, les valeurs de ¢ et de 0 en ce point :

“

&

b, = 9 by
Donc :
2 (cos 0 —cos 9)2cosi=—4 a?(cos b, — 1)
Posons :| 5 — L 7= % eosi L
2a 2 a
D’our

eos2l (1 —2%coso)cosl +22cos2o—1 =10

cos 0, est donc donné par une équation du se-
cond degré dont une racine ne peut convenir que
si 0, est compris entre 0 et o

cos e < cosfy <1

N~

Le discriminant est 1 4 422 (1 — cos o), tou-
jours positif; d’autre part :

R =11 —cose)2>0

3f(cose) =2 (coso—1) <0
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La plus grande des racines convient seule et Au contraire, si % est grand :
toujours
cos = coso

23coso—1 -+ V1-4+43200-—cosq)

cos §; = 575 0, =0
En particulier, si % est petil : La goutte a un diametre grand et ia surface
libre n’est pratiquement pas déformée & son voi-
cosfy =1—2*(1—cos )+ ... sinage.

A chaque valeur de ) et de cos¢ correspond
une valeur de 0, ainsi déterminée. La composante
F, de la force due a la tension superficielle est
alors, par unité de largeur du canal :

0, est petit. Donc

0, =1VI2({ —coso) ...

B
F=—2Tcosd;=—27Tsin = —g¢ a*sinf,
4
et le travail effectué par ceite force entre la po-
sition initiale oit A =0, ¢ =0 et la position fi-
0,9 } /1 nale olt A = Ay, ¢ =0, est :
)4 . A=, i o ¢ . .
P A : By = I*ad'_\::—«‘i—ggwl-/ sin b, sinedo
08 / A=0 2 0
/ car :
0,7 I .
/ A= (1—cosg)
0,6 . Ecrivons :
o 7T 5 N )
/ o= —T gealv o)) =— 5 g0
05 " Z
en posant
0,4 ()\ )\ 9 1
) — T ~ o~ . .
AREE 7;( ) Yo (@15 2) == = sinf; sinodo
T Jo
0,3 — . v .
En particuiier, pour 2 petit :
2 (o > N o AVZ
0,2 Vo = — A V2(1 —cosg)sinodo = % (1 — cos @;)2
kg 0 k]
et pour X grand
[CREN .
2 G i sin 2 o
Yo = sinfodo= —( ¢y — 5
© Jo T 92
0 | A

05 1 15 2 La figure 27 donne la variation de v, en fonc-
Fic. 27. lion de X pour o¢; = =x.
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III. — Effet de la gravité et de la pression hydrostatique

La résultante des pressions hydrostatiques sur le périmétre A P B A équilibre exactement le poids
de la partie de la goutlte qu’il circonscrit. On a donc immédiatement la résultante F, des pressions

et du poids :
composante du poids de A B Q A — résultante des pressions sur A B.

g

F, =

R E : . . .
=-—gocosi — (0 —sinf; cosd) —gocosi 5 sin 0, (cos b, — cos @)

AR . . .
F, =g ¢ cos 1—4~(—— 6, — sin 6; cos 0, ~- 2 sin 6, cos o)

Fic. 28

== {) et A = A, s’écerit :

Le travail effectu¢ par cette résultante entre A
- Ao 1 . e . . N
©y = F,dA = e gocosil (— 6, — sin 9, cos 8, + 2sin b, cos o) singed o

Jo < 0

av i
*go—— ;
\Veos I

e

w

3 gocosi By, (o, %) =

2 . . .
1 / (0, - sin 0, cos 0, — 2 sinf; cos ¢) sino d ¢

en posant o op )= — /
Y0

in particulier, pour X petit :
212 e o 23 V2 .
LY (1—coso)sinodo= —5~l/v- (1 — cos @)*

o T

A I T

1/ P o

et pour % grand :
‘\‘/1) e :,..

1 ¢ . .
L / (o ——singcoso) sinedo
iv 0

sin 3 ¢, )

=L <"“" 91 €OS 91 + ’2‘ sin g, + 19
/
On constate que ) peut

La figure 27 donne la variation de v, en fonction de % pour o, ==
étre considéré comme petit lorsqu’il est inférieur 4 0,2 et comme grand lorsqu’il est supérieur a 1,8.

T
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IV. — Effet de Pair ambiant,

La goutte faisant protubérance au-dessus de
la surface libre moyenne est soumise & Paction
de Pair ambiant qui comprend en particulier une
force F, paralléle a Oy. Si g, est la masse spé-
cifique de l'air, V la vitesse de la goutte, Pana-
lyse dimensionnelle montre que la force F,. par
unité de largeur est proportionnelle & ¢, I V2 La
vitesse transversale de la goutte étant trés faible
devant sa vitesse longitudinale u,, on aura méme
sensiblement

Fr ~0q llll2

v, ¢tant fonction de o; et peut étre aussi de di-
vers nombres sans dimension tels que 2, le nom-
bre de ReyNoLps de Pécoulement dans Yair
w1

Va

, cte...

A titre indicatif, nous donnons a 'annexe IV
le calcul de v, en supposant que la goutte est
isolée, qu’elle se déplace & la vitesse u; dans Pair
immobile & une grande distance, que le mouve-
ment de Pair est irrotationel et que la remon-

d’ott tée du niveau libre jusqu'a Vangle §; est négli-

T /A‘ Foddmo Bulo emd, X 4 2y geable (b grand par conséquent). On en déduit

T Jo 7 e 1 e cosi b une courbe ¥, (9,); en particulier v, (%) = 0,900.
V. — Déformation de la surface libre.

D'aprés ce que nous avons vu au début de ce chapitre, les gouttes s’élévent au-dessus de la

surface libre & une altitude A,, telle que

1 o o ow
o5 MU=, — 1 — 0,
cC'est-a-dire que
| 16 5, 22 v.(o) w® 28 A2 uw? ,
v O 202y O, 0y) — - 2e 2T Nel¥l T AR A (48)
fo (@) + tp (s 91) = o cosi a gY « cosi gY
“n particulier, la goutte s’échappe et 'eau blanche apparait si
N . \ 16 5, 32 yv.(m) u® 28 ¥ uy? q
Ta Oy m) 4 2027, O %) — =2 fa L LR Mo o 2R S e 49
m ¢ cosi e« g¥Y @ cosi g

Avee les notations de la premiére partie

Uy
lll = Z —
k

posons
MO, ®m) =y, (%) + 22,0, w)
NOm) — | 16 e me(m) 22 | 287 2w

jeosi g~

M est proportionnel au travail des forces qui re-
tiennent la particule liquide, N au travail de cel-

les qui Yarrachent; Peau blanche apparait si :

M <N
Comparons
16 o v (m) 22 28
® g o k2 o
Si
z=10 Lo 1,293 1078,
%

le premier vaut 26,5 et le second 5,72. Lorsque
o, est petit, v, est petit (voir fig. 38) et Veffet
de Vair ambiant sera négligeable devant I'éner-
gie cinétique initiale.
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Supposons ’écoulement peu profond; ) est pe-
tit et Péquation (48) s’écrit

.
.

V2 o B2 ,
J—}/-)— (1 —cos o)+ )—%—\L_(l — €08 9)"
A8 ew e 2 2B 02 W
o o K? a jcosi g¥Y

Le second terme représentant leffet de la
gravité et des pressions est négligeable devant le
premier représentant Peffet de la tension super-
ficielle. Si la rugosité de la surface libre demeure
faible (¢, petit, v, petit) d’aprés ce que nous
venons de voir, le troisiéme terme représentant
Peffet de lair ambiant est petit lui aussi devant
le quatriéme représentant I'énergie cinétique ini-
tiale due a la turbulence.

Alors :

4

"

29 o cost ?XT

B

I2

(50)

11 est méme possible, dans ce cas particulier,

BLANCHE Ocr.-Nov, 1952

et puisque 9, reste petit

Sin 0y ~ 0, ~ %A VT (1 —cos g) — 2% VI %
Dou :
A 2V2 geosi A
diz b A l
dAN? o
Compte tenu de ce que <Ff> =072 =f u,’

et A=0 pour f=20:

in (VB
A—~Alsm<Al

u*t>

Le maximum A, est atteint au bout du temps
ty -
’i'»'Al

2 u, VB

La vitesse longitudinale u; étant peu modifiée
par les influences extérieures, la distance L pa-
ralléle a la surface parcourue par la goutte
avant d’arriver au sommet de sa trajectoire

t, =

d’étudier plus en détail le mouvement de la sera .
goutte, La force due 4 la tension superficielle L W f e M T N I 7 A 51)
étant prépondérante : th e 9VE 1 z 9VE t
d>A o
m dE =F,=—g¢goasinf
VI. — Cas particulier du régime uniforme.
N
Dans ce cas :
ul—=gY,sini
2 SR Nous avons vu dans la premiére partie que le
coefficient de Cutzy C est lié & z par Pégalité :
g _ k2
C? (z—1)2
Fig. 29. — Conditions limites d’apparition
de * Yeaun blanche” en régime uniforme.
10
{C =60)
05— \\ |
\
Ecoulement avec "eau blanche"
™1
|
\N
| |
Ecouvlement sans "egu blanche” M ‘ ;
| . | h : N .
0 10 20 30 0 50 &0 ) 80 ! degres
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Posons

16 oo (C |, 1N* v (m) | 28 _
% o <-VQ7 + k?) P o

L’eau blanche apparait si

{
Yo Om) + 232y, 0, 7)) < v22tgi ‘ (52)

olt nous rappelons que :

e Y, /27T
)\———2\/c0s17 a_%/-—é—g
Si 2 est petit, la condition (562) s’éerit :
. 1 74v2 1 32V T
tg e 92V A
gt > v [ T A 3= _]
lorsque » — 0, i — —;— .
Si » est grand, elle s’écrit :
. 2 1
to = —
gi> 4 53

Il existe done un angle limite au-dessous du-
quel, quelle que soit la profondeur de I'écoule-
ment, 'eau blanche n’apparait jamais; il vérifie :

. 2
tgy = —

~

i
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Prenons par exemple €= 60; on frouve avec
les valeurs admises pour les différents coeffi-
cients numériques

v # 25

ip=4° 30

La figure 29 donne la variation de % en fone-
tion de 1, lorsque l'égalité des deux membres
de (52) est vérifiée. X est proportionnel a la pro-
fondeur Y, de I’écoulement uniforme homogéne
sur la pente i. Il croit donc avec le débit q.

Les points au-dessus de la courbe correspondent
aux régimes ol 'eau blanche apparait. Par con-
séquent :

- — Sur une pente i donnée, I’eau blanche se pro-
duit si le débit q atteint une valeur suffi-
sante an;

-— Lorsque { =1, g, est infini; pour i < i, 'ean
blanche n’apparait jamais;

-— Lorsque i augmente, q,, diminue et s’annule-
rait pour un éeoulement vertical;

————— Comparant un modele et un prototype, i esl
le méme, ¢ est divisé par v?/2. Il peut donc
étre supérieur a ¢,, sur le prototype et in-
férieur sur le modele, ce qui suffit &4 ex-
pliquer la différence d’aspect maintes fois
signalée des deux écoulements.

CHAPITRE VIII

APPLICATIONS NUMERIQUES

Nous allons appliquer la théorie précédente
aux cxpériences décrites dans la seconde partie.

I. — Expériences du Laboratoire Dauphinois
d’Hydraunlique.

Nous utilisons les données des tableaux XIV
& XVI, pour le point critique et le point 10.
Un premier caleul montre que 2 est inféricur a
0,2 et I'équation (49) montre que ’eau blanche
n’apparait pas. Admettons donc provisoirement
que ¢, demeure petit. Nous sommes alors dans
le domaine d’application des formules (50) et
(61). On trouvera au tableau XXV les valeurs
de Ay, 9o, et. L qu'on en déduit.

TABLEAU XXV

POINT CRITIQUE roINT 10

. 1102, | lpe 102
gem2/sp ) i Cm1 o \ll,cm Py om 1oe,
1
2 |
186 |0.111] 3,34 | 72°1,88(0,0895 | 3,37 [81°30

255 | 0,135
350 | 0,162

4,45 | 76°
5,85 80"i
i

2,6 10,114 4,50 (84°
3,5 10,148 5,90 |85°

La figure 38 montre qu’avec ces valeurs de ¢,
v, est voisin de 0,1. D’aprés le paragraphe V du
chapitre VII, Papproximation consentie est donc
justifice.
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On constate :

Que les valeurs calculées de A; au point 10
coincident de facon satisfaisante avec les éearts
constatés entre Y mesuré et Y calculé en ce
point, tels qu’ils apparaissent sur les figures 10,
11 et 12.

Par contre, au point critique, I’écart entre les
valeurs de Y est bien inférieur a la valeur cal-
culée de A,. En réalité, cette surélévation A; ne
devrait pas se constater au point critique mais
4 la distance L en aval. Comme L est trés fai-
ble, on n’explique pas ainsi la discordance, Unc
des explications possibles serait qu’au point cri-
tique la turbulence n’a pas encore atteint l'in-
tensité que nous lui avons attribuée. La couche
limite étant surmontée en amont par une tran-
che d’eau en écoulement non-turbulent, les fluc-
tuations superficielles seraient plus faibles que
lorsqu’il existe une surface libre; une diminution
de 3 diminue effectivement A; et augmente L.

II. — Expériences du Laboratoire National
d’Hydraulique.

Lorsque :
0./0=1,20310%; «~,(x) =10,9;

on a :

k= 0,4,

N — (h,72 265 72 ,_Xz_ﬁﬂ*i
N = (5,72 + 0,265 22) —— Y

Calculons les valeurs de M et N au point eri-
tique sur le modéle du coursier de Bort-les-Or-
gues, & l'aide du tableau XX. On est conduit
au tableau XXVI.
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La projection de gouttelettes paraitrait donc
possible, pour les débits les plus forts. Nous igno-
rons si le phénoméne a été observé; d’ailleurs
le coursier se relevant rapidement a Paval, il est
possible que le critére cesse trés vite d’étre
vérifié.

III. — Expériences de M. Hickox.

Le méme calcul appliqué & ces expériences
conduit au tableau XXVII pour le modéle et
XXVIIT pour le prototype.

TABLEAU XXVII

w j |

E 660 76,5 1 107 | 133 | 153 | 202 | 255 | 305
.

% | 0,047 0,051} 0,062| 0,072| 0,079! 0,092] 0,1070,0119

ve | 0,084 0,092 0,112] 0,120] 0,141] 0,166 0,193/0,214

v, | 0,112/ 0,122 0,149 0,172] 0,189 0,221 0,256|0,286

M| 0,084 0,092] 0,113| 0,131 0,143| 0,169 0,198(0,222

N 0,032 0:03‘3 0,059} 0,080 0,096( 0,138 0,189/0,237

Sauf peut-étre au plus fort du débit, Peau
blanche n’apparait pas.

TABLEAU XXVIII

qgem2/s | 12,100 | 40.000 65.000 81.000
TABLEAU XXVI
L A 1,26 2,6 2,68 4,34
Ql/s 3,36 5,9 8,9 12,9 20,7 v 0.945 1 1 1
7, 0,99 1 1 1
M 4,1 14,5 28,2 38,6
Ya 0,150 | 0,195 { 0,253 | 0,364 0,520
Yp 0,199 | 0,259 | 0,335 | 0,485 0,665
M 0,153 | 0,201 | 0,266 | 0,404 | 0,672
N 0,072 | 0,155 | 0,268 | 0,440 0,814 L’ean blanche apparait toujours au point cri-
tique. ‘
IV. — Conclusion.

Ces vérifications sont trés insuffisantes, cepen-
dant elles ne font pas apparaitre de contradie-
tions formelles. Des expériences actuellement en

cours sur un canal & pente variable permettront
peut-étre de préciser 'étude qui vient d’étre
faite. ,
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ANNEXE 1

ETUDE CRITIQUE DE LA VALEUR DES CONSTANTES D’ ET ¢,

L’écoulement le long d’une plaque plane dans
un courant uniforme peut ¢tre considéré comme
un cas particulier du probléme trait¢ dans la pre-

.\ . - du :
miére partie, en faisant ~d—~"~ = 0. Le long d’une
x
plaque lisse, n=—1 et Péquation (11) s’éerit :
) ING ke, | dz
Au, =e¢ | 22— bt R L e T Bl
) ¢y ¢, |dx
' (53)
avee
N kD
Cy v
Cetle relation ¢'intégre sans difficulté
W . ad RPN
RDmx e |y g e ) 1
ey ¢
keo N .
19 <1 4 K2 ) =2 |
€1 .
(4)

ke. . . -
Comme =% est voisin de 2, (53) montre que
¢

1
dz . - :
o est toujours positif. Assez loin du bord d’at-
dx :
taque, z est grand et la constante d’intégration
est négligeable dans (54); la configuration de la
couche limite est alors indépendante des condi-
tions initiales. KarMaAN [27] remarque méme que
pour les grandes valeurs de
X
R, = ——

v

Ia formule

C] 1)

R, = =D z% et (55H)

est une approximation de (54), de telle sorte
que, en désignant par C; le coefficient de frotte-
ment local :

G — 0 o i
d 1/2.0 uy® z2

CU2 == ay + by log (R, C;) (56)

’
Ay = - ,_,_1 l()g ‘)D
\ YvV2loge =6

avee

1
o == e T e
k~2loge

Ce résultal a ¢té appliqué par Von KarMaxN
F287 4 des mesures de Keyper effectuées pour des

10l S NS e . -

e -

‘!og (RK C‘)

[ SOV -

Fig. 30

nombres de REyNoLps R, compris entre 7,4 10°
et 5,75 107, La figure 30 montre qu’elles vérifient
bien Ia relation linéaire (56) avec :

D ag
log o= -2 L log 2 = (,710
()?') (_‘ b() + Oh
soit /

= 0,392

b, V2log e

6
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Si la valeur de k est trés voisine de celle de
0,4 que nous avons adoptée, la valeur de log %
1

différe de celle que ’on obtiendrait si la distri-

bution des vitesses était la méme dans la couche
limite que dans un tuyau lisse :

’

log

== log 9,01 — log 2,5 = 0,5656.

1

En réalité, KarMaN remarque lui-méme que
pour les valeurs modérées de R, Vexpression (55)
omet un terme qui n’est pas négligeable. Pour

Cii/2 = 20, z est voisin de 10; si (1 -+ lcc—c—2~> z*
1

est effectivement petit devant I'unité, par contre
(2 -+ %> 7zt est de l'ordre de 0,4. L’expression
1

(55) doit étre modifiée et devient :

R,— -G g2 <1‘_ i> B7)

k2D z
car dans le terme correctif on peut donner «
..o, ke i 5
priori & —2 une valeur approchée égale a 2;

Cy
dans ce cas :

CiY2=a, + b, \:log (R, Cp) —log <1 —
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Dans les mesures de Kempr, C//2 varie peu,
entre 0,04 et 0,05 environ. On a donc un aussi
bon accord avec 'expérience en prenant :

| by — 4,15

4
o — by log <1 — i 0,045> — 1,70
D’ol1 : a, = 1,00,
{ o —Iz _ai oD =
\ log o = 3+ log 2 == 0,540
o= — L 300

b, V2loge

L’écart apparent a disparu; ceci confirme
les résultats obtenus par Drypenx [29] pour
R,=1.6 105 et 2. 105; lorsque 7.4 10% < R,
< 5,75 107, la loi de distribution de la vitesse
dans la couche plane est, aux erreurs de mesure
prés, la méme que dans une conduite lisse en
régime uniforme.

Le méme calcul, conduisant & la méme con-
clusion, pourrait étre effectué dans le cas d’une
couche limite turbulente le long d’une plaque
rugueuse.
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ANNEXE II

ETUDE QUALITATIVE DE L’EQUATION DIFFERENTIELLE
DE LA COUCHE LIMITE TURBULENTE
SUR UN RADIER PLAN LOIN DE LA CRETE

du, u, e [22— Q@+ n)z+ 22+ n)}
dz  Bzltmng2—n—e* [(3 4+ n) 22— 2(2 + n) z]
pour : B>0 u, >0 z>0

n=0,—1 ou 0,282,

71H

L’étude qui va suivre recoupe divers résultats classiques obtenus par H, POINCARE et ses conti-
nuateurs. Le lecteur désirenx d’approfondir la question pourra se reporter par exemple a I'ouvrage de
NiemytzKI et STEPANOFF — Théorie qualitative des équations différentielles — Moscou 1947 — mais
pour la commodité de U'exposé nous reprendrons la question sous forme élémentaire et sans nous atta-
cher G la rigueur des démonstrations. Dans une publication ultérieure, nous nous proposons de com-

pléter cette question en l'envisageant ¢ un point de vue plus général.

Premier cas : n=—20

du, _ u, e(22—3z+4) B

dz "z Bugf—e(3z—4) B

Le numérateur est toujours positif ou nul. Le
dénominateur s’annule pour :

Q

s__ €

iy

Bz—4) ( g >0

|

. du
d’olr 1 ne de —L .
olt le signe de &

U

L’origine est un point singulier ainsi que P.

ETUDE AU VOISINAGE DE z =10

duyy, 1wy 4

dz =~ z Bu®>-+4

Comme B = 0, Paxe des u, est la seule solu-
tion passant par un point de Ou, distinct de O.
En O :

Fia. 31

473 ol =

22— 2z 4 2 est toujours positif. Le dénomina-

teur s’annule pour :

du,  w 9 4 g
dz = =z i 22€
z 1,3 = —(z—1)
! B
O est un nceud isotrope; il y passe une infinité du
d’intégrales dont la pente est arbitraire. d’oli le signe de (E‘ . L’origine est encore un
point singulier ainsi que P.
Deuxiéme cas: n=——1 .
ETupnE AU VOISINAGE DE z = 0.
du,  w, e (2—22z-42) , du; 2u,

z ~ Bufb—e (222—272) dz ~ Buf-+2z
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-s du €’ :
| 8 Las EEL o T 18989 22 9904 z 4 1,2
y, - th dz Brize A0z 4 1.29]
3
expression qui est positive.
D'olt un graphique analogue & celui de n = 0;
v, >0 O est encore un point singulier ainsi que P.
Etude au voisinage de P
: . 224 n
Dans tous les cas, P d’abscisse -—-(—i—ﬂ) est
3-+n
up < 0 un point singulier. Posons
Z 2@+n) __ |
LT Ty T T F
0 P 3-+n
1 u; = 0 z
|
Yy
Fia. 32
Pour z=10 et u; =0,
8
du, 2
dz ~— Bun? o
I1 passe une intégrale par tout point de Ou,. A
Porigine passe une courbe tangente a Ou, de Ia
forme
4 N8
—_— =1/3 .
Iy == < B ) z/ U, < O
comme on le voit aisément en posant
u, =" [+ apz+ ...} o
. . v ey . - . RN TIPTIN 1,39 u1'=0 z
et une infinité de solution de tangente arbitraire, Fia. 83
car siu, est d’ordre inférieur a z/3 A
du, .
“d: T Tz et faisons tendre zy; vers O
et u, ==cz qui vérific bicn cetlte condition. 224w
ll () ')+n i 4 (%:l’:_,llﬁ
. ‘ du, T G4+m2 |
Troisiéme cas : n =— 0,282 de = - 2 (24 ay
<1 o -
2(2 4+ n) ‘[1+n 2 —n S
c o - R — 22
du, 1, es [z2 — 3,282 z + 4,664 B [ 5+ n Uy 2-4+n)ze
e T et p = - — [} B
dz z Bz082 118 et (3,282 z — 4,564)
Le numérateur est toujours positif ou nul. Le Comme 2—n > 1
dénominateur sannule pour
; duy U 22 - n)
- et 0500 - 4 2 e T v
1 TS = T [3,282 z — 4,564 ] dz, z, (3 4 n)?
u, =0 pour z =139 et n'est défini que pour P est un eol ol ne passent que deux intégrales

z > 1,39, & tangentes, 'une horizontale, Pautre verticale.
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Etude des branches infinies

5 . du
En tout point de Oz autre que P, »—1——]— est nul.
dz

Donc Oz est une ligne intégrale qui ne peut étre
traversée par une autre (sauf en O et P). Dans
la zone out 1, < 0, cherchons alors si u, peut
tendre vers une limite lorsque z— =

duy LA
dz 34+ n
=
wy ~— Ke +

u, tend vers 0 exponentiellement.

Dans la zone ol u’y > 0, u,y et z tendent simul-
tanément vers -4 %, on a alors :

du, u, z° e*
~ o « G
dz Bzl+r g2 (3 4 n) 2% 0
Si ztn g2 est d’ordre inférieur a z*e* :

du,
dz

il s’agit de la branche infinie étudiée ci-dessus.

Si zltw g 2-n est ordre supérieur a 2% es :

1
1111 7 ,_Ei_,l,l.u ~ 7 Zl""‘ n
dz
111‘_‘~~«n ~ 0% Zl» »n

Zl.—}-n ulzr N s Zfl I
et ’hypothese précédente n’est pas vérifice. Done
zi-tn g --noest de Pordre de z° er, Posons :

o

Bzl+r y = ¢z ¢#

Lidentification montre que ¢ =5; par consé-

quent, lorsque z est grand :
2 ==%t(1 49
z qui tend vers zéro

olt ¢ est une fonction de
lorsque z—> w0 et ol :

5

B

E j— 21 g @

i, (z) admet done une branche parabolique dans
la direction Ouy. Sur la figure 34, on voit que :

~1
[y
~1

BLANCHE

U'
° -
z
K, 34
u, — E1/2—mn)
A~ Hi—e'" 7
- g_ Fr/ (e}
dz ~
‘_ﬁ_,]‘, e g BB/ (2—m)
_ 2—n - ,
___._IA,-_ _.E)_ er [zlvwn __I,, (1-—n)z -n’l‘él/(z—ﬂn)
2-—n B .

AB~g¢

Cette distance tendant vers zéro, toutes les so-
lutions admettent §'/¢—1 comme asymptote. De
manicre plus précise, en reportant dans I'équa-
tion différentielle iniliale. on trouve la relation
vérifice par o.

26 2(2 4 n) 2

£ [P (17— T 222 ] s
+H[F U]
" il 99 2 _‘(10“ R ds o
+ @ 2@ 4 ] 5 57 —0

Cherchons alors un développement de ¢ de la
forme :
6~ n
g e & i P A= by 2t by 2R L
’ e LR R e
_}_ bm e _}_ z—m-—1 / (:)]

On trouve par identification :

4 Q—n(7—2n)
10 6 —n

by =
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et la relation de récurre

4 3 € 13
g (6—n) [ —214 41210 —

=+ ~Ef (6 -—n) [T +n-+p@E— n)]b

nce

(6 ___n)f-’ g

fr=p—1
-+ —4;— (6 — n)* ,13% byDp.q(n—p -+ q)

4

A+ :

qui montre que lorsque p est grand :

byyo
bpit
b p-2

~ ])

~ p\ ! (2-%1—1) p

22n* 45 p(6— n)] b,

— 26 —n)b

P2

by byogir =0

La série entiére en 1/z qui représente s n’est
pas convergente puisque le rapport de deux ter-

mes consécutifs

(qui augmente

5z
P<5=5

est :

2—n

) e—

avec p.

Cependant,

n=0
n = 0,282

que

-, les termes suceessifs décroissent et

Fic. 35
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en limitant la série a cette valeur de p, on a
une excellente représentation de .

Toujours par identification, on trouve :

2—n
5

f—f+ec=0

¢ étant une constante qu’il est inutile d’écrire;
d’ou

1

[(z)=ce 2" +¢
ol ¢’ est une constante arbitraire. En consé-
quence, toutes les intégrales peuvent étre repré-
sentées par le méme développement limité en
1/z jusqu'au terme en (1/z)m+* et n’en différent
({ue par un terme

.

c’e
zm--1

trés petit lorsque z est grand.

En conservant les trois premiers termes, on
aura simplement

5 6 —n
5

”12——11 :._O._Zl—n es [1 —9 71

B
b2 (T—2m) 22
5 ' =]

Finalement, 'aspect du réseau de lignes inté-
grales est le suivant (fig. 35) :
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ANNEXE [1I

ETUDE DE LA COUCHE LIMITE
LORSQUE LA VITESSE VERIFIE UNE LOI DE PUISSANCE

Supposons que la distribution des vitesses dans la couche limite soit de la forme :

. 2 T voym
avec : uy? == hy, <-—»~-———:) 0<n <1
u, 8

ol hy, est une constante numérique ainsi que n;.

, . - . . du d
L’équation (7) s’éerit alors @ u® =38 u; (1 —e¢y) —+ + — Jdu{cs—c
| = 1 3 Tar dzr I_ 17 (e3 4)]

ol ¢ et ¢y sont deux constantes numériques : Cs :/1 g (n) dn Cy :/1 g () d
) 0
Développons

0oy A8
(Cy—~ c4) U2 3™

du N
+ uy dtl (1 —cg—2cy) atl = hy, v u2—m

D’ott on tire :

1+ea—2¢ 1—os
— 1) e & 1
IR R hn,l yh1, k,]l_l-j——l—" 227 e o / iy v Gy () dx
> a

Cy—Cy
. - du .
Si, en particulier, uy L —gsini :
dx
Gl — by, v (ny + 1) L

2y u,— tukl) T
gsini[l—{—303_464+n1(1_c4)] uy + cuy ca—-c

ou ¢ est une constante & déterminer par les conditions initiales.
Si g (v) est une loi de puissance du type de celle de Brasius :

B
u, K
il est facile de voir [30] que : m=—1_
2—ny
Alors cg = g.’.é‘“_llL
o) — 2—n,
T 94 n,
et Pon trouve finalement :
sr-t1 — 2 (1 + nl) (2 + Hl) hm_\’m. ulﬂ—-m _'_ - 8i711+1 J— 2 (1 + nl) (2 + I'l]) _h_"lv_n’ u1i2—~n1 a4
n; (10 4+ ny) gsini ny (10 4 ny) g sini
avee : p— a+ 131) (f;— ny)
& 4

719

Or, n, varie de la valeur 1 pour le régime laminaire &4 la valeur 0 pour le régime rugueux,

. a . T ¥
p décroit done de 10 a 3; dans tous les cas, —[ll«‘-
1

» .
) décroit trés vite lorsque u, augmente et le second

terme devient négligeable devant le premier; la configuration de la couche limite est. alors indépen-

dante des conditions initiales.
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ANNEXE IV

ECOULEMENT POTENTIEL AUTOUR D’UN SECTEUR CIRCULAIRE

Il s’agit de résoudre un probléme de représentation conforme classique : représenter le domaine
extérieur & deux arcs de cercle sur un plan. Pour la commodité du lecteur, nous reproduisons la solu-
tion explicite obtenue par des procédés élémentaires qui lui permettront un coniréle immédiat des
résultats.

Imprimant & 'ensemble de la figure une vi- tre . La vitesse de I'écoulement & linfini est
tesse uy, le probléme que nous posons revient a égale a u, et paralléle au plan.

étudier en mouvement plan irrotationnel I'éeou-
lement paralléle dérangé par une paroi plane
indéfinie présentant wune saillic de hauteur
A(0O<A<D découpée dans un cercle de diameé-

Nous conserverons les notations de la troi-
sitme partie rappelée dans la figure 36. Soit
21 =1Isin ¢ la longueur de la corde A B. Fai-
sons une inversion du pole B et de puissance
41-

(z—U) 2/ =41"

On obtient le champ de la figure 36 :

Un éventail de pole A’ et de raison r = ——— ,
soit

= (2 1)

le transforme en un doublet de péle B”.

Fia. 36
. ky
LT v Tan TR
D’olt le champ initial
.
L ]\':_1 (Z — l/)r + ],.
= e - : A
QU z4+U)r—E-—-0r "
(DI Bn <t
Fie. 37 Le champ devant étre a Pinfini équivalent &
Z=1u,z:
]\..1 ¢ )
= 2rlu
5 Faisons, pour rendre lexpression de Z plus
symétrique, ky=—rl'u,
g 25" - - ” 4D z—1)r
A (27 . ‘8 A:((Z’u1<_!l)+( l)
Fle. 38 G4+ Dr— -0
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CAS PARTICULIERS

g =10 UV == 0 r=1 (écoulement paralltle) Z=u,z
(écoulement autour d’un 2N
e e /6 r 9 N ) — z R
v==x/2 ' =1/2 r=2 cerele) z Ly + = )
o r—1 r—8 (6coulement autour de _ wmlu,
¢ = ?  deux cercles tangents) = oy
2 th -
2z
~ . = A VITEQSE B¢
CALCUL DE LA VITESSE F,=—2 / p 'i)L cosdd o=
R o A =T A
dz - [(Z + Z/)zv__(z_l/)r]:_' — Qa—‘)- A. (l,l]g—— V:) cosfd

Soit M le point courant sur I'arc A B; 6 dési-
gne Pangle Oy aveec CM compté positivement de
Oy vers Ox.

Sur Parc A B, la vitesse V est tangente a cet
arc

erﬁ =Veceos) 4+ 1IVsinh=Ve
Or
\ €= ,«’éw cos 0
? y= l) (cos ) —— cOs @)
24 V'=1lsin _<,oj‘)—_0_ et Ue_ﬁ

e e+
z—=1=1sin 39*9—— el (W”* ; )

On en tire facilement :

(cos 0 — cos g)r—1

( sixl—ggig) s <Sini’°—§—0>r _r

\

CAS PARTICULIERS

o=10 r=1 V=u,
o=x/2 1=2 V=2u,cos6

72 1y 1

r—> Vr:

G
l
a

2 ©9

P4

. 0 . (% ]
cos® 5= ch? K~~ tg ~—>

RESULTANTE DES PRESSIONS SUR L’ARC A B
Zn un point de P'are, la pression est donnée
par Péquation de BERNOULLI :

T <
p Vw2

04 2 2
olt ¢, représente la masse spécifique de Pair.

La résultante paralléle & Oy a pour valeur

Le calecul numérique donne les valeurs sui-
vantes

TABLEAU XXIX

r, o
i 9; ) ”-1? Y o, Lg%
0° 0 90° 0,835
7°5 — 0,027 105° 1,094
15° 0,004 120° 1,350
30° 0,075 135° 1,625
45° 0,210 150° 1,905
60° 0,385 165° 2,160
75° 0,600 180° 2,250
4%
4
{ 0,30
| 0,80 — /)
( /
Vi (Ps)
4 /
| 0.50 /
/
0,40 E /
0,30 ‘ /
] 4
‘| 020 l /
i
00 L/
, L ,
. | | g cas
0 10 20 20 407 % €0 70 80 90 00 10 120 130 140 150 1860 170 180

Fic. 39
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Pour les trés petites excroissances, le venl
relatif enfonce les gouttes dans la masse; lors-

LA HOUILLE
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TABLEAU XXX

qu’elles sortent davantage, il les arrache.
@1 Yr 91 Ir
TRAVAIL D’EXTRACTION 0° 0 90° 0.196
b
A A 7°5 - 0,00015 105° 0,320
@, = / F,.da 15° -—0,000285 120° 0,467
JSa=o 30¢ 0,0018 135° 0,630
Tl 0w 45° 0,013 150° 0,760
] ST Gnodo =—o 22 (o) . > >
[ ysinede = Fuly (o) 60° 0,044 165° 0,860
75° 0,103 180° 0,900
Dol le tableau XXX et la figure 39. .
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