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NOTULES HYDRAULIQUES
HYDRAULIC BRIEFS

Amortissement par viscositée de la houle
sur un fond incliné dans un canal de largeur finie

Viscous damping of waves over an inclined bed

in a channel

Dans un canal de largeur finie oit se propage
une houle de longueur ’onde grande par rap-
port & la profondeur, caleul de la dissipation
d’énergie dans les couches voisines du fond,
puis des parois. On en déduit une expression
de Pamortissement de Uamplitude de la houle,
qui confirme les résultats déja connus pour le
cas d’une largeur infinie. Cas oit le fond du
canal est légérement incliné sur Phorizontale.

L’amortissement par viscosité des ondes pro-
gressives est important dans le cas des faibles
profondeurs. Si les ondes se propagent dans un
canal, la dissipation d’énergic se situe principa-
lement dans les couches voisines de la paroi et
du fond, 4 condition que la longueur d’'onde soit
grande par rapport & la profondeur. Si le canal
est trés large, on peut négliger 'effet de la paroi
et, dans ce cas, BIEseL a donné la solution cor-
respondant a une profondeur constante [1] (V..

Afin d’obtenir la solution plus générale corres-
pondant a4 un canal de largeur uniforme b, nous
nous proposons de caleuler le taux d’amortisse-
ment grace & la méthode utilisée par URSELL [2]

pour un canal profond. Nous supposerons que les -

variations de profondeur sont toujours trés lentes.
La houle considérée est rigoureusement périodi-
que dans le temps mais s’affaiblit au cours de sa
progression.

Les axes de coordonnées (x, 7y, z) sont choisis

of finite width

In a canal of finite and uniform width in which
are propagated waves having a large wave-
length in relation to the depth of water—the
calculation of energy dissipation in the layers
of water near the bed and near the walls—
From this is deduced an expression of the
damping of wave amplitude which confirm the
results already obtained for the case in which
the width is infinite. Instance in which the
canal bed has a slight slope.

The attenuation of travelling waves due to
viscosity is of importance in shallow water. In
the case of waves propagated in a channel,
energy is dissipated principally in the boundary
layers on the walls and on the bed, provided
that the wavelength is large compared to the
depth. When the channel is very wide we may
neglect the effect of the walls and the solution
in this case, for a uniform depth, has been given
by Bieser [1].

To obtain the more general result for a chan-
nel of uniform width b, we evaluate the rate of
attenuation using the method employed by
UrserLr [2] for a deep channel. It will be
assumed that the rate of change of depth is
always small. The wave motion considered is
strictly periodic in time but attenuated with
distance.

We choose co-ordinates (x, y, z) such that the

(1) Les chiffres [1] renvoient & la bibliographie publiée & la fin de cette note.
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de la facon suivante : Ox est dirigé suivant la
longueur du canal, Oy est vertical dirigé vers le
bas, T'origine coincidant avec l'intersection du
niveau moyen et de I'une des parois du canal.

En fluide parfait, le potentiel d’une houle &
deux dimensions 4 'intérieur d’un petit intervalle
r<sr<a, est o

gA chk(y—h)
G ch kh

O = cos (kx—ot) (1)

avece

o2 = gk th kh.
k=2x/x

h = Ia profondeur moyenne dans Pintervalle
<< X,

A = Jamplitude totale.

Supposons que dans un fluide de faible visco-
—_> R
sité la vitesse U =(U, V, W) puisse élre expri-
mée approximativement par :
—_—> _
U= e¥» grad & (2
Les équations du mouvement dans la théorie

linéaire sont :

° ‘> (P )
2 S
=7 —vV2 | U=—grad |~ —gz 3
<3f v grad [“> —gz ) (3)
et :
L=
divU=0
en désignant par :
p ¢ la pression,
¢ : la masse spécifique,
v : la viscosité cinématique.
. v - '_9
Avec URSELL, considérons la fonction u (z, y, z)

définie de la facon suivante :

e d —> . - 7
uy,y,z)et =0U(,y,z 1) —iU <1‘, y,z, t -+ 3*;)

(5)
Si
=
u=u, -+ u,
% . 3
ou u, est irrotationnel :
= Lo (JL _ >
u = - grad . gz
et :
. —
(fe——v V) u, = (6)
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axis Ox is along the length of the channel and
Oy vertically downwards, with the origin at the
intersection of the mean free surface and one
wall of the channel.

From the inviscid theory the potential func-

tion for a two-dimensional wave over a small
interval x; <z <, is given by :

h & —
P = _g,?,_ ,SIL‘LL%LIWI_I_IQ_ cos (kx—s ) (1)

where o> = gk th kh, k = 2=/% h is the mean
depth in x;<x <z, and A is the total wave
amplitude. 'We suppose that in a fluid of small

—
viscosity the velocity U = (U, V, W) is approxi-
mately :

— _ ¢
U = eXvgrad @ (2)

The equations of motion in the linear theory
are :

? —
(*%Thv V2> U = — grad <10)— —:(]Z) 3)

and :

—
divU=120

where p is the pressure, o the density and v the
kinematic viscosity. Following URSELL, we con-
sider the function u (x,y, z) defined by :

wx,y,zevt=0U @,y z,H—ilU \1’; Uz b4 94 )
(5
and if

— =
u = u,

S

+

4
where u, is irrotational, then :

—_ . i
u, = % grad <'[9L — gz>

and :

—
(ic—v yHu,=10 (6)
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Au fond du canal u = (u, v, w) == 0, et par con-
séquent :

—> . - .
) == (g, 0, 0), wy==(-—1uy0,0) pour y = h.(7)

La solution de u, au voisinage des parois peut
se déduire de Péquation :
o=

v a!};‘/) iy === () (8)

{ig

‘\
Ol uy == U, pour y = h, et ol u, est petit pour

he—y>>~ (/o).
On trouve facilement :
1, == 1, L+ W—hy~/(6/20)7

el (i ty—1) \/(;77‘.'}7)']'

€

e (4 DV (572

Le taux de dissipation d’énergic mécanique par
unité de temps dans un fluide incompressible
est donnée par :

[ [ E dr dy dz (10)

avee

E=9{Z

FOUNE | 5 OV T | o/ aw>-
“lee) U\ oy ) T2z T

On peul voir & ce sujet Lams [3] et GoLps-
TEIN [4].

Le terme principal de Pexpression (10) est :

j[/a[ 2\ dedy dz= ) v 0 / ’_ﬂaall:E-(11 dy dz
- (10 bis)

et, d’aprés Véquation (9), la dissipation d’énergie
dans la couche limite pendant le temps 2 =/s est
donnée par :

%o Vv/(20) ’ "4 uy * d dz (1)

4 7t A 3 B .‘Q~ oy -y
A Pintérieur de Despace réduil a < <®y,-
nous pouvons écrire :

— A chk(@—h .. ¢
u, = grad —(lc* glc}illxh e ] (12)

si bien que :

Luy = gAk/(s ch kh),

—> —
wy ==y 0,0), y=1

{ oW
\ oy
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On the bed of the channel, u == (u, v, w) =
and so

~ 1y, 0, 0)  on y==h(7)

The boundary layer solution for w, is found

from the equation :

/za

9

o ) w, = 0 (8)

where u, = -—u, on y =" and u, is small for

h-—y >>+ (/6.
We readily find :
Wy == — Iy el (V0 r—1)\/ (/2T

and

au o

= =—1, (1 + 0 V (6/2) elli+iy—mn VAR
y

)

The rate of dissipation of mechanical energy

per unit time in an incompressible fluid is given
by :

v o ( [ ’ I dvedydz (10)
where :
Y \\2 ~ 7 aU _?}j N 2 i ,_a_,\_r aVU‘\\ﬂ
+5) tie T ) +5 )

see Lams [3] or GorosteN [4].

The principal tern in the expression (10) is :

«
Z

/

v ’ /” (3[},’*\" de dy dz =

|

and from equation (9), the dissipation of energy
in the boundary layer in time 2 =/6 is given by :

ANY.D) f [ L1y 2 da dz (11)

Within the small region x; <x <wx, we may
write :

—
i, = gra

gA (’h k (l] - IL) ({—/;i:v‘ (12)
5 ch kh

so that :

Ly | == gAk/(s ch kh),

s lou, |2
i vo [’ ﬂ’é%l/_l dr dy dz

(10 Dis)
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et, en calculant l'intégrale de Pexpression (11),
la dissipation d’énergie, pendant Uintervalle de
lemps 2=/6, dans la zone y, Kx <, 0<z<h
du plan y=h est

N A Sy U 13)
eV 96 ) & ch? kh AER (e

Lo

en appelant A Vamplitude moyenne de la houle
dans cette zone.

Suivant la méme méthode, nous pouvons cal-
culer le taux de perte d’énergie dans les couches

voisines des parois du canal. Sur le plan 00,
_——> .
o= (1, v, w) ==
el :
— — . .
1y == (U, Dy W) o =2 (U, Dy, Wy)  (14)
Daprés I'équation
: s
<l G - -y a ',.> ”2 fussial U

on trouve

L L { 1--';—1'):\/(u,/'.’r)
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and evaluating the integral in (11), the dissipa-
tion in time 2x/¢ in the region x;, <x <,
0 < z< b of the plane y =h is :

(13)

where A is the mean wave amplitude in the
reglon.

In the same way we find the rate of loss of
energy in the boundary layers on the walls of

the channel. On z =0,
— ;
o=, 0, ) =0
and so
— . -
iy == (L, Dy, W) Wy == - (1, Dy, Wy (14)
From the equation
/ . D2 \) N
16y o VL oz {)
o 9z ) T

we find

O [ il.:'\/'t'u,’/fﬂ

U, =
el and similarly :
D == SRR IR Dy == o Dy e RO/ /2]
Ainsi : Thus
au., { iy V(579 y— (i1 /0720 ; ou . e ST 15
o NI DN (6/29) e—! N 2 (1) a: g (- ) N (62 y) e UHBa/TTE (15)
cf and
W2 by (1o 0V (5/20) e (/10720 (16) S e (L DV (5/20) e RO @R (16)
2z ‘ <
Le terme principal de Vintégrale (10) da & The principal contribution to the integral (10)
la couche limite & la parol z =0 est in the boundary layer on the wall z==101is :
"/ sUL e oV, N2 C1 C ([ ou., 2 o0, 2
{ ) ¢ 1 “ % e ~ . "l | 2 g - R
vo LS () Jdedyds = e [ ISR+ 0T | dudy ds (17
H‘ Loz ) ] <a: Y, J v CERRS I B I-ER R vz -

et compte tenu des expressions (15) et (16), la
dissipation pendant le temps 2 x/s est

&

e VO/2a [ [ (g 124 [0, |9 dedy  (18)

De Péquation (12), on tire

ch2k(y—1n)

g [ o 2= T2 oS

and substituting the expressions (15) and (16),
the dissipation in time 2 =/6 is

me Viv/26) ’ [ (g 2= | vy |9 dedy  (18)

From equation (12) we have

)L o gPATAE ch2h(y D)
R G ch? kh
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d’ott I'on déduit que la dissipation tolale d’éner-
gie pendant Tintervalle de temps 27/ dans la
zone STEx, 0Sy<h du plan z=10 est
égale & :

e \/<9 )9 Ak ke, —ay) (19)

Au cours d’une période de la houle (2x/0c),
Pénergie traversant le plan a = constante est :

/3
/ / / ob aj’ dy dz dt

Si I’on tient compte de Iéquation (1), cette ex-
pression devient :

« L ¢
"\1 sh‘)l\h / (20)

11 est évident que la différence entre les éner-
gies traversant les plans =z, = x,, est égalec
a Pénergie dissipée dans la zone v, < < ay; par
conséquent, les équations (13), (19) et (20) per-
mettent d’écrire :

b 2kl o
(1 ) e A

E/a

J- A k Ak g ey KD
1) \” th &2 A ch2 kh>

‘1* ]'“, // v kb + gh 2LF >
b V(o )(‘)Ah L sh2kh

(21)

Draprés Péquation (2)

K. 1 dA

A dx

el si nous faisons tendre
tion (21) nous obtenons :

K 2 k \/< Y )< kb - sh 2 kh ) 29)
b 20 J\ 2kh + sh2kh

Ceci concorde avee le résultat cité dans les
Proceedings of the Conference on Coastal Engi-
neering 1950, page 206. Lorsque la largeur b du
canal devient grande, K tend vers le terme prin-
cipal de la solution donnée par M. BIESEL. Pour
de petites valeurs de kh, K ne différe que par un
facteur =/4 du résultat obtenu par KEULEGAN [5H]

pour Pamortissement de Ponde solitaire.

', vers xy dans Péqua-

Supposons maintenant que le fond du canal
soit 1égérement incliné sur I'horizontale. En né-
gligeant provisoirement l’effet de la viscosité, le
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and so the total dissipation in time 2 =/6 in the
region x; K x <y, 0 <y < h of the plane z=0
is found to be :

%0 \/< M )—gj—r—%i]‘ th kh (kg —2)  (19)
2 [} g~

The energy transmitted across the plane
e period 2 x/6 is :

3
—0 / / / o0 aiI—l dy dz dt
ox

Substituting from equatlion (1), this becomes :

o bg A% / 2 kh
2k (‘\1 + sh 2 kh ) 20)

It is clear that the difference between the
energy crossing the planes x — 2, and @ =, is
L(ludl to the energy dissipated in the region

1 S Ky, and so from equations (13), (19) and
(2()) we have :

% p bg 2 kh 9

2% <1+ s}12kh>(A1 A

o [ g2 A k _k
,_,,9\/<,2~>( x) 928 <‘> th Jeh ]Lh>
or

L /7A2—Ap2 4k v/ kb sh2kh
- e < ; ——;”c:): ) \/< 96 /\2kh + sh?2 kh

(21)

From equation (2) :

and thus letting x, =, in equation (21) we
have :

K= 2)

4

2k v kb - sh2kh \
b (‘) ><‘)1\11J—sh‘)kh/

This agrees with the result quoted in the
Proceedings of the Conference on Coastal En-
gineering IQJO p. 206. When the width of the
channel b becomes very large, K tends to the
principal term in the solution given by BIESEL.
For small values of kh, K differs only in a factor
n/4 from the result obtained by Keurrean [5]
for the damping of the spelitary wave,

Suppose now that the channel bed is inclined
al a small angle to the horizontal. Neglecting
for the moment the effect of viscosity, the rate
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flux d'énergie a travers un plan quelconque
x == constante doit étre toujours ke méme. Done :

e ) e ()

en désignant par ¢ la célérité de 1a houle; et puis-
que on peut écrire :

2 kh

sh 2 kh

2 ko hy

sh 2 ko Iy

= th kh/th ky hy,

th k, hy + kq hy sech? ky Iy
th kh + kh sech® kh.

A::A(,\/(

Par conséquent,
tude de Ia houle le long d’un intervalle dx
donné, en négligeant la VIbCOSlt(,, par

)

la modification de T'ampli-
est

d

dA = A (th kh -+ kh sech? kh)t/2 -
i dx

De P'équation (22), on peut déduire T'effel de
la viscosité, soit :
) dx

24

Si PYon fait la somme des deux différentielles
(23) et (24) et si Pon intégre, Pamplitude de la
houle en un point queleconque est :

sl

Si Pon pose :

kh
]xh

kb --sh2

dA = 2 kh - sh 2

th k, by + Ky hy sech? kg Ity
th kh + kh sech? kh

en désignant par a la profondeur a Porigine et
par s la pente du fond, l'intégrale peut se caleu-
ler en se servant de la relation :
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of flow of energy must be the same past any
plane x = constant. Thus :

2 kh

_2kyhy
1+ sh 2 kh

Aﬁd .
¢ < sh 2 k, In,

> — Az e ( 1 -

where ¢ is the wave velocity, and since :

L= S — th kh/th ky hy,
CO .

then :

v |

Thus the change in wave amplitude in an in-
terval dx, neglecting viscosity, is given by :

th 'k, by + ko b, sech® kg by
th kh + Ikh sech2 kh

(th kh -+ kI sech? k) —1/2 dx (23)

From equation (22) the effect of viscosity is
given by :
)d

(24)

Adding the differentials in (23) and (24) and
integrating, the wave amplitude at any point is :

> dx

_kb +-sh

2 kh +

Ah‘) ch

. kb 4 sh2k
/h0 — QLD VTS ( b+ sh 2 ki

2kh 4 sh 2kh

& (25)
It we write :
h=da—sz
where a is the depth at the origin and s is the

slope of the bed, the integral can be evaluated
using the relation :

koth ky hy = Lk th kh = ¢*/g, (27
o th-Fo fo VIR st ) Koo th kg By == ke th kh — 5%/g, 27)
T . Véauati 925) devien!
ot k . L'équation (25) devient where & = 2 =/ Equation (25) becomes :
A— A < th ko by - kg by sech? &y ho> 2 k2 (g? kgt — o )>(l/sb) V7 2) e — (/8) (k—ky) v/ 26 (28)
0 th kh -+ kh sech? kh v ko2 (g2 ] JE)

la valeur de L& en chaque point pouvant étre
déduite des équations (26) et (27).

Nous avons admis que la célérité de la houle
¢tait en chaque point égale a la célérité d’une
houle de méme période dans un canal ayant uni-
formément la profondeur correspondant a celle

where k at any point may be found from equa-
tions (26) and (27).

‘We have assumed that the wave velocity at
any point is equal to the velocity of a wave of
the same period in a channel of the same uni-
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du point considéré. Le résultat n’est done vala-
ble que pour les petites valeurs de la pente s.

Nous nous devons d’exprimer notre reconnais-
sance au Directeur de la Recherche Hydraulique
qui a bien voulu nous autoriser &4 publier ce
lravail.

form depth. The result is therefore valid only
for small values of the slopes s.
I am indebted to the Director of Hydraulics
Rescarch for permission to publish this work.
J.N. Huxn,

Hydraulies Research  Station-DSIR
Howbery Park, Wallingford, Berks
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