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NOTULES HYDRAULIQUES
HYDRAULIC BRIEFS

Amortissement par viscosité de la houle
sur un fond incliné dans un canal de largeur finie

Viscous damping of waves over an inclined bed
ln a channel of finite width

Dans un canal de larye.ur finie où Se propaye
une houle de lonyueur d'onde yrande pal' rap­
pori ri la profondeur, calcul de la dissipation
d'éneryie dans les couches ooisines du fond,
puis des parois. On en déduil une. expression
de l'amortissemenl de l'amplilude de la houle,
qui confirme les résullats déjà connus pour le
cas d'une laryeur infinie. Cas où le fond du
canal est légèrement incliné sur l'horizontale.

L'amortissement par viscosité des ondes pro­
gressives est important dans le cas des faibles
profondeurs. Si les ondes se propagent dans un
canal, la dissipation d'énergie se situe principa­
lement dans les couches voisines de la paroi et
du fond, à condition que la longueur d'onde soit
grande par rapport à la profondeur. Si le canal
est très large, on peut négliger l'effet de la paroi
et, dans ce cas, BmsEL a donné la solution cor­
respondant à une profondeur constante [1 J (1) ••

Afin d'obtenir la solution plus générale corres­
pondant à un canal de largeur uniforme b, nous
nous proposons de calculer le taux d'amortisse­
ment grâce à la méthode utilisée par UJ,}SELL [2]
pour un canal profond. Nous supposeroIls que les'
variations de pr:ofondeur sont toujours très lentes.
La houle considérée est rigoureusement périodi­
que dans le temps mais s'afl'aiblit au cours de sa
progression.

Les axes de coordonnées (x, y, z) sont choisis

ln a canal of finile Ol/d oniform midlh in which
ore pl'opayaled wlwes hlwiny a larye waoe­
lenylh in relation 10 Ihe deplh ol waier-Ille
calcillation ol enerrJU dissipation in Ihe loyers
of waler near Ihe bed ont! near the walls,'"
From this is deduced an e'l'pressioIl of the
damping of waoe amplitllde which cOll/Îrm Ihe
results already oiJlained for the case in which
the width is infinite. lnslonce in which the
canal bed has a sliyhl slope.

The at1enuation of travelling waves due tü
viscosity is of importance in shal1()'w water. In
the case of '\vaves propagated in a channel,
energy is dissipated principally in thehoundary
layers on the walls and on the hed, providcd
that the wavelength is large compared to the
depth. "Vhen the channel is very wide we Inay
negleet the cfl'eet of the walls and the solution
in this case, for à uniform depth, has heen given
hy BlEsa [1].

'1'0 ohtain the more general result for a chan­
nel of uniform width b, we evaluate the rate of
aitenuation us'ing the method employed hy
URSELL [2] for a deep channel. Il will he
assumed that the rate of change of depth is
always smal!. The wave motion considered is
strictly periodic in t'ime but attenuated with
distance.

'Ve choose co-ordinates (:1', !J, z) such that the

(1) Les chiffres [1] renvoient il la bibliographie publiée il la fin de eette note.
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de la façon suivante : Ox est dirigé suivant la
longueur du canal, Oy est vertical dirigé vers le
bas, l'origine coïncidant avec l'intersection du
niveau moyen et de l'une des parois du canal.

En fluide parfait, le potentiel d'une houle à
deux dimensions à l'intérieur d'un petit intervalle
Xl :(; X :(; X'2 est :

II> = _gA ch k _C!L_{I) cos (1er _ '1 t) (1 )
'1 ch kil .

avec

axis Ox is along the length of the channel and
Oy vertically downwards, with the origin at the
intersection of the mean free surface and one
wall of the channel.

From the inviscid theory the potential func­
tion for a two-dimens'ional wave over a small
interval X I :(; X :(; X 2 is given by

II> = gA ch k (y--- il) cos (kx _ '1 t) (l)
._~._- ----cll-I~7i--

where rtz = gk th kil, k = 2 7t/)., il is the mean
depth in X I :(; X :(; X 2 and A is the total wave
amplitude. We suppose that in a fluid of small

-7
viscosity the velocity V = (V, V, W) is approxi-
mately :

'12 = gk th kil.
k= 27t/À.
il = la profondeur moyenne dans l'intervalle

Xl :(; :r :(; x2•

A = l'amplitude totale.

Supposons que dans un fluide de faible visco­
-7

sité la vitesse V =( V, V, VV) puisse être expri-
mée approximativement par :

-7
V = c-Ie" grad II> (2)

Les équations du mouvement dans la théorie
linéaire sont :

-7
V = c-Kœ grad II> (2) The equations of motion in the linear theory

are

- o"rad (L - gz ) (3)
b 9 •

et
-7

div V = 0

en désignant par

fJ : la pression,

9 : la masse spécifique,

v : la viscosité cinématique.

-7
Avec VHSELL, considérons la fonction II (x, y, z)

définie de la façon suivante :

-7 -7 -c'( ~)
II (x, y, z) cial = V (x, y, z, l) - iV :r, y, z, t -1- -~''1

(5)

Si :

-7
où 1I1 est irrotationnel :

-7 i ( )1I1 = -; grad -; - gz

and

-7
div V = 0

where p is the pressure, 9 the density and v the
kinematic viscosity. Follo\ving VnsELL, we con­
sider the func1ion II (x, y, z) defined by :

--;; (:r, y, z) cial = Û (x, y, z, l) ---ill (x, y, z, t -+ ;(1)
(5)

and if

-7 -7 -7

II = lI] -1- 1I2

-7
where lI] is irrotational, then :

et
-7

Ci '1 _.- V V2) U 2 = 0 (6)

:md
-7

Ci '1 - V V 2) 1I2 = 0 (6)
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----7

Au fond du canal u = (u, v, w) = 0, et par con-
séquent :

--'>
On the bed of the channel, !.l == (!.l, v, w) =-cc: (J

and sa :

-ô> ----7

III = (Llo, 0, (J), II~ c= (-- uu' (J, 0) pour y = 11.(7)
-ô> -ô>

1/ 1 = (1/0' (J, 0), U 2 = ( !.lo, (J, 0) on y h (7)

La solution de 11~ au voisinage des parois peut
se dt'-duire de l'équation:

The houndary layer solution for IL. is found
l'rom the equation

o (8) o (8)

où II~ = /lu pour y = h, et où Llz est petit pOUl'
h Y > > V (-:;;~):

On trouve facilemenl

11
0

e[I.I·f,i1 Iy-hJ vTa/2v)(

where I/z = --" U o on y = 11 and U 2 is smaU fol'

11 -- Y > > vev/cr).

\Ne readily Iind

and :

OU.) . .- ,'".--, = - U o Cl + 1) V (cr/2 v) e[(t+ii (y-hl
ôy

Le taux de dissipation d'énergie mécanique par
unité de temps dans un fluide incompressible
est donnée par :

The rate of dissipation of mechanical encrgy
pel' unit time in an incompressible fluid is givcn
by

avec:

'1 ?JJJ E d.r dy dz (l (J)

where:

'I? r{rEdxdydz (l(l)

10\T \ "
..l2f 1--+-2

1 \ oy )
/oW oV\~ /oU Ô\V'.\2 ('OV oU',z+ \ ., +. ! + l '" + - 1 -+- + 1

oy oz j \ oz G.r / ch: oy )

On peul voir à ce sujet LAMB [:~l et GOLDS­

TEIN [4J.

see LAMB [:~] or GOLDSTEIN [4].

The 'Principal term in the expression (1 ()) 1S :
Le terme principal de l'expression (l (J) est

- foU \Z 1 -- {'OU., 2
'1 ',' jJri. -,-,,';; 1 d:c dll dz = _o. '1 0 fIl ;.--" dx dl] dz

- '\ 01 ) . 2' _ _ _ i oy .
- -, .J (l0 bis)

d.t dy dz = v 0 r,- rl_o~_~12 d.l" dl! (Iz
2 '_ _ _ i oy i •

( 10 bis)

et, d'après l'équation (H), la dissipation d'énergie
dans la couche limite pendant le temps 2 ,,/r; est
donnée par :

and from equation (H), the dissipation of energy
in the boundary layer in lime 2 ,,/cr 1S givcn hy :

(11)
(11 )

A l'intérieur de l'espace réduit ;t~:;::;:;r:;::;: .rz, •
nous pouvons ëcrire

si bien que

110 = yAk/Cr; ch kil),

\Vithin the small region Xl :;::;: X :;::;: X2 we may
write :

so that

1 U o = yAk/Cr; ch kil),
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d,en caleulant l'intégrale de l'expression (lI),
la dissipation d'énergie, pendant l'intervalle de
temps 27':/û, dans la zone :r1 :(:r:( :r", 0:( z :( b
du plan y = h est

and evaluating the integral in (1 [y, the dissipa­
tion in time 2 7':/û in the region :rJ :(.1::( :r",
() :( z :( b of the plane y = h is :

.r l ) (1;\)
(,l'"

:llld so:

--7

li (li, Il, W) = ()

region.
In the same way wc find the rate of loss of

energy in the boundary layers on the ,va Ils of
the channel. On z = 0,

en appelant f\ l'amplitude moyenne de la houle
dans cette zone.

Suivant la môme méthode, nous pouvons cal­
culer le taux de perle d'énergie dans les couches
voisines des parois du cana!. Sur le plan: 0,

->
lI'= (li, P, lU) = ()

where IS the mean wave amplitude in the

--7 ->
I/t =-= (11 0, Po, Woi Il"

D'après l'équation :

----'-> ->
III =ecc= (li 0' Po, 1110) IL

From the eqwltion

on trouve

Il., ()
0=

"

wc find

()

Il" =

el

11
0

("-11 i

:llld silllilarly :

p" =

Ainsi:

d:

p" =

Thus

Il,, ( 1

and:

il \/ ('1/2 "l (' 1,1+ (lf) )

op" == Il ,1 CI
oz

{I" ( 1

Le terme principal de l'intégrale (H)) dù il
la couche limi te il la pa roi z = () est

The principal contribution to the integral Cl 0)
in thc boundary layer on the wall z = 0 is :

V? III 1/ o~~" -1- (0\,1
o~

] d:r dy d: 2 "? III 1p~; ., -1- ou" "," rh dlj d:oz " (17)

d compte tenu des expressions (15) d (lG), la
dissipation pendant le temps 2 7':/û est :

De l'{~quation (12), on tire

A" k" ch 2 k h)
û" ch" kh

and substituting the expressions (l5) and (lG),
Jhe dissipation in lime 2 7':/û is :

From equation (12) wc have:

A" k" ch 2 k
û" ch" kh
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d'où l'on déduit que la dissipation totale d'éner­
giependant l'intervalle de temps 27t/cr dans la
zone XI:(:1::( X 2, 0:( y :( h du plan z = 0 est
égale à :

and so the total dissipation in time 2 7t/cr in the
region Xl ,s; X :( :r2' 0:( y :( h of the plane z = 0
is found to he :

Cl9)
(19)

Au cours d'une période de la houle (27t/cr),
l'énergie traversant le plan X = constante est :

1:2 ,;;Ia Î b 1 h 0<1.' 0<1> _
-~ 10 Tt O' dy d", dt

~o ~.o 0 X

Si l'on tient compte de l'équation Cl), cette ex­
pression devient :

The energy transmitted across the plane
:1: = eonstant in one wave period 27t/cr is

1 2 ';;1".l:b 1 h 0<1> 0<1.'- ~ -- --- dl] dz dt
o _ 0 0 ot OX .

Suhstituting l'rom equalion Cl), this hecomes

(20)
(20)

Il est évident que la différence entre les éner­
gies traversant les plans :r = ;ï~l = x 2 , est égale
à l'énergie dissipée dans la zone Xl :( X :( X2; par
conséquent, les équations Cl3), Cl9) et (20) per­
mettent d'écrire :

Il is clcar that the difference between the
energy crossing the planes X = Xl and ;ï: = X 2 is
equal to the energy dissipated in the region
Xl :(.r:( :r2' and so l'rom equations Cl3), (H)) and
(20) wc have

2 kh )(A 2
sh 2 kh 1

ou :

~2 (~~;==~-~~) =4(}VC~V~-) «/B;~~i~?,}j~k)
(21)

D'après l'équation (2)

or

- ~2 (;\~: --- ~:)= J:' V(--~/: (}i:h~s~il!:ij~jJ
(21)

FrollJ eqllation (2) :

K= 1 dA
A dx

et si nous faisons tendre :1:2 vers Xl dans l'équa­
tion (21) nous obtenons :

K = _~~. /( v -) (_l'lJ_+ sh 2 kh ) (22)
b V 2 cr 2 kh + sh 2 kh

Ceci concorde avec le résultat cité dans les
Proceedings of the Conference on Coastal Engi­
neering 1950, page 206. Lorsque la largeur b du
canal devient grande, K tend vers le terme prin­
cipal de la solutipn donnée par M. BmsEL. Pour
de petites valeurs de kh, K ne diffère que par un
facteur 7t/4 du résultat obtenu par KEULEGAN [5J
pour l'amortissement de l'onde solitaire.

Supposons maintenant que le fond du canal
soit légèrement incliné sur l'horizontale. En né­
gligeant provisoirement l'efIet de la viscosité, le

and thlls letting x 2 -7 ;ï:l in equation (21) we
have

K = 2 if • /( v ) ( kb + sh 2 kh ) (22)
b V 2 cr 2 kh + sh 2 kh )

This agrees with the result quoted in the
Proceedings of the Conference on Coastal En­
gineering 1950, 'P. 206. When the width of the
channel b becomes very large, K tends to the
principal term in the solution given by BmsEL.
For small values of kh, K difl'ers only in a factor
7t/4 l'rom the result obtained by KEULEGAN [5J
for the damping of the s,0lilary wave.

Suppose now that the channel hed is ineliJled
at a small angle to the horizontal. Neglecting
for the moment the efIect of viscosity, the rate
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flux d'énergie à travers un plan quelconque
a: = constante doit être toujours le même. Donc:

of llow of energy mus t he the same past any
plane:r constant. Thus:

c

en désignant par c la célérité de la houle; et puis­
que on peut écrire :

Par conséquent, la modification de l'ampli­
tude de la houle le long d'un intervalle dx est
donné, en négligeant la viscosité, par :

where c is the wave velocHy, and since

),

then :

Thus the change in wave amplitude in an in­
terval d:r, neglecting viscosity, is given by

dA = A (th kh -1- kh sech2 kh)li2 _fL (th kh -1- kh sech2 kh)-1/2 d.r
d.r

(23)

De l'équation (22), on peut déduire l'efTet de
la viscosité, soit :

From equalion (22) thc efTecl of viscosity is
given hy :

Si l'on fait la somme des deux différentielles
(23) et (24) et si l'on intègre, l'amplitude de la
houle en un point quelconque est :

dA= 2 k /-(---v'--)-( kb -1- sh 2 k11 )
A [;- \ 2 (S 2 k11 =1_ sh 2 k11 dx

(24)

Adding the difTerentials in (2in and (24) and
integrating, the wave amplitude at any point is

A=Ao

Si l'on pose

-" ( )/, _ (2 ]db) yv/2 cr kb + sh 2 kIl

V( tl J 1-. + J' Il sech2 k 1 '-)' v /to 2-j;:Z;-+-sh 2 kIl derl Co LlO 'A a '{) la e
th k11 + kh sech2 le11

If wc write

(25)

1z =c a ---' s:r

en désignant par Cl la profondeur à l'origine et
par s la pente du fond, l'intégrale peut se calcu­
ler en se servant de la relation :

h=a

where a is the depth at the origin and s is the
slope of the bed, the integral can he evaluated
using the relation :

(27)
(27)

'1 27t l'" 't' (Oh-) l' tou ,'= -~-- . ~ equa Ion _'::û (evlen
A where k = 2 7t/L Equation (25) hecomes

(lis) (k- ka) \/v/2a (28)

la valeur de le en chaque point pouvant être
déduite des équations (26) et (27).

Nous avons admis que la eélérité de la houle
Mai t en chaque point-égale à la célérité d'une
houle de même période dans un canal ayant uni­
formérnent la profondeur correspondant à celle

where le at any point may he found l'rom equa­
tions (26) and (27).

\Ve have assumed that the wave velocity at
any point is equal to the velocity of a wave of
the same period in a channel of the same uni-
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du point considér{~. Le résultat n'est donc yal:t­
bIc que pour les petites valeurs de la pente s.

Nous nous devons d'exprimer notre reconnais­
sance au Directeur de la Hecherche Hydraulique
qui n bien voulu nous autoriser ü publier ce
travail.

l'orlll depth. Thc l'csu/t is Lhel'eforc v:t1id only
for slllall values of the slopes s.

1 am indebted to the Direel.or 0[" Hydl'aulics
Hesearch for permission to publish this \York.

J. N. HUNT,

Hvdraulirs l\rsearril Sialion-DSIl\
Ilowhery l'aL'k, \\'allingl"ord, Bedes
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