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Steady flow in contracted

and expanded rectangular channels

Some considerations concerning
the shape of the water surface

py I'rank ENGELUND axp Jons. MUNCH-PETERSEN

HYDRAULIC LABORATORIES, TECHNICAL UNIVERSITY OF DENMARK

Texte francais, p. 475.

The hypotheses are « horizontal reclangular canal, incompressible fluid, potential flow
and linear theory; superficial current and air enirainment ure neglected. Developmen
of the general equation of the free surface from Laplace’s equalion, Discussion of
various expressions of the Mach angle in relation to the Froude number and the relative
depth. Application, with experimental conirol, to the case of a symmelrical converging
canal, and then to that of « diverging canal, in super-critical flow.

SYMBOLS

velocity potential.
velocity' vector.
magnitude of veloceity.
velocity components.

= mean velocity of the cross-section.

ordinate of the water surface.
mean depth.
critical depth.

acceleration of gravity (9.82 m/s?).

D

T

== Froude number.

VY Y
specific head.

b = width of channel,

n ==integer.

A, = wave lengths.

a, = amplitudes.
6 = angle - between disturbance-lines and
channel walls.

V = operalor Nabla.

From the hydraulic research of the last
decades it is well known that the water surface
in high-velocity flows is often more of less ir-
regular and undulated. If the cross-section is
changed (transition) or the channel is curved
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this will cause the formation of a standing-
wave pattern, as shown in Fig. 1. The waves
are in this case caused by a channel expansion.

Fia. 1.

It has been proved that a high-velocity flow
(which corresponds to relatively great values of

Py s analogous
VG Yn

to the supersonic flow of gases. This analogy
has often been mentioned and applied in the
literature. Comprehensive accounts of these in-
vestigations have been given by A.T. IPPEN a.0.
in {1] and [2}, where further references may
be found.

the Froude number F =

In order to characterize the waves we intro-
duce the angle § between the waves and the
lateral houndaries of the channel. It is stated
that 6—for small amplitudes—may be comput-
ed from the formula : '
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sin § = 1 V9y, 1)
F U7)L

This expression is quite analogous to the one
used for fixing the Mach angle in supersonic
flow. The expression (1) can be generalized to
comprise waves of finite amplitudes. All these
considerations have been checked by a great
number of experiments.

While the expression (1) ean, no doubt, be
applied in most cases of high-velocity flow,
several observalions tend to indicate that it must
fail when the Froude number approaches unity.
On the whole (1) can only be said to make
sense when F > 1, that is, in supercritical flow,
but the undermentioned measurements of the
flow in a Venturi flume has shown that waves
of the same nature may exist around critical
depth, that is, for F ==1 and even for Froude
numbers smaller than unity. Further (1) is not
satisfactory even in a high-velocity flow unless
the width of the channel is greal in comparison
with the depth y,,.

Evidently a generalisation is needed, and the
present paper deals with an attempt at develop-
ing a more general theory, capable of giving a
description of all the observed data.

THE FUNDAMENTAL THEORY.

The subsequent deduections are based on the
following assumptions, the applicabilily of which
will be discussed later.

1) The flow is supposed to take place in a
horizontal channel of rectangular eross-section.
A Cartesian coordinate system is applied, the
x-axis being horizontal in the longitudinal direc-
tion of the channel, the y-axis vertical upward,
and the z-axis perpendicular to the channel walls
(see Fig. 7).

2). The flow is supposed to be a potential flow
of an incompressible fluid. This implies neg-
ligence of the friction, a fact which will be
accounted for in greater detail in a subsequent
section.

If the velocity potential is denoted as ¢, we
have :

U==—9
oL 99 B0 g
or v,—-— a—:z , D, =— o Dy == o (2)

The incompressibility is /expressed in the
equation of continuity :
ov v,

V.U == =& a5 = — ()
v + oy ' oz
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This, in conjunction with (2) leads to Lapra-
CcE's equation :
2

ox

(LR
31/’

¢

02 g :
- + Byl = () (3

G

3) Tt is supposed that the relative deviations
fromy the mean depth are so small that the

square and higher powers can be neglected. The
question is thus of a linear theory. Yet, the

experiments mentioned in the foliowing scem
to indicate that rather appreciable deviations
from the mean depth can be tolerated.

4) The effects of the surface tension and pos-

sible air entrainment are neglected.

Let us consider first a simple symmetrical
flow, i.e.,, a flow symmelrical about the verlical
plane == (1/‘)) b. A simple particular solu-
tion of (3) is given by :

@ == e Dy, -
1 2xx 27z
¢ c()sh, 97 iy : ~oe 108 T L C0S T (4
\ b— Iy P8 b

where v, is the mean velocity of the flow, b the
width of the channel, % the wave length of the
standing wave, and ¢ an arbilrary constant.
Next, we shall show that the boundary con-
ditions can be fulfilled by (4).

The first condition to be fulfilled is that the
velocity along the channel boundaries must have
no component perpendicular to these, that is

U, = 8~ z== () {for z == {) and  z==0D
v, ?i = () for y

' cy

It will be seen that (4) fulfills those con-
ditions automatically. To be able lo express a

deduce first an
To this end

third condition we have to
expression for the water surface.
we develop the equalions :

v, m 7T
osh P A/ 2w o8 2xz
cos 2% \ - 08
L b
\
¢ -
. 2=
D == =v,°+20p,.c.
A
1 . 2z 2wz
(oslr 2=y \ S ) sin T eos
h= A )

terms ol the sec(md order in ¢ being negleeted.
Let y, denote the ordinate of and v, the velo-

cily at a point of the waler surface. H being
the head, we have
Uy°
H=y,+ -

2q
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Substituting the

obtain :

above expression for v?, we

Iy = (/I‘I — ")wi\\, e Do U
N 2q/ g
.cosh <2 =Y, \ "[:. ‘:ij ")1\“,"/}‘ sin 2 ;:y” eos 2rz
or .
Yo ==y, -+ a.sin 2 T cos 2;»; .G

where y,, denotes the mean
amplitude.

depth and « the

A third boundary condition is to be expressed
mathematically, namely the one that, at every
point of the water surface, the velocity vector
v =(v,, v, 1) must be a tangent lo the water
surface or, what amounts to the same thing :
o must be perpendicular to the normal of Lhc
water surface at this point.

The tangent plane at a point of the water
surface may be defined by two linearly indepen-

dent vectors F; and F, both tangents to the water
surface. Two such veclors are 101‘ instance :
= ) = / A
Fy == O ]Q ;0 and Fo= {0, gyw"’», 1 \,
L ox / \‘\ a: /

A vector It in the direction of the normal is
given by the veetor product of these, ie. :

Yy |

L — 1’ B
oz

Now we are able to express the third houn-
dary condition, realizing that the scalar product
of 7 and n must vanish :

p.n=1{= ——

,,@’_/31 ]
o }_

The last term of this equation is of the second
order in ¢ and may therefore be neglected. The
condition will then be :

Y,
ox

D, —v, =10

for y ==y, Substituling in this equation the ex-
pressions (2), (4), and (5), we find that the third
houndary condition is satisfied if :

P2
H

v,*2 / 1

i’ / LT T . < 2 T
T\ l }— t‘mh( 1],,1\ W —}—
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Next, we observe that the equation (5) of the
water surface can be written as

9 &

- sin

1 T ;

Yo == n + 5y a | sin 2 77'\/'.

from whiel it is obvious that the “characteristics’
are given hy :

. v -

X 2 | A
S e = const., and ¢ - == consl.
A b b

= —

The angle 0 between these disturbance lines
and the channel walls is consequently delermined
by :

tan 0 == —{L

from which we get :

1

T bheost

Subslituting this expression in Eq. (6), we
obtain :

e tanh{ = .
sin 0= NMYYun S Do Loeshy (7;
D, 2%y, o
b cos 0
where N Y s equal to 1/F. Eq. (7) is the

D,
desired gcn"éralizution of (1).

For sufficiently small values of the parameter
p=2=y,/b Lhcti‘ollowing approximate equation
must hold :

v 4 7N . /o z
. A b, A b,
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2ry,, 1 - 2= Yur I
coso D cos 0

tanh

so that Eq. (7) is practically identical with (1),

N s 2w
For sufficiently greal values of I Yu ve get :
)

2 L
b T ocoso

tanh ¢

By substitution hereof and of the relations
b cos 0 ==k sin 0§ into (7), this is reduced to :

N ous

sin 0 = (7 )

w
L . 'g X
It is interesting to note that -1s the ex-
° \ 2%

pression for the celerity of a deep-water wave,
just as Vguy, is the usual expression for the
celerity of shallow-water waves.

Provided that F and the parameter p=2xy,,/b
are known, 0 can be computed from Eq. (7) by
trial and error, but it is easier — and usually
sufficiently accurate — to use the diagram illus-
trated in Fig. 2.

The solution given by (), (5) and (7) is,
however, not the only one fulfitling the boundary
conditions. If in (4) we had inserted the factor
cos (4 = z/b) instead of cos (2+%z/b) we should
still have the same boundary conditions fulfilled.
To realize this it is not necessary to carry out
the computations in detail. All we need do is to
let b/2 replace b in all the previous expressions.
The new solution will correspond to a different
wave length and to a different angle 0, which
we may obtain from the diagram in Fig. 2,

P supercrifical —~——subcritical
I A ARy,
v/ // // // | /|
| ANV
15 | : L
T
HER s
RN ANy ViR, a
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[1] / / ‘ L
IR 7 -
5 l/ / 7 4 : ‘m
[/ S AN 1 L
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using the parameter p=4=y,/b instead of
p=2=y,/b used in the previous case.

An infinite number of solutions can be obtain-
ed by applying the factor cos (m=z/b) in (5).
Symmelrical flow corresponds to even values
of n. The corresponding value of the wave
length can be estimated from the diagram Fig. 2
by applying p ==ny,/b. To make a distinction
between the different solutions we shall talk
about “ waves of the n* order”. The corres-
ponding wave lengths and wave angles are deno-
ted by 3, and 9,, respectively.

It is important to note that—within the
limits of a first-order theory (i.e. when higher
powers of the amplitudes can be neglected)—
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new solutions can be obtained by addition of
the individual particular solutions. Conse-
quently (5) can be generalized and a quite ge-
neral expression for the water surface is given

as a FOURIER series :
. 2% . nrzz .
.l/U == ym “’]‘ ; (IIL' S - (;ltlfr + on) -cos nb“ ) (8)
n
THE CONDITIONS WITH A SYMMETRICAL CHANMEL

CONTRACTION,
(Venturi flumes, cte.)

“quation (8) shows that the water surface
may be considered as a superposition of an in-
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finity of standing waves whose angle 0, with
the side walls decreases with increasing n.

Owing to the symmetry, only even values of
n can be used, but it is not possible to predict
the shape of the water surface in detail as the
different amplitudes «,, a, ... ¢, are unknown
beforehand. With a channel contraction, how-
ever, the amplitudes generally decreasc very
quickly with inereasing n, so that the angle 0
of the resulting wave does not deviate very
much from the value determined for n =2, If
the contraction is essential (in the present case
the contraction ratio is about 2 :1) the experi-
ments show that even a fairly even transition
gives an appreciable disturbance that can be
considered, practically speaking, as a pure sec-
ond-order wave.

This is illustrated in Fig. 3, showing the
measurement of the water surface through a
Venturi flume carried out with a point gauge
with 1em divisions and 1 mm estimate.

At the transition from the parallel flow in
the admission channel to the inlet, the stream
lines bend towards the central plane (Fig. 3 «,
x == about 0). This requires an overpressure at
the channel sides, which is produced by a higher
water level at the walls and a lower water level
in the middle of the channel. For x about 10 cm
the stream lines have a flex tangent, indicated as
1s¢ zero, after which they bend away from the
central plane. Accordingly the cross-section of
the water surface has its maximum at the middle.
At the outlet analogous conditions prevail. The
cross-sections (Fig. 3 b) show that the surface
profiles in transversal direction may be repre-
sented by cosinusoids. From Fig. 3 ¢ it will be
seen that the surface oscillations in the lon-
gitudinal divection along the walls as well as at
the middle are approximately sinusoids. This
makes it likely that the water surface may be
computed from the diagram applying 1/F and
p==2xy,/b. In the plot of the water surface,
% is measured as the distance between 1%t zero
and 37 zero. The corresponding value of y,, is
put equal to y, and accordingly F=1. The
measurements show that in the proximity of 2ud
zero we may put y, =y. A more careful
analysis of the water surface has shown that, on
account of the slope and the curvature of the
water surface in a vertical plane, the minimum
of the specific head and the corresponding depth
¥, =Y. are situated in the parallel portion of
the throat and not at the end of it. Further-
more, that y, is still equal to % H, because the
average water surface has a flex tangent for
Y, ==Y, so that the effeect of the curvature is
inessential.

The validity of the above theory has been
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checked by a series of experiments (*) in a Ven-
turi flume with horizontal bottom shown in
Fig. 8. The results appear from Table L

TABLE I
F=1
- a in cm for zeros 4 = =
EZ | g g oge | R PSP L2822
1 12.1 30,0 471 35.0 3261 048 0.52
2 11.5 329 483 1ab.37.0 3.71) 046 0.:49
3 12.1 322 510 38.9 3.821 0.44 0.48
4 120 326 544 42.4 4557 0.41 0.43
3 12.2 32.2 60.4 48.2 5507 0.37 0.41
6 10.6 350  60.0 404 6.671 0.36 0.38
7 16.0 323 615 515 7871 035§ 0.35
8 11.3 385 639 2.6 8.75| 0.34 0.33
9 11.1 38.2 65.2 5.1 9531 0.33 0.32
10 8.5 378  68.8 60.3 11.2 .30 0.29
11 94 384 721 62.7 12.8 0.29 0.28
12 138  45.6 72.7 58.9 138 0.30 0.27
13 144 463 774 63.0 17.5 0.29 0.23

It will be seen that 1st zero is fixed for
x == about 10 cm, i.c., at the middle of the throat,
and that 2»¢ and 3¢ zeros move a little down-
stream with increasing discharge, but not farther
than to allow their locations still to be in accor-
dance with the above considerations concerning
the locations of the zeros and the origin of the
waves. Besides, the position and the curvature
of the water surface must be assumed to have
a close connection with the location of y,. and
the zero’s, and with the relation between F,
27y,/b and J.

Further, a series of experiments have been
carried out in a smaller flume with adjustable
slope, so that it was possible to vary the Froubpg
number between the limits 0.3 < F < 25. The
width of the channel was 1045 cm, the throat
width 5.20 cm.  The angles were measured di-

(*Y 10 of the 13 measurements were carcied out by
Mr, Urre B. HANSEN.
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TABLE 11
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gl 1/F 2wy, | S theor.
14 a jab. 040 3.5 0.22 0.21
b ab. 0.53 4.2 0.27 0.26
[ 0.657 1.9 0.32 0.29
d 0.785 5.1 0.38 0.33
¢ 1.00 59 0.44 0.40
f 1.25 6.9 0.48 0.48
I3 1.32 7.2 0.50 0.47
h 1.65 §.3 0.55 0.53
i 2.11 9.8 0.63 0.61
i 2.47 10.8 0.66 0.66
k 2.85 11.9 0.73 0.70
1 3.28 13.1 0.76 0.74
15 b jab. 0.36 2.3 0.26 0.23
¢ 0421 2.55 0.31 0.26
d 0.546 3.0 0.35 0.31
4 0.704 3.6 0.40 0.37
f 0.851 4.1 0.43 041
I 1.106 1.8 045 0.47
h 1.27 5.3 0.54 0.52
i 152 6.0 0.57 0.57
i 1.98 7.1 0.68 0.66
k 2.59 8.5 0.74 0.78
16 a 1.66 8.72 0.51 0.52
b 1.65 7.60 0.55 0.55
¢ 1.66 6.18 0.59 0.59
d 1.64 4.84 0.63 0.65
e 1.66 3.50 0.71 0.73
17 a 0.655 4.85 0.26 0.28
b 0.655 4 41 0.32 0.31
[ 0.654 3.97 0.34 0.32
d 0.653 . 3.60 0.33 0.33
e 0.655 2.51 0.38 0.40
f 0.656 1.96 043 0.44
g 0.651 1.65 0.46 0.46
h 0.660° 1.29 0.53 0.51
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rectly with a protractor, the depth with a point-
gauge (estimate 1/10mm), and the discharge
with a THOMSON weir. The results appear from
Table II.

For I' < 1 (subcritical flow), the water surface
was covered by a close wave pattern, consisting
of waves of very small amplitudes.

The above mentioned Venturi flume experi-
menls and experiment 14 e all corresponding to
F =1, experiments 16 ¢-¢ and 14 h, correspond-
ing to 1/F =1.65, and experiments 17 a-h and
14 ¢, corresponding to 1/F==0.655, are represent-
ed graphically in Fig. 4, where sin 0 = f(2=ry,,/b)

sin 8
10 ey
] i
\ —
== : -
AN P T i
5 LT Fe030
0,5 \OE K |
T ——
LS = s
N90dl T0al g ————— £-0605
[ N B ‘7-‘\_M ©
M~ \ H i ™ Tt Fr100
. : . : T F51,53
: O S - L Feq0
o L [ ! :
0 5 10 Fzo-—? 15 20 p
Fia. 4.

with parameter F.  The agreement is satisfac-
tory; for the Venturi flume experiments, how-
ever, only if the quality of the measurements, the
great slope of the water surface and the approxi-
mation F ==1 are taken into consideration.

All the results of the Venturi flume experi-

0.8 {measured)

sin § (mesuré )}

04 e

03 °

02

0,1 :

o | ) sin8 (theor)
0 0,1 0,2 03 0,4 05 06 0,7 0,8

Fia. 5.
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ments and the experiments 14, 15, 16, and 17
are represenfed graphically in Fig. 5 as a plot
of sin 0 (measured) against sin 6 (theoretically).
Thus, the points ought to lie on a straight line
forming an angle of 45° with the axes. The
investigations cover most of the practical ap-
plications : 0.3 < F <25, 0.2<y,/b <3, and
127 < 8 < 50°,

The experiments mentioned in {17 p. 1348 1.
support further the theory in case of high-velo-
city flow, F =3 and F=4.

The agreement between the theoretical con-
tour curves computed from (5): y,=y,
4+ asin2xx/kcos 2= z/b shown in Fig. 6 and
the measured contours in Fig. 37 b in the above
mentioned article is remarkable. That the eye
will regard such a water surface as consisting of
oblique waves appears clearly from Fig. 7, a
photograph of a model made according to Fig. 6
taken in inclining incident light.

The wall and center-line profiles of the water
surface indicated in [17 (Figs. 38 ¢ and 46 «)
are approximately damped sinusoids., On the
basis of the stated data we have computed 2
from Eq. (1) and Eq. (7) and compared these
values with the measured values. The results,
appearing from Table ITI, show that Eq. (7) is
a very essential improvement.

Finally, only the determination of the am-
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K=-10 <0 K=10 K=0
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K0
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K=0
X
A

Fic. 6.

Contour cuvves (courbes de niveauw)

Equidistance = 0.2

5

plitude @« remains. Since this elevation produced Fia, 7.
TABLE III
Data taken from the paper [1] Determination of ),
. | Eq. (7) [
9 ¢ hy Eq. (1) j
b = l sin {§ = !
Fig. N° Section 13 h b - sin ¢ = 11*! / /1 ?.nhg\xl Exper.
* I] ( Fy' by )
m w | |7 R £t 't
371y, 38y, 1 4.0 0.10 2.0
4610 ,,,49. .. .. 2 25 0.22 1.0 14 2.3 3.1 54
1 3.0 0.10 2.0
46 oL .
2 1.5 0.25 1.0 1.6 1.1 1.9 2.0
1 3.0 0.20 2.0
46 L.
N 2 1.5 0.51 1.0 3.2 1.1 2.7 3.0




the necessary centripetal acceleration, it seems
reasonable to assume that a is proportional to
v%,  Then the ratio «/v?/2g should essentially
depend on the shape of the inlet (and the outlet),
but for a given Venturi flume this ratio should
be a constant for all discharges. The accuracy
of the measurements does not justify a closer
“investigation, but the order of magnitude can
be indicated for experiments 1-10, i.e., for F = 1.
Computing the ratio between the maximum
amplitudes and the velocity head in the inlet,
v2/2 g, we get :

TABLE 1V

LA HOUILLE

v 9z
Inlet x=0cm a; /———210- = 0.25
Betw. }), 1}12?0 =20 - 30 cm .2
Parallel part - ;, ' ) : a, /_‘)J;m = 0.5
e Y ANE |40 - 50 em Pg
3 zero
Outlet =90 -100 cm | ¢ Pt~ 10
| o179y
| {
The mean error

on this determination was
15-25 %. '

THE WAVE PATTERN CAUSED
EXPANSION,
SUPERCRITICAL FLOW.

BY A CHANNEL

While experiments thus seem to indicate that

BLANCHI Aovr-Sepr. 1953

the water surface after an S-shaped channel
contraction is to a great extent dominated by
the wave of the seeond order, conditions down-
stream a channel expansion are much more com-
plicated. The experiments mentioned in this
section have been carried out to shed some light
on this question.

In a 60 cm wide channel was built a 37 em
wide wooden channel, provided with a parabolic
transition, 45 ¢m in length and forming an angle
of 20° with the channel walls (see photograph,
Fig. 1). The bottom of the wooden channel was
clevated 5 em above the bottom of the larger
channel. The discharge was determined to be
0.1 003 m®/s, measured with a THOMSON weir,
The water surface was surveved with a point-
gauge, measuring cross-sections 10 cm apart.

Some of the results are given in Fig. 8 a. The
mean depth increased slightly in the direction
of flow, the average value over the surveyed part
was determined to be 8.25 cm.

Considering the results, we realize at once
that a water surface of this kind ecannot in a
satisfactorv wav be in accordance with Ea. (5).
The periodicity is not quite regular and the
profiles are much too irregular and crested to
be represented by a single cosinusoid. Conse-
aquently, we may suppose that an expression of
the form (8) will be more suitable. To verify
this asssumption a harmonie analyvsis of all the
surface profiles shown in Fig. 8 « has been car-
ried out. The Fourier coefficients obtained by
this procedure are plotted in Fig. 8 b as fune-
tions of the abscissa x. The expression (8) will
hold only if the curves obtained in this wav are

> a)
e e - p— —Q M“T - o [
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sibly due to the neglected friction. Further, it
may be noticed that the amplitudes are fairly
great, which maybe tends to enlarge the devia-
tion of the curves from the theoretical sinusoids.

The waves of the 6th and higher orders are
very much damped and the influence of these
waves has almost completely disappeared some
2.5 m from the expansion,

The wave of the second order gets nearest to
the sinusoid. The first half-period amplitude
is, indeed, sontewhat greater than the succeeding
three, which may be due to real damping but
also may be explained by the lesser accuracy of
the measurements caused by the extreme varia-
tions of the surface.

The periodicity of the waves of second and
fourth orders is quite clear, and the wave length
can  be established with good accuracy at
=144 m and 3, ==0.90m respectively.

From the given data we gel the FROUDE number
F=225 and 2= y,/b = 0.864. Thus the theo-
retical values of the wave lengths become
%y =1.40m and %, = 0.89 m, in good agreement
with the experimental values. The correspond-
ing wave angles 9 are 23°.1 and 18°.7 respec-
tively, while Eq. (1) gives 0 = 26°.4.

The wave of the 6th order is less regular, which
an probably be explained by the fact that the
accuracy of the curves must necessarily decrease
when the order is inereased. The period is
however, in good agreement with the theorelical
value (0.71m), except in the interval from
r==140m to x=-180m. This deviation is
maybe a consequence of the formation of foam
and droplets in the preceding sections (about

Fic. 9. r=1,2m),

A similar experiment has been carried out
the sinusoids «,.sin2wx/%,. It appears from with a one-sided S-chaped channel expansion
Fig. 8 b that the curves really are very nearly (photo, Fig. 9. From a theoretical 1)0111[ of
sinusoidal, apart from a certain damping, pos- view there would be no fundamental difference
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between the one-sided and the symmeltrical
expansion, because the flow in the one-sided
expanded channel ean be interpreted as one-
half of a symmetrical flow in a channel of the
double width. This is illustrated in Fig. 9,
where the reflection in the glass-wall produces
the illusion of a symmetrical flow,

Results of the surveying and the harmonic
analysis of the water surface are presented in
Fig. 10. The main difference between thesc
results and the preceeding ones is that there is
no sign of any appreciable damping, if the first
half-period is neglected. Thus the curves found
may-——within the limits of the experimental
accuracy—be replaced with  sinusoids cor-
responding to the wave lengths » =24 m,
he = 1.65 m and 3y = 1.0l m.

The discharge was measured as 0.448 m?/s,
the mean water depth (increasing slightly in
the direction of the flow) as 0.28 m on an ave-
rage. From this we get the Froupe number
F =1.608 and =y,/b = 1466. Corresponding
to Eq. (7) the wave lengths would then be
d ==2.28m, )k, = 1.60 m and %, = 0.97 m, in good
agreement with the experimental values.

While this experiment scems to be a more
convincing verification of the theory than the
previous one, this is in accordance with the fact
that the difference between the fundanmental
assumptions and their experimental representa-
tion is much smaller.

CONCLUSION AND DISCUSSION OF THI RESULTS.

The primary conelusion from the preceding
results is that the simple Eq (1) is an extreme
sase corresponding to high-velocity flow in broad
rectangular channels. Further, it has been prov-
ed that the generalization (7) developed in the
present paper is in good agreement with new
and older experiments covering quile consider-
able variations of the FrRoupE number F and the
parameter y,,/b.

It has been demonstrated theoretically that
the water surface can be described by an expres-
sion of the form (8), i.e., by adding an infinite
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number of waves of different orders and dif-
ferent wave lengths. This explains the lack of
regular periodicity and the curvature of the
wave fronts (see Fig. 9). The experimental
results are in good agreement with the theory,
apart from a more or less pronounced damping
of the waves, not included in the theory.

The fundamental assumplions underlying the
theory thus seem to be fairly satisfactory. The
effect of the friection has already been mentioned.

The surface tension will be of significance
only in very small channels, and its effect has
not been investigated, although it would cause
no serious mathematical difficulties.

It would be of greater interest to carry out
a second-order approximation, but this would
be so complicated that it would probably be of
little practical value.

The following still unsolved problems may be
mentioned :

1) Prediction of the magnitude of the amplitudes
a, when the geometry of the lateral boun-
daries and the discharge are given.

2) The position of waves of different orders in
relation to each other.

3) Computation of the damping.

4) The effect of air entrainment.
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Ecoulement permanent
dans les canaux convergents et divergents

(Considerations sur la forme de la surface libre)

rar IFraxk ENGELUND wr Jons. MUNCH-PETERSKEN

LABORATOIRE l)’llYDRAULIQUE,
UNIVERSITE TECHNIQUE DU DANEMARK, COPENHAGUR

English text, p. 464.

Les hypotheses @ canal reelangulaire horizontal, fluide incompressible, écoulement
potentiel, théorie linéaire, on néglige la lension superficielle et Pentrainement d’air. —
Etablissement de Uéquation générule de la surface libre a partiv de Péquation de Laplace.
—— Discussion des diverses ewpressions de langle de Mach en fonetion du nombre de
Froude et de la profondeur relalive. -— Application, aved contréle expérimental, au cas
d'un canal convergent symétrique, puis a celui d'un canal divergent, en écoulement
supracritique.

NOTATIONS H == charge spécifique.

b = largeur du canal.
» == potentiel des vitesses.
) n == nombre entier.
v == vecleur vitesse.

. 1, == longueurs d’onde.
v = grandeur de la vitesse. g o

v, b, 0. = composantes de la vitesse. @, = amplitudes.
v, == vitesse moyenne d’une section. i = angle des ondes avec les parois du
canal.

y, == cote de la surface libre.

. ’ V = opérateur Nabla.
., = profondeur moyenne.

La surface libre d’un écoulement a grande vi-

g == accélération de la pesanteur tesse est souvent quelque pewy irréguliére et ondu-
(9,82 m/s2). lée; ¢’est 1a un fait bien connu grice aux recher-

ches hydrauliques de ces derniéres décades. Lors-

F — Pu o nombre de FROUDE. que la section varie ou si le canal est courbe, il se

Vg

«

forme un réseau d’ondes stationnaires dont la fi-
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gure 1 (") monire un exemple; dans ce dernier cas,
c’est Délargissement d’un canal qui provoque ces
ondes.

On a démontré qu’'un écoulement 4 grande vitesse
(qui correspond a des valeurs relativement grandes
D

du nombre de Frovpe F = ——2_ ) est analogue
o . VG Un
a Pécoulement supersonique. des gaz; cette analogie

a ¢té souvent signalée et utilisée. A.L. IpPEN a donné
des indications détaillées et complétes sur ces re-
cherches dans [1] et [2] ol Pon trouvera d’autres
références.

Pour caractériser les ondes, nous introduirons
Pangle § qu’elles forment avec les parois latérales
du canal. On sait que, pour de faibles amplitudes,
on peut caleuler § par la formule :

sin 0 = ; — (1)

Cette expression est tout a fait analogue & celle
que Pon emploie pour représenter P'angle de Macu
dans I’écoulement supersonique. Elle peut étre géné-
réalisée au cas des ondes d’amplitude finie. Tous
ces résultats ont été vérifiés par un grand nombre
d’expériences.

S’il ne fait aucun doute que l'expression (1) est
ralable dans la plupart des cas d’écoulements a
grande vitesse, plusieurs observations semblent ce-
pendant indiquer qu’il n’en est plus de méme lors-
que le nombre de Froune se rapproche de I'unité.
En somme, on peut dire que (1) n’a de signification
que pour F >1, c’est-a-dire en écoulement supra-
critique; toutefois des expériences (que nous rela-
terons plus loin) effectuées dans un canal Venturi
ont montré qu’il peut exister des ondes de méme
nature au voisinage de la profondeur critique, c¢’est-
a-dire pour F =1, et méme pour des nombres de
Froupe inférieurs & 1. Enfin Pexpression (1) n’est
pas parfaite méme pour les écoulements 4 grande
vitesse, sauf dans le cas ol la largeur du canal est
grande par rapport a la profondeur y,,.

Il s’avére donc nécessaire de traiter le probléme
plus généralement et le présent article n’a d’autre
but que de chercher a établir une théorie plus ge-
nérale, capable d’englober tous les résultats ob-
serves.

THEORIE FONDAMENTALE.

Nous ferons les hypothéses suivantes, sur la va-
lidité desquelles nous reviendrons :

1° I’écoulement a lieu dans un canal horizontal
de section rectangulaire. On utilise un systéme de
coordonnées cartésiennes dont 'axe a est dans le
sens longitudinal du canal, Paxe y vertical ascen-
dant et Paxe z perpendiculaire aux parois du canal
(voir fig. 7).

90 JJécoulement est 4 potentiel de vitesse dans
un fluide incompressible; on néglige donc les frotte-
ments, ce que nous justifierons par la suite.

() Pour les figures se reporter au texte anglais p. 464.

HOUILLE
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Si on représente le potentiel des vitesses par o,

on a :
D=-—"Vo
© ]
ou v, =-— o9 , D= _a‘t’ : P (2)
ox : oy
L’équation de continuité exprimant Vincompres-
sibilité du fluide s’écrit
S o ), -
Vo 0% 4 B% 3 B g
ox oy 0z

En conjuguant ces ¢équations, on obtient I'équa-
tion de Laprace :

%9 + °e __ 0 (3)

oy 2z Y

3¢ Les écarts relatifs par rapport a la pro-
fondeur moyenne sont assez petits pour qu'on

puisse négliger les puissances d’ordre 2 ou supé-
rieur. Il s’agit donc d’une théorie linéaire. Cepen-
dant les expériences qgue nous relaterons semblent
indiquer que Jon peut admettre des écarts déja
appréciables.

4° On néglige Yinfluence de la tension superfi-
cielle et de Pentrainement d’air possible.

Considérons d’abord un simple écoulement sy-
métrique, c’est-a-dire un écoulement symétrique par
rapport au plan vertical z = (1/2) b. Une solution
simple de Péquation (3) est :

x-—c.cosh <_' wy \ ——[%

ot v, est la vitesse moyenne de I'écoulement, b la
largeur de canal, ) la longueur d’onde de Ponde sta-
tionnaire et ¢ une constante -arbitraire. Nous allons
démontrer que (4) satisfait aux conditions limites.

La premiére condition & remplir est que la vi-
tesse le long des parois du canal ne doit pas avoir

de composante perpendiculaire a ces derniéres,
c'est-a-dire que
e
Dy =— e =10 pour z=0¢c¢ctz=0>
oz
Qv
v, =-— — =1 pour y=190
‘ %y

On voit que (4) satisfait automatiquement a ces
conditions. Pour pouvoir exprimer une troisieme
condition, il faut d’abord établir Péquation de la
surface libre. Dans ce but, développons les équa-
tions :

2w i1 1y . 2=x
¢. = .cosh (2 my g/ 4 ) .sin S
Y
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ot Pon a négligé les puissances de ¢ d’ordre 2 ou
supérieur.

Soit y, la cote d’un point de la surface libre el
v, la vitesse en ce point. En désignant par H la
charge spécifique, on a:

0,2
H=y,+ '}7‘6

En remplacant »? par sa valeur, on obtient :

yy, = ( H— D™ “) ''''' 9me. In
B i 9 ) -~ M b
\ 2q, g
11y L 25 925z
cosh<2 T Y g/ e + /—) -sin S ,cosw—‘r‘l-)-—f
soit :
. 2 7L 2 Tz .
Yo=Y+ @.sin S5 cos FEEL ()
Al

ol y,, représente la profondeur moyenne et a 'am-
plitude.

L.a troisiéme condition limite est que, en cha-
que point de la surface libre, le vecteur vitesse
U = (v, v, v;) doit &tre tangent & la surface libre,
ou, ce qui revient au méme, étre perpendiculaire a
la normale de la surface libre en ce point. Le
plan tangent en un point de la surface libre peut
étre défini par deux vecteurs linéairement indépen-
dants F; et F,, tous deux tangents & la surface
libre. Ces deux vecteurs sont par exemple :

----- Y 7o (o 0 4
= (1 g0) o Be= (05

Le produit vectoriel de ces deux vecteurs est un
vecteur 77 dirigé suivant la normale :

N o o1
n=F XTF, = [ Yo |
| 2z 2z |
On peut maintenant exprimer la troisiéme con-
dition en écrivant que le produit scalaire de v et 1
est nul.

Le dernier terme de cette équation étant du se-
cond ordre en ¢ peut par conséquent étre négligé.
L.a condition devient alors :

pour y = y,. En tenant compte des expressions (2)
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(4) (5), on trouve que la troisieme condition limite
est satisfaite si :

- tanh //Qﬁy /”_,1., +,1
. \ m \// b 8

On remarque encore (ue Péquation (5) de la sur-
face libre peut s’écrire :

1 y z° o [ T z
Yo==Yn + 5 @ Lsm 2% n\ + ) sin 2 m/\ ¥ 7“)_}
b, " _

dont les « caraetéristiques » sont :

}T_f_-br- = const. et 3 b

L’angle 6 de ces lignes d’onde et des parois du
canal est par conséquent défini par :
b

ane § — —
tang 3

ottt encore :

/ 111
Vb 2 T beoso

En portant cette expression dans équation (6), il
vient :

tanh <2 . I/"' 1 a

sinf = Y9Un N b cost) (7)
D mn _:‘)‘ (4 -lli!.',! - 1_ N
b cos

DVIL
rale cherchée dont (1) est un cas particulier.
Pour des valeurs assez petites du paramétre
p=2xy,/b, on peut écrire de facon approchée :

est egal a 1/F. (7) est I’équation géné-

2%y 1

(s l]
tanh . = =,
b cos 0 J b cos 0

de sorte que Péquation (7) est pratiquement identi-
que a (1).
Pour des valeurs assez grandes de 2= y,,/b, on a :

2%l
tanh (“—yﬂ . —1—> =1
b cos §

En tenant compte de cette équivalence et de la
relation b cos® = Xsin g, (7) se réduit a:

sin 0 = ( gr 132 (7 a)
WV 2z v, i

Il est intéressani de noter ¢ue \/Z‘)‘ est la célé-
T

rit¢ d'une onde en eau profonde, de méme que
g Y, est Pexpression classique de la célérité d’on-
des en eau peu profonde.
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Lorsqu’on connait F et le paramétre p = 2= y,,/b,
Péquation (7) permet de calculer 6 par approxima-
tions successives, mais il est plus commode d’uti-
liser le graphique de la figure 2, avec une précision
bien suffisante en général.

La solution que fournissent (4), (5) et (7) n’est
cependant pas la seule & remplir les conditions
limites. Si dans (4) on met le coefficient cos (4 = z/D)
au lieu de cos (2 = z/b), les mémes conditions limites
sont encore satisfaites. Pour le voir, il n’est pas
nécessaire de refaire les calculs en détails; il suf-
fit de remplacer b par b/2 dans toutes les équations.
L.a nouvelle solution correspond & une longueur
d’onde différente et un angle ¢ différent que I’on
détermine sur le graphique de la figure 2 en pre-
nant pour p la valeur 4=y,/b au lieu de 2=y, /b
préecédemment.

On peut donc obtenir une infinité de solutions
en utilisant dans (5) le facteur cos nw z/b. L’écoule-
ment symétrique correspond aux valeurs paires de
n. On déterminera la longueur d’onde correspon-
dante au moyen du graphique de la figure 2, en
prenant pour p la valeur n=y,/b. Pour distinguer
ces différentes solutions, nous parlerons d’ « ondes
du n* ordre » et nous désignerons par 7, et 9, les
longueurs d’onde et les angles correspondants.

Il est important de remarquer que, dans les limi-
tes d’une théorie de premier ordre (c¢’est-a-dire lors-
quon peut négliger les puissances d’ordre supérieur
des amplitudes), on peut obtenir de nouvelles solu-
tions en additionnant les solutions particuliéres. Il
est, par conséquent, possible de généraliser I'équa-
tion (5) et Pexpression générale de la cote de la
surface libre se présente comme une série de Fou-
RIER.

nwz

Yo = Yn —i_ Z @,. sin - i (xn + an) - COS — b (8)

CAS D’UN CANAL CONVERGENT SYMETRIQUE
(Canal Venturi, etc.)

I’¢quation (8) monlre que P'on peut considérer
la surface libre comme résultant de la superposi-
tion d’une infinité d’ondes stationnaires dont Pan-
gle § avec les parois latérales diminue lorsque n
croit.

Du fait de la symétrie, seules les valeurs paires de
n conviennent, mais il est impossible de prévoir
dans le deétail la forme de la surface libre si on
ne connait pas au préalable les différentes ampli-
tudes a,, a@,, ..., Toutefois, dans un canal con-
vergent, les amplitudes diminuent en général tres
rapidement lorsqué n croit, de sorte que l’angle 0
de onde résultante ne différe pas beaucoup de la
raleur obtenue pour n = 2. Lorsque la contraction
est importante (dans le cas étudié le rapport de
contraction est environ 2 :1), les expériences mon-
trent que méme pour une transition trés réguliére
il y a une perturbation appréciable qui, du point
de vue pratique, peut étre considérée comme une
onde pure du deuxiéme ordre.

La figure 3 représente les profils de la surfacc
libre dans un canal Venturi, profils relevés a la
pointe de mesure fous les cm avec une précision de
1 mm.
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L’écoulement est d’abord paralléle dans le troncon
d’amenée, puis les lignes de courant s’infléchissent
vers le plan de symétrie (fig. 3 ¢, au voisinage de
x = 0). Il faut donc qu’il y ait surpression aux parois,
ce qui se traduit par une surélévation du niveau
de Yeau aux bords et un abaissement au milicu
du canal. Au voisinage de x = 10 em, les lignes de
courant présentent un point d’inflexion (repéré par
le premier point zéro), apreés lequel elles s’incurvent
dans Pautre sens; le profil transversal de la surface
libre présente alors son maximum au milieu du
canal. A Vextrémité du rétrécissement, on retrouve
les mémes conditions. On constate (fig. 3 D) que
transversalement les profils de la surface libre ont
une forme sinusoidale. Dans le sens longitudinal,
les oscillations de la surface affectent approximati-
vement une forme sinusoidale aussi bien le long des
parois qu’au centre du canal (fig. 3 ¢). Il apparait
done vraisemblable qu’on puisse déterminer la sur-
face libre 4 partir du graphique établi en fonction
de 1/F et p = 2= y,,/b. Sur le profil longitudinal de
la surface libre on a pris pour ) la distance sépa-
‘ant le premier et le troisiéme point zéro; on es-
time que la valeur correspondante de y, est y, et
par suite I = 1. Les mesures montrent gqu’au voi-
sinage du deuxiéme point zéro, on peut écrire :
Y, = Y, Une analyse plus précise du profil de la
surface libre montre que, compte tenu de¢ la pente
et de la courbure de la surface libre dans le plan
vertical, la charge spécifique est minimum (profon-
deur correspondante y, = y,) dans la partie paral-
léle de la section contractée et non a Pextrémité de
I’étranglement; on constate de plus que y, est en-
core égal a 34 H, puisque la surface libre moyenne
présente un point d’inflexion pour y, = y,; ainsi
Pinfluence de la courbure n’est pas capitale.

La théorie précédente a été vérifiee au moyen
d’une série d’expériences () réalisées dans un canal
Venturi & fond horizontal (fig. 3). Les résultats cn
sont indiqués dans le tableau I (ci-apreés).

On voit que le premier point zéro s’établit tou-
jours au voisinage de x = 10 cm, c’est-a-dire au mi-
lieu du rétrécissement, et que les deuxiéme et troi-
sieme points zéro se déplacent un peu vers Paval
lorsque le débit augmente, mais pas plus loin que
ne le permettent les considérations ci-dessus sur la
position des points zéro et l'origine des ondes. En
outre, il faut admetire que la position et la cour-
bure de la.surface libre sont étroitement liées a la
position de y, et des points zéro ainsi qu’a la rela-
tion entre F, 2w y,/b et A

Une autre série d’expériences a été réalisée dans
un canal plus petit a pente réglable, de facon a
pouvoir faire varier le nombre de Froupe dans les
limites : 0,3 < F < 2,5. La largeur du canal était
de 10,45 cm et celle de la section contractée de
5,20 cm. On a mesuré les angles directement avec un
rapporteur, les profondeurs au moyen d’une pointe
de mesure (précision 1/10 mm) et les débits par un
déversoir THOMSsON. Les résultats sont rapportés
dans le tableau II.

Pour F <1 (écoulement infracritique), la surface
de Peau était couverte d’un réseau serré d’ondes de
trés petites amplitudes.

(*) 10 des 13 mesures ont été effectuées par M. Uffe
B. Hansen.
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TABLEAU 1 TABLEAU 11
F=1
Exp. sin ¢ sin §
< @ . 2 2, :

e, Point zéro (x en em) ; & ; @B Ne 1E T Yulb mes. théor.
", <@ 2w,/b | 2% | B8
[Cale 1er 9e 3e S 3 4 mf

= = 14 a ab. 0,40 3,5 0,22 0,21

- T b |ob. 0,53 4,2 0,27 0,26
1 | 121 80,0 471 | 350 3,26 0,48 | 0,52

¢ 0,657 4,9 0,32 0,29
2 | 115 329 483 |ab37,0 8,71| 046 | 0,49

d 0,785 5,1 0,38 0,33

3 | 1201 322 510 | 389 3,821 0,44 | 0,48 .

e 1,00 5,9 0,44 0,40

f 1,25 6,9 . 0,48 0,48
4 12,0 32,6 54,4 49,4 4,55 0,41 0,43

g 1,82 7,2 0,50 0,47
5 12,2 82,2 604 48,2 5,501 0,37 0,41

h 1,65 8,3 0,55 0,53
6 10,6 35,0 60,0 49,4 6,671 0,36 0,38

i 9,11 9,8 0,63 0,61

i 2,47 10,8 0,66 0,66
7 10,00 32,3 615 51,5 | 7,874 0,35 0,35

k 2,85 11,9 0,73 0,70
8 11,8 385 63,9 52,6 8,751 0,34 | 0,33

1 3,28 13,1 0,76 0,74

¢ 11,1 38,2 65,2 54,1 9,531 0,33 0,32

4 > ’ 15 b |ab. 0,36 9.1 0,26 0,23
o B ¢ 0,421 2,55 0,31 0,26
10 85 37,8 688 60,¢ 11,2 0,30 0,29 o _

d 0,546 3,0 0,35 0,31

11 94 384 721 | 627 12,8 | 0,29 | 0,28 ;

e 0,704 3,6 0,40 0,37

12 13,8 45,6 72,7 58,9 13,8 0,30 | 0,27 . _

f 0,851 4,1 0,43 0,41

13 14,4 46,3 71,3 63,0 17,5 0,29 0,23

I 1,10 1,8 0,45 0,47
Lo . - . h 1,27 5.3 0,54 0,52

Les variations de sin§ == f(2%y,,/b) sont repré-
sentées sur la figure 4 pour diverses valeurs de T, i 1.52 6.0 0,57 0,57
d’aprés les résultats des expériences 1-13 (grand ca-
nal Venturi) et 14 ¢ (correspondant a F = 1), 16 ¢-¢ J 1,98 7.1 0,68 0,66
et 14 h (correspondant & 1/F == 1,65), 17 a-h et 14 ¢ y 9.50 5 . .
(correspondant a 1/F = 0,655). I.a concordance est N i 85 0,74 0.7
bonne en général; mais pour le grand .cana'l 16 a 1,66 8,72 0,51 0,52
Venturi, les différences s’expliquent par Pimpré-
cision des mesures, la grande pente de la surface b 1,65 7,60 0,55 0,55
libre et P’approximation de la valeur de F. . i _ B

Sur la figure 5 on a porté les valeurs de sin§ ¢ 1,66 6,18 0.59 0,59
(mesuré) en fonction de sin g (théorique) pour Pen- \

P = oqp P 04 : ik ,65
semble des expériences 1-13, 14, 15, 16 et 17; les d 1.6 4,84 0,63 0.65
1_)0'ints devraient se }1‘0[1\'61‘ sur une ligne droite e 1,66 3,50 0,71 0,73
faisant un angle de 45° avec les axes. Les expérien-
ces réalisées englobent la plupart des cas pratiques : 17 a 0,685 4,85 0,26 0,28
0,3<<F <25, 02<y/b<3 et 12° <0< 50"

Les expériences relatées dans [1] p. 1348 ff b 0.655 441 0,32 0,31
gtaycnt aussi la théorie pour [cs ecoule‘n‘xents a . 0.654 3.97 0,31 0,32
grande vitesse correspondant 4 F = 3 et F = 4.

Les‘ com_'bes de niveau tl}éoricltle:s calculées d 0,653 3,60 0,33 0,33
d’aprés  (B) : Yy, =y, +tasin2zx/h.cos2wmz/h
(fig. 6) concordent de facon remarquable avec les e 0,655 2,51 0,38 0,40
niveaux mesurés de la figure 370 de Particle [1].

I1 est hien certain qu’une telle surface libre apparait f 0,656 1,96 0,43 0,44

a4 Peeil comme formée d’ondes obliques, si on se B . . .

reporte 4 la photographie (fig. 7) d’une maquette 8 0,651 1,65 0,46 0,46

L 3 3 .y ~ > . I ATA A £Y

¢tablie d’aprés la ﬁgul(‘a 6, prise en lumiére Iasdntc: h 0,660 1,29 0,58 0,51
Les profils de la surface libre le long de la paroi :




480

et au centre relevés dans [1] (fig. 38 ¢ et 46 @) sont
4 peu prés des sinusoides amorties. En partant de
ces résultats, nous avons caleulé ) au moyen des
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équations (1) et (7) et comparé ces valeurs avec les
valeurs mesurées. On constate, d’aprés le tableau ITI,
que Péquation (7) constitue un trés grand progrés.

TABLEAU 1IT1

Donnédes extraites de Particle [1) Détermination de 2
Eq. (1) Eq.(7)
sin 4 =
Fig. N¢ Seetion F h b sing = 1 S 2xh, 1 Exper.
I"n) / <—~"' - ’ ""‘—
= by Fa
o ft TR T T ft £t
370, 38(e)(ay ., 1 4,0 0,10 2,0
ETTCDIPINE 3 P 2 2.5 0,22 1,0 14 2,3 3.1 3,4
1 3.0 0,10 2,0
»I-(it:u” .........
2 1,5 0,25 1,0 1,6 1.1 1.9 2,0
1 3.0 0,20 2,0
600 L
2 1.5 0,51 1,0 3.2 1.1 2,7 3,0
Finalement, il ne reste & déterminer que a. Puis- RESEAU D’ONDES DANS UN CANAL DIVERGENT.

que cette surélévation provoque laccélération cen-
tripéte nécessaire, il semble raisonnable d’admettre
que a est proportionnel 4 v Deés lors, le rapport
a/(v2/2 g) doit dépendre surtout de la forme de
P’entrée (et de la sortie), mais pour un canal Ven-
turi donné ce rapport doit étre le méme pour tous
les débits. La précision des mesures ne permet pas
une détude plus serrée, mais on peut indiquer Yordre
de grandeur pour les expériences 1-10, c’est-a-dire
pour F = 1. En calculant le rapport des amplitudes
maxima 2 la hauteur due 2 la vitesse a Pentrée
p2/2 g, on obtient :

TABLEAU 1V

L
Entrée =0 cm \ 9‘... =0,25
g
| |
Entre | int
721? ?f zctnnos, x=20- 30 cm
Partic paralleéle E = = 0.5
t int
72;2 if i?ln‘; =40 - 50 cm 2 ’/
— : 1
Sortie......... =90 -100 cm |« =1,0
e

L’erreur moyenne est de 15-25 %.

ECOULEMENT SUPRACRITIQUE,

D’aprés les expériences dont nous venons de par-
ler, il semble done quaprés une contraction en
forme de S ce soit Ponde de deuxiéme ordre qui
prédomine 4 la surface libre. A Vaval d’un canal
divergent, par contre, les choses sont beaucoup plus
compliquées et c’est dans le but d’éclaircir quelque
peu la question que les expériences ci-aprés ont été
réalisées.

A lintérieur d’un canal de 60 cm de largeur, on a
construit un canal en bois large de 37 cm, compor-
tant un raccordement parabolique, long. de 45 cm
et formant un angle de 20° avec les parois du canal
(voir la photographie, fig. 1). Le fond du canal en
hois était surélevé de 5 cm au-dessus du fond du
grand canal. Le débit mesuré au moyen dun dé-
versoir THoMSON était de 100,83 1/s; les profils trans-
versaux de la surface libre étaient relevés tous les
10 cm avec une pointe de mesure.

Quelques-uns des profils obtenus sont tracés sur
la figure 8 a. La profondeur moyenne augmentait
Ié¢gérement dans le sens de I’écoulement; sa valeur
moyenne dans la zone étudiée était de 8,25 em.

En examinant ces résultats, on se rend immé-
diatement compte qu’une syrface libre de ce genre
ne saurait &tre représentéé de facon satisfaisante
par Péquation (5). La périodicité n’est pas trés ré-
guliére et les profils sont beaucoup trop irréguliers
et pointus pour pouvoir étre représentés par une
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courbe sinusoidale unique; on peut donc concevoir
qu’une expression de la forme de (8) conviendrait
mieax. Pour vérifier cette hypothése, on a fait une
analyse harmonique de tous les profils de la figure
8 a; on aporté en fonction de x les coefficients de
[FOURIER obtenus de cette facon (fig. 8 b). I’expression
(8) ne.sera valable que si les courbes ainsi tracées
sont les sinusoides a,sin 2=~ a/),. Or, on constate
d’aprés la figure 8 b, que les courbes ont effective-
ment une allure trés proche de la sinusoide, bien
qu'elles s’amortissent un peu, ce qui est peut-étre da
au frottement qu’on a négligé. De plus, il est & noter
que les amplitudes sont assez grandes, ce qui tend
peut-étre a augmenter 1’écart entre les courbes et les
sinusoides théoriques.

Les ondes du sixiéme ordre et d’ordres supé-
rieurs sont tres amorties et leur influence a pres-
que complétement cessé de se faire sentir a quel-
ques 2,50 m du divergent.

L’onde du deuxiéme ordre est celle qui se rappro-
che le plus de la sinusoide. A vrai dire, Pamplitude
de la premiére demi-période est un peu supérieure
a celle des trois autres qui suivent; ceci est peut-
étre di a Pamortissement effectif mais peut aussi
s’expliquer par Iimprécision plus grande des mesu-
res du fait des grandes variations de la surface
libre.

La périodicité des ondes des deuxiéme et qua-
triéme ordres est trés nettement marquée et on peut
mesurer avec une bonne précision : ho = 1,44 m et
hg = 0,90 m. Pour le cas que nous venons d’étudier,
le nombre de FroUbpE est F=225 et 2ny,/D
== (1,864, Par conséquent, les longueurs d’onde théo-
riques sont respectivement 2,=1,40 m et 2,=0,89 m,
valeurs qui concordent bien avec les résultats ex-
périmentaux. Les angles § correspondants sont res-
pectivement 23°,1 et 18°,7 alors que équation (1)
donne § = 26°,4,

I’onde du sixiéme ordre est moins réguliére, ce
qui peut vraisemblablement s’expliquer par le fait
que la précision des courbes doit nécessairement
diminuer lorsque Pordre augmente. Toutefois, la pé-
riode concorde bien avec la valeur théorique (0,71 m)
sauf dans lintervalle compris entre z = 140m et
x = 1,80 m; cette différence provient peut-éire de ce
qu’il se forme de Pécume et des gouttelettes d’eau
dans la zone qui précéde (aux environs de x=1,2 m).

Une expérience analogue a été réalisée avee un
canal divergent dont une seule paroi est en forme
d’'un S (photographie de la fig. 9). Du point de vue
théorique, il ne devrait pas y avoir de différence
fondamentale entre le cas du divergent unilatéral
et celui du divergent symétrique, car on peut envi-
sager I’écoulement dans le divergent unilatéral
comme la moitié¢ de ’écoulement symétrique dans un
canal deux fois plus large. C’est ce que montre la
figure 9 ot la réflexion dans la paroi vitrée donne
Pillusion d’un écoulement symeétrique.

La figure 10 représente les profils de I’analyse har-
monique de la surface libre dans ce cas. La princi-
pale différence entre ces résultats et ceux obtenus
précédemment est quw’il n’y a pas trace d’un amor-
tissement notable, compte non tenu de la premiére
demi-période. Par conséquent, dans les limites de
la précision des expériences, on peut remplacer
les- courbes par des sinusoides correspondant aux
longueurs d’ondes 1, =2,4 m, 2,=1,60 m et A;=1,01 m.
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Le débit était de 448 1/s et la profondeur moyenne
(qui augmentait 1égérement dans le sens de D’écoule-
ment) était de 0,28 m en moyenne; le nombre de
Froupe était domc F = 1,608 et =y, /b = 1,466.
D’aprés Péquation (7), les longueurs d’onde auraient
db étre )y = 2,28 m, k, = 1,60 m et 2, = 0,97 m, chif-
fres qui différent peu des valeurs expérimentales.

La théorie semble vérifiée d’une facon beaucoup
plus nette par cette derniére expérience que par
P’expérience précédente; c’est tout a fait normal, car
celle-ci s’écarte beaucoup plus des hypothéses fon-
damentales que celle-la.

CONCLUSION ET DISCUSSION DES RESULTATS.

La principale conclusion qui se dégage des résul-
tats précédents est que la simple équation (1) est un
cas limite correspondant & I’écoulement & grande
vitesse dans des canaux rectangulaires larges. Nous
avons montré de plus que P’équation généralisée (7)
(que nous avons établie) concorde bien avec les ex-
périences anciennes et récentes réalisées pour une
gamme £tendue du nombre de Froube F et du pa-
rametre y,,/b.

I1 ressort de la démonstration théorique que nous
avons donnée que Pon peut représenter le profil de
la surface libre par une expression de la forme (8),
c¢’est-d-dire en ajoutant un nombre infini d’ondes
de différents ordres et de différentes longueurs
d’onde. C’est ce qui explique Pabsence d’une périodi-
cité réguliére et la courbure des fronts d’onde (voir
fig. 9). Les résultats expérimentaux concordent bien
avec la théorie; il y a toutefois un amortissement
plus ou moins prononcé des ondes, qui n’est pas
prévu par la théorie.

Les hypotheses fondamentales qui sont a la base
de la théorie semblent donc assez satisfaisantes.
L’influence du frottement a déja été signalée.

La tension superficielle ne jouerait un réle im-
portant que dans de trés petits canaux et nous
n’avons pas recherché ses effets, bien que cela ne
présente pas de sérieuses difficultés mathématiques.

Il serait du plus grand intérét d’étudier une ap-
proximation du deuxiéme ordre, mais ce serait si
compliqué que cela aurait probablement peu de va-
leur du point de vue pratique.

Mentionnons enfin les problémes encore non ré-
solus :

1. — Prévision de la grandeur des amplitudes lors-
que sont donnés la forme des parois latérales
et le débit.

2. — Position des ondes de différents ordres les
unes par rapport aux autres.

3. — Calcul de Pamortissement.
4, — Influence de Pentrainement d’air.
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ches, ainsi qu’au professeur Dr. Richard PETERSEN,
qui a bien voulu mettre Panalyseur harmonique &
notre disposition.
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