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Steady flow ln contracted
and expanded rectangular channels

concerning
water surface

Some considerations
the shape of the

BYF'ItANKEjNCiRLUND AND .Tons. lVIUNCfI-PETI1J:It8EN

HYDllAULlC LABOHATOHJES, TECHNICAL UNIVEHSITY OF DI;N;IAHK

Texte français, p. 475.

The hypotheses are (( horizontat rec/anf/zzlar canal, incompressible 11zz id, potential 110ll'
and lineal' theory; szzper/icial czzrrent and air entrainlllent are nef/lec/ed. Development
0/ the f/eneral eqzzation of Ihe free Bzzrface from Laplace's eqzzation. Discussion of
various expressions of Ihe Mach anf/le in relation 10 the Froude nlllnber and the relative
depth. Application, witlz e:rperilllentai conlrol, to the case of a sYlllllletrical COllverf/in(/
canal, and then to that of a diverf/inu canal, in super-critical 110ll!.

SYMBOLS li = width of channel.

'fi = \'elocity potential.

/) = velocity: vcetor.

u = magnitude of velocity.

l},., U!I' /Jo = velocity components.

v," = mean velocity of the cross-section.

!Jo = ordinate of the water surface.

!JII' = mean depth.
!J" = critical depth.
fi ~= acceleration of gravity (n.82 m/Ç).

F = = Froude number.
v,liiJ;,;

H = specifi~~ head.

Il = integer.

)'n = wave lengths.

a" = amplitudes.

o= angle between disturhance-lines and
channel walls.

Il = operatOI' Nahla.

From the hydraulic research of the last
decades il is weIl known th'ât the water surface
in high-velocity flows is onen more of less ir­
regular and undulated. If the cross-section is
changed (transition) or the channel is curved
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THE FUNDAMENTAL THEOHY.

(1)

Oc.?
vI} = - -;;;-'-,. uy

sin 0 = 1 =::{g3YL
F lJ",

v", = ---or

Il. ü = 'ê:J1!~E_ + oVI} + ~lzJo = 0
ox oy u

The incompressibility is /expressed in the
equation of contïnuity

The subsequent deductions are based on the
following assumptions, the applicability of which
will be discussed later.

1) The flow is supposed to take place in a
horizontal channel of rectangular cross-section.
A Cartesian coordinate system is applied, the
x-axis heing horizontal in the longitudinal direc­
tion of the channel, the y-axis vertical upward,
and the z-axis perpendicular to the channel walls
(see Fig. 7).

2) The flow is supposed to he a potential flow
of an incompressible fluid. This implies neg­
ligence of the friction, a fact which will be
accounted for in greater detail in a subsequent
section.

If the velocity potential is denoted as qi, we
have :

This expression is qui te analogous to the one
used for Hxing the Mach angle in supersonic
flow. The expression (1) can be generalized to
comprise waves of Hnite amplitudes. All these
considerations have heen checked by a great
number of experiments.

While the expression (1) can, no doubt, be
applied in most cases of high-velocity flow,
several observations tend to indicate that it must
fail when the Froude number approaches unity.
On the whole (1) can only be said to make
sense when F > 1, that is, in supercritical flow,
but the undennentioned measurements of the
flow in a Venturi flume has shown that waves
of the same nature may exist around critical
depth, that is, for F =1 and even for Froude
numhers smaller than unity. Further (1) is not
satisfactory even in a high-velocity flow unless
the width of the channel is great in comparison
with the depth !Im'

Evidently a generalisation is needed, and the
present paper deals with an attempt at develop­
ing a more general theory, capable ,of giving a
description of a1l the observed data.

FIG. 1.

[t has been proved that a high-velocity flow
(which corresponds to relatively great values of

the Froude number F = __ ) is analogous
vgy",

to the supersonic flow of gases. This analogy
has orten been mentioned and applied in the
literature. Comprehensive accounts of these in­
vestigations have heen given by A.T. IpPEN a.o.
in [1] and [2:1, where further references may
be fOllIld.

In order to characterize the waves we intro­
duce the angle 0 between the waves and the
lateral boundaries of the channel. It is stated
that 0-1'01' sma11 'llluplitudes-may be comput­
ed from the formula :

this will cause the formation of a standing­
wave pattern, as shown in Fig. 1. The waves
are in this case caused by a channel expansion.
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This, in conj unction with (2) leads to LAPLA­
n:'s equation :

Substituting the above expression for u2, wc
obtain : <

where U m is the rncan vclocity of the flow, b the
width of the channel, ), the wave lcngth of the
standing wave, and c an arbitrary constant.
Ncxt, we shall shovv that the houndary con­
(litions l'an he fuIfilIed hy (4).

The first condition to he fuIfilled is that the
vclocily along the channel houndaries must have
no component perpendicular to these, that is :

(5)

~T:Z
.cos -b-

b

() EJ1() ] \
, oz' j

cos

, 27: .r
. sm /.

a.sin

1 l,
l) ~ -+ '" 1A- /

'2g

F 1 =

!Jo == !lm

!

. cosh \' '2 - IJ". In \

1
!lo = ( H

\

or :

where !lm denotes the mean depth and a the
nmplitude.

A thirel.houndary condition is to be expressed
mnthematrcalIy, namely the one thnt, nt everv
point of the water surfnce, the velocity vedo;'
li = (u"" /)11' uJ nlust he a tangent to the wnter
~lIrface or, what amounts to the same thing :
(1 must be perpendicular to the normal of the
vvater surface at this point.

'l'he tangent plane at a point of the water
surface may he defined hy two linear/y indepen­
dent vectors 1~~ and "F~~ hoth tangents 10 lhe water
surl'ace. Two such veetors are for instance:

2 ,. ,)~~

7: ;~ ~ ". (4', '). cos --~-- . cos
A b

? === tl/il .1'

c. cosh 2 7: !J \

;\) Il is supposed that the relative deviations
l'rom; the mean depth are so small that the
square and higher powers l'an he negleeted. The
question is thus of a linear theory. Yet, the
experiments mentioned in the l'ollowing seem
to indicate that rather appreciahle deviations
l'rom the mean depth l'an be tolerated.

4) The elIeds of the su l'face tension and pos­
sible air entrainment are neglected.

Let us consider first a simple symmetricnl
flow, i.e., aflow symmetrical about the "erlical
plane z = (l/2) b. A sirnple particular solu­
tion of (:\) is givcn hy :

_?~..5~.
ox2

0" () for () and - bu- --~- -- .._._~ ..- '"
_.--_.. ~-,,-

oz

lJ"
o?

() l'or !J ()---,,--

G!J
_. ,--

A vector li in the direction of the normal is
given hy the veetor product of these, i.e .

OIL" __ 1 9!LiI )
o.r ' , 0 z \

Il will he seen that (4) fulfills those con­
ditions automatically, '1'0 be ahle to express a
thin] condition wc have to deduce first an
expression for the water surface. '1'0 this end
we develop the equations :

o<.J--'- = u --J--ox III

Now wc are ahle to express the third houn­
dary condition, realizing that the scalar produet
of u and Ti must vanish

u .Ti = 0 =9!l~.!. U, _.- () _L~!l" . U
o
'ox 'Xll 1 oz -

21:
C. -:c--- ,cosh

j,

1
b~

1 .+'--;,- .sm
A-

27:X .cos
21CZ

b

The last term of lhis equation is of the second
order in c and may therefore he negleeted. 'l'he
condi lion will lhen he :

. cosh 27:!J .-L +~.-L) .sin 2 1t.1:' ,cos 27: Z
'b2 1.2 '/- b

tel'lns of the second order in c being negleeted.
Let !Jo denote the ordinate of and Uo the velo­

city at a point of the water surface. fI heing
the hend, wc have:

l'or !J = !Jo' Suhstîtuting in this equation the ex­
pressions (2), (4), and (5), we find that the thin]
houndary condition is salisfied if :

/,

1 L 1 t 1 l,) 0 1 1 \
l " T ~. an l 1. ~ 7: !J /II \ 0 -b-;; + ~ 1
)- A- \ - /.- /

(6)

U 2
JI/ __ == 2 'TC

gu":2
2gfI = !Jo +
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Next, wc ohserve that the equation (5) of the
water surface l'an he written as

tanh [ 2 Z!& .1 ... , ') -
..... J'v

cos O. =cc b cos 0

frolll which it is olwious that the 'charaderistics'
are given hy :

The angle 0 between these disturhance hnes
and the channel walls is consequently detel'Illilled
hy: (7 a)

b

')
..... T: !Jill

COS 0

'-.
sin 0 = ,/ J.,.

2 r; 11
111

tanh

Fol' s ufficien t1y grea 1. values of

By suhstitution hereof and or the relations
b cos 0 = l, sin 0 into (7), this is l'educed to :

so that Eq. (7) is pradically identical with (Il.

b
z

sin 2 '"

and:::- -- Z =--= const.
J. lib

.1'

l,

--- +1-1-··· ')!lo - !lm 2 (l .... sm ~ '"

Suhstituting this expression in Eq. ({i), wc
obtain :

btall 0 = ­
l,

f)'in

desired generatization of (l).

Fol' sul'liciently small values of the parameter
fi c= 2", !I,I1/b the'following approximate cquation
IIlUst hold :

Il is intel'esting to note that ,lu l'is the cx-
~ ,/ 2 'TC

pression fol' the celerity of a deep-water wave,
just as vTTij,';' is the uSlial expression fol' the
celerity of shallow-water W3ves.

Provided that F and the parameler p=2r; !I111/b
are known, 0 can he computed l'rom Eq. (7) hy
trial and errOI', but il. is casier and usuallv
suflieiently accurate --- 1.0 use the diagralll illu~­
tra ted in Fig. 2.

The solution given by (4), ([») and (7) is,
howcver, not the only one fullilling the houndary
conditions. If in (4) wc had inserted the fador
cos (4 r; z/b) instead of cos (2 r; z/b) wc ShOllld
still have the saille boundm'V conditions fullilled.
To realize this il. is not ne'cessary to carry out
the computations in detail. Ali w~ need dl; is to
let li/2 replace b in aIl the previous expressions.
The ne\\, solution will correspond to a difI'erent
wave length and to a di/l'erent angle 0, whieh
wc may ohtain frolll the diagram in Fig. 2,

(7)
~__,"5_}~

b cos 0

li cos 0
1
I,~

is equal 1.0 I/F. Eq. (7) is the

. /_1-
V b~

\/!I n"!_
Un/.

sin 0

t'rom which wc gel :

where

il 7 / /:1 V /
II / / II il V /

00 0.5 - 1.0 1,5 2.0 2.5 3.0 3,5

FIG. 2.
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Equation (8) shows that the water surface
may he considered as a superposition of an in-

THE CONDITIONS WITH A SYMMETHICAL CHANi'ŒL
CONTHACTION.

(Venturi Humes, etc.)

ncw solutions can be obtained by addition of
the individual particular solutions. Conse­
quently (5) can be generalized and a quite ge­
neral expression for the water surface is givell
as a FOUHIEH series:

(8)27t ~ 1l7CZ
. (;r" + 0,,) . cos b
An

!fo =!fm

using lhe parameter p = 4 r; !lm/b instead of
p = 2 r; !lnjb used in the previous case.

An infini te number of solutions can be obtain­
ed by applying thc factor cos (n r; z/b) in (5).
Symmetrical flow corresponds to even valucs
of Il. The corresponding value of the wave
Icngth ean bccstimated l'rom the diagram Fig. 2
by applying p = r; n !lm/b. 1'0 make a distinction
bclween the difIerent solutions we shall talk
abou t "waves of the n til order". The corres­
ponding wave lengths and wave angles are deno­
ted by l'II and 0", respectivcly.

Il is important to note thal-within the
limits of a first-order theory (i.e. when higher
powers of the amplitudes can be neglecled)--
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FIG, 3,
Experîment nO 8. - Q = 0.11G4 m3/s --!Je = :13,7 cm- Î. (measured) = GOA cm

Essai n° 8. - Q = 0,11G4 m:l/s -!Je = 33,7 em- Î. (mesuré) = GO,4 cm
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-----·-----1---- ----- ---.- ----

C) 10 of thc 1:1 mcasurcl\lcnts \Vcrc carricd out by
lIIr. u!'!'!> n. HANSEN.

c;::~
::: ~
.~ ~v::=2 lHt

TABLE l

1"

cr in cm fol' ZCI'OS

---- ---'- --~_.

4 12.0 :12.6 54.4 42.4 4.55 (Ul OAil

5 12.2 :12.2 liO.4 48.2 5.50 0.:17 0,41

{i 10.1i 35.0 {jO.O 4U.4 li.li7 (Ulli (U8

----- --- ---

7 10.0 :12.:1 (il.5 51.5 7.87 0.:\5 0.:15

8 Il.:1 :18.5 liil.!) ,,2.(i 8.7f> 0.:14 (U:I

!) 11.1 :18.2 li5.2 ".[..1 !)."a o.a:1 0.il2

12.1 ilO.O 4U il5.0
1

il.21i (U8 0.,,2

1
2 11.5 :12.U 48.3 ab.il7.01 :3.71 O.-H) (U!)

:1 12.1 :12.2 51.0 :\8.U :\.82 O.H 0,48

--- ----

10 8.5 :17.8 li8.8 liO.il 11.2 (UIO 0.2U

11 U.4 :l8,-l 72.1 li2.7 12.8 0.2U 0.28

12 1:1.8 45.li 72.7 58.!) 1:3.8 0.:\0 0.27

lil 14.4 ,HUI 77.4 1i:\.0 17.5 O.2U 0.2:\

ft will be seen that l,t zero isfixed for
,r = about 10 cm, i.e., at the middle of the throat,
and that 2"d and il rd zeros move a little down­
stream with increasing discharge, but not farther
than to allow their locations still to he in accor­
dance with the ahove considerations concerning
the locations of the zeros and the origin of the
waves. Besides, the posi tion and the curvature
of the water surface must he assumed to have
a dose connection with the location of YI' and
the zero's, and with the relation hetween 1",
27iy",/b and ),.

Further, a series of experiments have heen
carried out in a smaller thune with adj ustahle
slope, so that it was possible to vary the FnouDE
number between the limits 0.i3 < 1" < 2.5. The
width of the channel was 10.45 cm, The throat
width 5.20 cm. The angle'~ were measured di-

checked by a series of experiments (*) in a Ven­
turi Hume with horizontal bot!om shown in
Fig. a. The results appear from Table 1.

finity of standing waves whose angle On with
the side walls decreases with increasing TL

Owing to the synunetry, only even values of
Il ean be used, but it is not possible to predict
the shape of the water surface in detail as the
ditIerent amplitudes (I~, (14 ••• an are unknown
beforehand. "Vith a ehannel contraction, how­
ever, the amplitudes generally decrease very
quickly with inereasing n, so that the angle 0
of the resulting wave does not deviate very
much from the value detennined for n = 2. If
the contraction is essential (in the present case
the contraction ratio is about 2 : 1) the experi­
ments show that even a fairlv even transition
gives an appreeiable disturba'nce that can be
considered, pracGcally speaking, as a pure sec­
ond-order wave.

This i8 illustrated in Fig. 3, showing the
measurement of the water surface through a
Venturi Hume carried out \vith a point gauge
with 1 cm divisions and 1 mm estimate.

At the transition from the pm'allel now in
the admission channel to the inlet, the stream
lines bend towards the central plane (Fig. il a,
:r = about 0). This requires an overpressure at
the channel sides, which is produced by a higher
water level at the walls and a lower water level
in the middle of the ehannel. For:r about 10 em
the stream Unes have a Hex tangent, indieated as
lst z('ro, arter which they bend away from the
central plane. Accordingly the cross-section of
the water surface has îtsmaximum at the middle.
At Ihe outlet analogous conditions prevai\. The
.cross-sections (Fig. il b) show that the surface
profiles in transversal direction may be repre­
sented hy cosinusoids. From Fig. il c it will he
seen that the surface oscillations in the lon­
gitudinal direction along the walls as weil as at
the middle are approximately sinusoids. This
makes it likely that the water surface may he
computed from the diagram applying 1/1" and
Ji 2 1Ç !J,nib. In the plot of the ,vatel' surface,
), is measured as the distance betwcen 1st zero
and 3r <1 zero. The corresponding value of !Jill is
put equal to !J,. and accordingly 1" = 1. The
measurements show that in the proximity of 21ld

zero wc Juay put !J", =--'= !Je' A more careful
analvsis of the water surface has shown that, on
acco~lIlt 01' the slope and the curvature of the
wa ter surface in a vertical plane, the minimnm
of the specifie head and the corresponding depth
!Jill =!Je are situated in the parallel portion of
the throat and not at the end of il. Further­
more, that !Je is still equal to % H, because the
average water surface has a Hex tangent fol'
!Jill = !Ie, so that the elIecl of the curvature is
inessentia1.

The valiclity of the ahove theory has been
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FIG. 4.

with parameter F. The agreement is salisfac­
tory; for the Venturi Hume experiments, how­
ever, only if the qualiLyof the measuremcnLs, the
great slope of the \Vatel' surface and the approxi­
malion 1" = 1 are takcn into considcration.

Ali the results of the Venturi flume experi-

rectly with a protractor, the depth with a point­
gallge (eslimate 1/10 mm), and the discharge
with a THOMSON weil'. The resulls appear l'rom
Table II.

For 1" < 1 (subcrilical flow), the water surface
was covered hy a close wave pallern, consisting
of waves of very small amplitudes.

The above menlioned Venturi flume experi­
ments and experiment 14 e aIl corresponding to
F = 1,experiments l{) (l-e and 14 h, correspond­
ing Lo 1/1" = l.G5, and experiments 17 a-h and
14 c, cOlTesponding to 1/F=0.G55, are represent­
cd graphically in Fig. 4, where sin 0 = j'(2"!J",/b)

5

0,80,70,60.3 0,4 0,5

FIG. 5.

0,20,1
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0.5

TABLE II

Exp.
IIF 2 Jt!Jmlb

sin {} sin {}
N° meas. theur.

14 a ab. O.'lO ,1.5 0.22 0.21

b ab. 0.53 4.2 O.:!! 0.26

e 0.G57 4.!) 0.:l2 0.2!!

cl 0.785 5.1 0.:l8 0.3il

e 1.00 5.!! O.H 0,40

f 1.25 G.!! 0.48 0..18

" 1.:12 7.2 0.50 0,47h

h 1.(;5 8.il 0,55 O.5il

2.11 !!.8 o.(J:l O.Gl

2..17 10.8 O.GG O.(îG

k 2.85 Il.!! o.n 0.70

3.28 1:1.1 O.7G 0.74

15 h ah. O.3G 2.il O.2G O.2:l

e 0.421 2.55 o.:n O.2G

cl O.54G il.O O.B5 (lo:n

e 0.704 il.G 0.40 O.:l7

0.851 'l.1 O.4il 0,41

" UO 4.8 0.45 0,47b

11 1.27 5.il 0.54 0.52

1.52 (LO 0.57 0.57

1.!!8 7.1 O.G8 O.GG

k 2.5!! 8.5 0.74 0.73

IG a lJjti 8.72 0.51 052

b J.(i5 7,(iO 0.55 0.55

e 1.(iti (U8 05!! O.5!!

cl 1.M 'L8'! O.ti3 0.(i5

e 1.66 3.50 0.71 o.n
17 a 0.655 4.85 0.26 0.28

h O.tî55 4·A1 O.B2 0.31

e 0.(j54 il.!!7 O.B4 O.B2

cl O.G5il il.(îO O.il:l O.3il

e O.G55 2.51 (Ul8 0,40

f O.65G 1.% OAil 0,44

g O.(i51 1.65 O,4G oAG

h
~--.

0.53 0.510.660 1.2!!
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b
cosK = !l~..~~:~Jb'l_ = sin 2;{ :1'

a

z
b K=fO K=O K=-f,O K=O K=f,O K=O

l,a ~""-T~T\~Jl_

Oé ~JJ. -çt:~_-tac
a ~I(~~IÀ

a 0.5 1,0 1,5

FIG. G.

Contour CUl'VCS (courbes de niveau)

The experi ments mentioned in [1] p. 1348 Ir.
support further the theOl'y in case of high-velo­
city 110w, F = il and F = 4.

menLs and the experiments 14, 15, 16, and 17
are represenLed graphieally in Fig. 5 as a plot
of sin 0 (measured) against sin 0 (theoretically).
TllUs, the points ought to lie on a straight line
forming an angle of 45° with the axes. The
investigations coyer most of the nractical ap­
plications: 0.3 < F < 2.5, 0.2 < yo/b < :~, and
12°<0<50°.

The agreement bet\veen the theoretieal con­
tour curves eomputed from (5): !Jo = !Jm
+ a sin 2 1C x/j, cos 2 1C z/b shown in Fig. 6 and
the measured conLours in Fig. 37 b in the above
mentioned article is rcmarkable. That the eye
will regard such a water surface as consisting of
ohlique walves appears clearly from Fig. 7, a
photogmph of a model made' according Lo Fig. 6
Laken in inclining incident lighl.

The wall and center-li ne profiles of the water
smfnce indicnted in [1 J (Figs. 38 c nnd 46 a)
are approximately damped sinusoids. On the
hasis of the stated datn we have computed ),
from Eq. (1) and Eq. (7) and comparcd these
values with the measurcd values. The results,
appearing from Tahle III, show that Eq. (7) is
a very essential irnprovement.

Finally, only the detel'lnination of the am­
plitude a remains. Since this elevation produced

TABLE III

Equidistance =: 0.2

FIG. 7.

Data taken l'rom the papcr [1] Determination of ),
------,-----._--_..•_---

Eq.(l) Eq. (7)

sin il =
Section F h b Exper.

:3.02.7

:3.12.:l

1.1

1.1

1 20

----1-----1--

1

1.4

1.6

:3.2

-_._----~ -----
ft ft

0.10 2.0

0.22 1.0

0.10 2.0

0.25 1.0

0.20 2.0

0.51 1.0

4.0

2.5

1.5

:3.0

:LO

1.52

2

2

4(; (a) !Tl' 49 .....

4(; (a) Tl' : .

,n(l.», :38(c) (II) .•

46(a),,,,, .....
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\VhiIe experiments thus seem 10 indicale thal

The mean enor on this determination was
15-25 %.

THE WAVE PATTEHN CAUSED IlY A CHANNEL

EXPANSION.

SUPEHCHITICAL FLOW.

the waler surface after an S-shaped channel
conlraction is to a great extent dominated hy
the wave of the second order, conditions down­
stream a channel expansion are much more COln­
plicated. The experiments mentioned in this
section have heen carried oui to shed some light
on Ihis question.

In a (JO cm wide channel was huiIl a 37 cm
wide wooden channel, provided with a paraholic
transition, 45 cm in lenglh and forming an angle
of 20° with the channel walls (see photograph,
Fig. 1). The holtom of the wooden channel was
elevated 5 cm ahove the ho\tom of Ihe lm'ger
(~hannel. The discharge was determined to he
0.1 OO:~ m 3/s, measured wilh a THOMSON weil',
The water surface was surveyed wilh a point­
gauge, measuring cross-sections 10 cm apart.

Some of the resulls are given in Fig. 8 a. The
mean depth increased slightly in the direction
of flow, the average value over Ihe surveyed part
was delermined to he 8.25 cm.

Considering the resuIls. we realize at once
Ihat a water surface of this kind eannot in a
satisfactoTv way he in aeeordanee with Ecr. (5).
The periodicity is not quile regular and the
profiles are much too irregular and crested to
he represented hy a single cosinusoid. Conse­
cruently, vve may suppose that an expJ'('ssion of
fhe form (8) wiII he more suitahle. To verify
Ihis asssunmtion a IlHrmonic analysis of aIl the
surface profiles shown in Fi.!!'. 8 a has heen car­
ried out. The FOURIEH coefficients ohtained hy
thisprocedure are ploUed in Fig. 8 b as func­
fions of the ahseissa :1:'. The exnression (8) will
hold only if the curves ohtained in this wav are

= 0.25

, v. 2
{/ _"J, = 1.0

(J 2 [/

l u ,2 -
{/ _.J.. = 0.<>

IJ i 2 fi

I V .2
{/.-'.

1 f 2 fi
x=O cm

TABLE IV

Inlct

the neeessary centripetal acceleration, it seel\ls
reasonahle to assume that Cl is proportional to
u~. Then the ratio a/u~/2 g should essentiaIly
depend on the shape of the inlel (and the outlel),
hut for a given Venturi Hume thisratio should
he a constant for ail discharges. The accuracy
of the measurements does not justify a closer
investigation, hut the order of magnitude can
he indicated for experiments 1-10, i.e., for F = 1.
Computing the ratio hetween the maximum
amplitudes and the velocity head in the inlel,
v?/2 g, \ve get :

____ ------1------ -------

Bctw. l,' and ··-'>0 'JO', l'2' zero .t- ... -. ~ . eHl
Pal'aIlcl part .

Bclw. 2' and . '-lO ro.il" zero .T_" . - () Cfn

-----1----_1_._-----1-------

Outlct 1'1'=90 - 100 cm

1

z a)

r42 n=6

~ -=----- -a=<>=-',~,=", ===- --=-p~ 0

FIG. 8,

" 0
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FIG. 9.

the sinusoids (ln' sin 27'; :r/\,. Il appears l'rom
Fig. 8 b that the curves reaIly are very nearly
sinusoidal, apart t'rom a certain damping, pos-

sibly due to the neglected friction. Further, it
may be noticed that the amplitudes are fairly
great, which maybe tends to enlarge the devia­
lion of the CUrves l'rom the theoretical sinusoids.

The waves of the ()th and higher orders are
very mueh dalnped and the influence of thesc
waves has almost completely disappeared some
2.5 m l'rom the expansion.

The wave of the second order gets nearest to
the sinusoid. The first half-perjod amplitude
is, indeed, somewhat greater than the succeeding
th rel', whieh may he duc to l'cal damping hut
also may be explained by the !esser accuracy of
the measurements caused hy the extrcme varia­
tions of the surface.

The periodieity of the waves of second and
fourth orders is (luite clear, and the wave lcngth
can he estahlished ,vith good accuracy at
),~ = 1.44 ln and )'4 = 0.90 m respectively.

From the given data wc get the FnoUlm numher
F = 2.25 and 27'; Y'I/Ib 0.864. Thus the theo­
retical values of the wave lcngths hecome
),~ = 1.40 m and )'4 = 0.89 m, in good agreemen t
with the experimental values. The correspond­
ing wave angles 0 are 2:3".1 and 18 0 .7 respec­
tively, while Eq. (l) gives 0 = 26".4.

The wave of the ()th order is less regular, which
can prohahly he explained hy the t'aet that Ihe
accuraey of the eurves must necessarily deerease
when Ihe order is inereased. The period is
however, in good agreement with the theoretical
value (0.71111), except in the interval l'rom
or === 1040 In to :r = 1.80111. This deviation is
mayhe a consequence of the formation of foam
and droplels in the preceding sections (ahout
.r = 1,2 m).

A similar experiment has been earried out
with a one-sided S-chaped channel expansion
(photo. Fig. 9). From a theoretical point of
view there would he no fundamental dill"erence
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hetween the one-sided and the symmelrical
expansion, hecause the Ho\\" in the one-sided
expanded channel can be intcrpreled as one­
hall' of a symmetrical now in a channel of the
double width. This is illustrated in Fig. n,
where the reilection in the glass-wall produces
the illusion of a symmelrical Hovv.

Hesults of the surveying and the harmonic
analysis of the water surface are presented in
Fig. 10. The main dilTerence hetween these
results and the preceeding ones is that there is
no sign of any appreciahle damping, if the first
half-period is negleeted. Thus the curvcs found
may--within the limits of the experimcntal
accuracy--he replaced with sinusoids cor­
responding to the wave lengths )'1 = 2.4 m,
),~ = 1.n5 m and )'H = 1.01 m.

The discharge was measured as 0.448 m::/s,
the mean water depth (increasing slighUy in
the direelion of the How) as 0.28 m on an ave­
rage. From This wc get the FnouDE numher
F = UHl8 and ';'; !fll//b = l.4nn. COITesponding
to Eq. (7) the wave lengths would then he

)'1 = 2.28 m, ),~ = 1.nO m and j,:: 0.97 m, in good
agreement with the experimental vaInes.

vVhile this experiment seems to he a ll10re
convincillg verification of the theory than Ihe
previons one, this is in accorda lice with the faet
that the dilTerence hefween the fundamental
assumplions and their experimental represenbl­
lion is much smaller.

CONCLUSION AND DISCUSSION OF THE HESULTS.

The primary conelusion l'rom the preceding
results is that the simple Eq (l) is an extreme
case cOITesponding to high-velocity How in hroad
rectangular channels. Fur/her, it has heen prov­
cd that the generaIization (7) developed in the
present paper is in good agreement with new
and older experiments covering quite consider­
able variations of the FHOUDE number F and the
parall1efer !fll,/b.

It has been demonstrated theorelically that
the water surface can be descrihed hy an expres­
sion of the form (8), i.e., by adding an Infinite

number of waves of dilTerent orders and dif­
ferent wave lengths. This explains the lack of
regular periodieity and the curvature of the
wave fronts (sec Fig. 9). The experimental
results are in good agreement with the theory,
apart from a more or less pronounced damping
of the waves, not included in the theorv.

The fundamental assumptions underl)'ing the
theory thus seen! to be fairly satisfadory. The
efTeet of the friction has already been mentioned.

The surface tension wiIl he of significance
only in very small channels, and ils elfecl has
not heen investigated, although il would cause
no serious mathematical difficullies.

Il would he of greater interest to carry out
a second-order approximation, but this would
he so eomplicated that il would probahly he of
little praetical value.

The following still unsolved prohlems may he
mentioned :

1) Predietioll of the magnitude of the amplitudes
an when the geometry of the lateral houn··
daries and the discharge are given.

2) The position of waves of dilTerent orders in
relation toeach other.

:n COIIIJHI tation of the damping.
4) The e/l'eel of air entrainlllent.
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dans

,

Ecoulement permanent

les canaux convergents et divergents

(Considérations sur la forme de la surface 1ibre)

LABOIlATOIIlE D'IIYDIlAULI(.CE,

l':\l\'E:nsrr{; TECJl:-':IQCE Dt.: D.-\:\E\fAHI\, COPE:\H ..\('iUE

English text, p. 464.

Les hY!Jothi'ses: canat reclrlllyulaire horizonlal, fluide incompressible, écoulement ,[
potentiet, théorie linéaire, on lu:yliye la tension superficielle et l'entrainement d'air. -­
Elablissement de l'équation f/éIlhllte de tll surfllce libre li partir de l'équatioll de Laplllce.
-- Discussioll des diuerses e.l'preSSioIls rie l'allf/le de Mllch l'Il fonction du nombre de
Froude et de la profondeur re/atiue. -- Application, (weli contrôle e:rpérimental, (Ill cas
d'UIl cIll!al cOllueryent symétriiJue, puis li celui d'un cana! diveryent, en écoulement
supracritiqlle.

NOTATIONS

? = potentiel des vitesses.

li = vedeur vitesse.

v = grandeur de la vitesse.

Il,, Vil' V o =c eomposantes de ln vitesse.

V", = vitesse moyenne d'une section.

!Jo eote de la surfnee libre.

!l", = profondeur moyenne.

!Ie = profondeur critique.

U= neeélération de la pesanteur
(H,82 m/s2).

F = .-.---', -., = nombre de FnouDI':.

H = eharge spéeifique.

b = largeur du l'anal.

Il = nOlubre entier.

1- 0 = longueurs d'onde.

0" = Hlnplitudes,

o= angle des ondes avee les parois du
l'anal.

Il = opérnteur Nabla.

La suI'face lihre d'un écoulement il grande vi­
tesse est souvent quelque petr ilTégulière et ondu­
lée; c'est lit un fait bieu connu grùce aux recher­
ches hydrauliques de ces dernières décades, Lors­
que la seetion varie ou si le canal est courhe, il se
forme un réseau d'ondes stationnaires dont la fi-
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En conjuguant ces équations, on obtient l'équa­
tion de lAPLAcE :

(il)

u=·_-v'!'
0(0

Uy = - .. _.,',
oy

0(0
/I.e = -_.::;:-'-,

u.r

où VIII est la vitesse moyenne de l'écoulement, b la
largeur de canal, ), la longueur d'onde de l'onde sta­
tionnaire et c une constante ·arbitraire. Nous allons
démontrer que (4) satisfait aux conditions limites.

La première condition à remplir est que la vi­
tesse le long des parois du canal ne doit pas avoir
de composante perpendiculaire il ces dernières,
e'est-il-dire que :

3" Les écarts relatifs par rapport à la pro­
fondeur moyenne sont assez petits pour qu'on
puisse négliger les puissances d'ordre 2 ou supé­
rieu!'. Il s'agit donc d'une théorie linéaire. Cepen­
dant les expériences que nous relaterons semblent
indiquer que l'on peut admettre des écarts déjà
appréciables,

4" On néglige l'influence de la tension superfi­
cielle ct de l'entraînement d'air possible.

Considérons d'abord un simple écoulement sy­
métrique, c'est-il-dire un écoulement symétrique par
rapport au plan vertical z = (1/2) b. Une solution
simple de l'équation (:~) est:

ou

"-' ~~" 1 oUIi _L ~: -_ (1V.u= T ...._- r-o,r oy oz

L'équation de continuité exprimant l'incompres­
sibilité du fluide s'(~cl'it :

Si on représente le potentiel des vitesses par '!"
on a :

(
... /1 1\ 2,,;); 2"z

'!' = --- li", ;); -- C . cosh :!;;!J V.. b~ + ),2)' COs --),- ,COS '-ï)-

(4)

(1)

gure 1 (0) montre un exemple; dans cc dernier cas,
c'est l'élar,gissement d'un canal qui provoque ces
ondes.

On a démontré qu'un écoulement à grande vitesse
(qui correspond à des valeurs relativement grandes

lJ
du nombre de FRoUIm F = ~) est analogue

yg [lm
il l'écoulement supersonique des gaz; cette analogie
a été souvent signalée ct utilisée, A.I. !PPEN a donné
des indications détaillées et complètes SUl' ces re­
cherches dans [1] ct [2] où l'on trouvera d'autres
références.

Pour caractériser les ondes, nous introduirons
l'angle 0 qu'elIçs forment avec les parois latérales
du canal. On sait que, pour de faibles amplitudes,
on peut ca1euler 0 par la formule:

Celte expression est tout il fait analogue à celle
que l'on emploie pour représenter l'angle de MACH

dans l'écoulement supersoniqile. Elle peut être géné­
réalisée au cas des ondes d'amplitude finie. Tous
ces résultats ont été vérifiés par un grand nombre
d'expériences.

S'i! ne fait aucun doute que l'expression (1) est
valable dans la plupart des cas d'écoulements il
grande vitesse, plusieurs observations semblent ce­
pendant indiquer qu'il n'en est plus de même lors­
qne le nombre de FHOl!DE se rapproche de l'unité.
En somme, on peut dire que (1) n'a de signification
(lue pour F> 1, c'est-à-dire en écoulement supra­
critique; toutefois des expériences (que nous rela­
terons plus loin) effectuées dans un canal Venturi
ont montré qu'i! peut exister des ondes de même
nature au voisinage de la profondeur critique, c'est­
à-dire pour F = 1, et même pour des nombres de
FRoUim inférieurs à 1. Enfin l'expression (1) n'est
pas pat'faite même paUl' les écoulements à grande
vitesse, sauf dans le cas où la hU'geur du canal est
grande par rapport il la profondeur Y",·

II s'avère donc nécessaire de traiter le problème
plus génér'alement et le présent article n'a d'autre
but que de chercher à établir une théorie plus gé­
nérale, capable d'englober tous les résultats ob­
servés.

THI~ORIE FONDAMENTALE.

09
/J;, = ....- oz = 0 pour z = () ct z = b

On voit que (4) satisfait automatiquement il ces
conditions. Pour pouvoir exprimer une troisième
condition, il faut d'abord établir l'équation de la
surface libre. Dans ce but, développons les équa­
tions :

') - ( / 1 1 \ .
c ....)'~': . cosh. 2" Y \/-- +"- \.SUl, . be ),2 )

27tZ
.cos

y=O

1

=::::!:.VJ1l,+

pour..o,!, =0oyNous ferons les hypothèses suivantes, sur la va­
lidité desquelles nous reviendrons:

1" L'écoulement a lieu dans un canal horizontal
de section rectangulaire, On utilise un système de
coordonnées cartésiennes dont l'axe x est dans le
sens longitudinal du canal, l'axe Y vertical ascen­
dant et l'axe z perp'endiculaire aux parois du canal
(voir Hg. 7).

2" L'écoulement est à potentiel de vitesse dans
un fluide incompressible; on néglige donc les frolle­
ments, ce que nous justifierons par la suite.

(') Pour les ligures se reporter au texte anglais p. 464.
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(eJ) (5), on trouve que la troisième eondition limite
est satisfaite si :

V 2
H = I)(, + _-.-9_

. 2g

où l'on a négligé les puissances de (; d'ordre 2 ou
supérieur.

Soit !Jo la cote d'un point de la surface libre el
Vo la vitesse en ce point. En désignant par H la
charge spécifique, on a : ; - bZ)Jsin 2 7: A-

dont les « caractéristiques)) sont:

On remarque eneore que l'équation (5) de la sur­
face libre peut s'écrire:

!fo = Ym +J Cl [sin 2 7:(~ +~

.cos1 \( ') 1 ... 1 +. 1 )'\ .. cos l ~ 7: Y \! b-:;- -::-:;-. Sll1
- A-

En remplaçant v~ par sa valeur, on obtient X '7. + - = const. et
J, b

x Z = const.I-b

Yo = H-
2q L'angle 0 de ces lignes d'onde et des parois dl,l

canal est par conséquent défini par:

(
1

cosh 2 7: ilm Vi b~
. 2-;;;r

.J
.S,ln ----À-" ..)J.,,--

COS
2hZ

b tana 0 = J!...
U À

soit: ou encore:

. 27:.t
Yo = Ym + a. sm ---:;:" cos

27:Z

b
(fl)

1 1
Vl;~ + 1

),~

1
b cos 0

où !Jm représente la pt'ofondeur moyenne ct 0 l'am­
pli tude.

La troisiètlte contHtion limite est que, en cha­
que point de la surface libre, le vecteur vitesse
Li = (v,"' uY ' vz ) doit être tangent Ir la surface libre,
ou, cc qui revient au même, être perpendiculaire Ir
la normale de la surfaee libre en ce point. Le
plan tangent en lm point de la sUl'face libre peut
être défini par deux vecteurs linéairement indépen-
dants FI et F 2' tous deux tangents Ir la surface
libre. Ces deux vecteurs sont par exemple :

En portant cette expression dans l'équation (G), il
vient:

(7)sin 0 = _V)LiLIiL
Dm

, __._V.__Y-Y", t' l' 1/1' (-) l" . ..ou -'- es ega a '. 1 est equatlOn gene-
ZJm

l'ale cherchée dont (1) est un cas particulier.
Pour des valeurs assez petites du paramètre

fi i= 27: Yml b, on peut écrire de façon approchée:
Ol} \

0,:::;_° , 1 )
u..:. /

F
(0/10 \, = (1 -"--,01

1 \'OX)

Le produit vectoric1 de ces deux vecteurs est un
vecteur 11 dirigé suivant la normale :

t l ,- 2 7: Ym 1 Jo. 2 7: Ym
an 1 _-1)-' 'cos 0::::: b

1
cos 0

Il = FI X F2 =j ~u: '--- 1, ~~9. (

de sorte que l'équation (7) est pratiquement identi­
que Ir (1).

Pour des valeurs assez grandes de 2 7: y,,/b, on a :

On peut maintenant exprimer la troisième con­
dition en écrivant que le produit scalaire de LI et Il
est nul.

t 1 (
2 7: Ym 1) 1anl ---. --- :::::

b cos 6

En tenant compte de cette éqllÎvalence et de la
relation b cos 0 = À sin 0, (7) se réduit Ir:

Il est intéressant de noter qUe \/~ À est la célé-
2'1t

rité d'une onde en eau profonde, de même que
\,19 Ym est l'expression classique de la célérité d'on­
des en eau peu profonde.

Le dernier tenue' de cette équation étant du se­
cond ordre en c peut par conséquent être né,gligé.
La condition devient alors :

c;,!JJ. . IJ.r --, uy = 0
uX

pour y = YO' En tenant compte des expressions (2)

. (JYÀ J \2sm 0 = 7)---;: , --)
\ ..... ;\1 Dm

(7 0)
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Lorsqu'on connaît F et le paramètre ]J = 2" !lm/b,
l'équation (7) permet (te calculer 0 par approxima­
tions successives, mais il est plus commode d'uti­
liser le graphique de la !1gure 2., avec une précision
bien su.ffisante en général.

La solution que fOlll'nissent (4), (5) et (7) n'est
c,ependant pas la seule ù remplir les conditions
limites. Si dans (4) on met le coefficient cos (4 " z/ b)
au lieu de cos (2" z/b), les mêmes eonditions limites
sont eneore satisfaites. Pour le voir, il n'est pas
nécessaire de refaire les calculs en détails; il suf­
fit de remplacerb par b/2 dans toutes les équations.
La nouvelle solution eorrespond il une longueur
d'onde différente et un angle 0 différent que l'on
détennine sur le graph.ique de la figure 2 en pre­
naut pour p la valeur 4" !ln/b au lieu de 2" !ln/Ii
préeédenlment.

On peut donc ohtenir une infinité de solutions
en utilisant dans (5) le faeteur eos Jl "z/ b. L'écoule­
ment symétrique correspond aux valeurs paires de
11. On déterminera la longueur d'onde correspon­
dante au moyen du graphique de la figure 2, en
prenant pour fJ la valeur Il,, !lli/b. Pour distinguer
ces différentes solutions, nous parlerons d' « oudes
du Il'' ordre )) et nous ·désignerons par )'" et 0" les
longueurs d'onde et les angles correspondants.

11 est important de remarquer que, dans les limi­
tes d'une thôol'ie de premier ordre (c'est-il-dire lors­
qu'on peut négliger les puissances d'ordre supérieur
des amplitudes), on peut obtenir de nouvelles solu­
tiolls en additionnant les solutions particulières. Il
est, par conséquent, possible de généraliser l'équa­
tion (5) et l'expression générale de la eote de la
surface libre se prôsente comme une série de Fou­
HIER.

Yo = Ym -+ r an' sin-~):ï' (Xn -+ o,J .COS -)lb" z (8)
'1l '-n,

CAS D'UN CANAL CONVERGENT SYM~TRIQUE

(Canal Venturi, etc.)

L'équatioll (8) montre que l'on peut considérer
la surface libre cOllune résultant de la superposi­
tion d'une infinité d'ondes stationnaires dont l'an­
gle 0 avec les parois latérales diminue lorsque Il

croit.
Du fait de la symétrie, seules les valeurs paires de

11 con viennent, mais il est impossible de prévoir
dans le détail la forme de la surface libre si on
ne conllait pas au préalable les différentes ampli­
tudes lIz, lIv ... an' Toutefois, dans un canal con­
vergent, les amplitudes diminuent en général très
rapidement lorsque n croit, de sorte que l'angle 0
de l'onde résultante ne diffère pas beaucoup de la
valeur obtenue pour Il = 2. Lorsque la contraction
est importante (dans le cas étudié le rapport de
contraction est environ 2 : 1), les expériences mon­
trent que même pour une transition très régulière
il y a une perturbation appréciable qui, du point
de vue pratique, peut être considérée comme une
onde pure du deuxième ordre.

La figure 8 représente les profils de la surface
libre dans un canal Venturi, profils relevés il la
pointe de mesure tous les cm avec une précision de
1 mm.

L'écoulement est d'abord parallèle dans le tronçon
d'amenée, puis les lignes de courant s'infléehissent
vers le plan de symétrie (fig. 8 a, au voisinage de
x = 0). Il faut donc qu'il y ait surpression aux parois,
ee qui sc traduit par une surélévation du niveau
de l'eau aux bords et un abaissement au milieu
du canal. Au vo.isinage de x = Hl em, les lignes de
courant présentent un point d'inflexion (repéré par
le premier point zéro), après lequel elles s'incurvent
dans l'autre sens; le profil transversal de la surface
libre pr,ésente alors son maximum au milieu du
canal. A l'extrémité du rétrécissem.ent, on retrouve
les mêmes conditions. On constate (fig. 8 b) que
transversalement les profils de la surface libre ont
une forme sinusoïdale. Dans le sens longitudinal,
les oseillations de la surface afi'ectent approximati­
vement une forme sinusoïdale aussi bien le long des
parois qu'au centre du eanal (fig. 8 c). Il apparaît
donc vraisemblable qu'on puisse déterminer la sur­
face libre il partir du graphique établi en fonction
de 1/F ct p = 2" !lm/b. Sur le profil longitudinal cie
la surface libre on a pris pour ), la distance sépa­
rant le premier et le troisième point zéro; on es­
time que la valeur correspondante de !lm est !Ie et
par suite F = 1. Les mesures montrent qu'au voi­
sinage du deuxième point zéro, on peut éerire:
!lm = !lo' Une analyse plus précise du proHl de la
surface libre montre que, cOlnpte tenu dl~ la pente
et de la courbure de la surface libre dans le plan
vertical, la char,ge spécifique est minimmll (profon­
deur cOITespondante !lm = !lol dans la partie paral­
lèle de la section contractée et non il l'extrémité cie
l'étranglement; on constate de plus que !le est en­
core égal il % H, puisque la surface libre moyenne
présente un point d'inflexion pour !lm = !l,,; ainsi
['influence de la eourbure n'est pas capitalc.

La théorie préeédente a été vérifiée au moyen
d'une série d'expériences (.) réalisées dans un canal
Venturi il fond horizontal (fig. 8). Les résultats en
sont indiqués dans le tableau 1 (ci-après).

On voit que le premier point zéro s'établit tou­
jours au voisinage de x = 10 cm, c'est-il-dire au lui­
lien du rétréeissement, et que les deuxièrne et troi­
sième points zéro se déplacent un peu vers l'aval
lorsque le débit augmente, mais pas plus loin que
ne le permettent les eonsidérations ci-dessus sur la
position des points zéro et l'origine des ondes. En
outre, il faut admettre que la position et la cour­
bure de la, surface libre sont étroitement liées il la
position de !le et des points zéro ainsi qu'il la rela­
tion entre F, 2" !In'! b et j,.

Une autre série d'expériences a été réalisée dans
un canal plus petit il pente réglable, de façon il
pouvoir faire varier le nombre de FnOUDE dans les
limites : o,a < F < 2,5. La largeur du eanal était
de 10,45 cm et celle de la section contractée de
5,20 cm. On a mesuré les angles directement avec un
l'apporteur, les profondeurs au moyen d'une pointe
de mesure (précision 1/10 mm) ct les débits par un
déversoir THOMSON. Les résultats sont: rapportés
dans le tableau II.

Pour F < 1 (écoulement infracritique), la surface
de l'cau était couverte d'un li'éseau serré d'ondes de
très petites amplitudes.

ClIO dcs I:l mcsurcs ont été cffcctuécs par M. Uffc
13. Hanscn.
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TABLEAU 1
F = 1

Point zéro (:l' cm)
,~ ."en ;.. oP ;..

"'" C»'0 ::l 2rr!/"I b .S
::l

&jZ c< en en :::::. Ci

" "
.~ ~1 PI' 2' 3' S

en
S VJ:;:

--i

1 12,1 30,0 47,1 35,0 3,26 0,48 0,52

2 lUi 32,9 48,3 ab.37,O 3,~1 0,46 0,49

B 12,1 B2,2 51,0 B8,9 3,82 0,44 0,48

4 12,0 B2,(; 54,4 42,4 4,55 0,41 O,4B

5 l') ') 32,2 (iO,4 48,2 5,50 0,37 0,41.... ,....

6 10,(i B5,O (iO,O 49A (i,n7 O,BG 0,38

__,__,,_,~".~,_,"_' __mV_"""""____ --------

7 10,0 :l2,a nl,5 51,5 7,87 O,B5 O,B5

8 Il,:1 i1S,5 63,9 52,G 8,75 0,34 O,3B

!) Il,1 B8,2 65,2 54,1 9,5B O,B:l 0,B2

10 8,5 B7,8 68,8 GO,B 11,2 O,:lO 0,29

11 9,4 B8A 72,1 62,7 12,8 0,29 0,28

12 la,8 45,H 72,7 58,!) IB,8 o,ao 0,27

lB 14,4 4H,:l 7'1,'1 Ha,O 17,5 0,29 0,23

Les variations de sin 0 l (2 T; !lm/ b) son t repré­
sentées sur la figure 4 pour diverses valeurs de F,
d'après les résultats des expériences 1-13 (grand ca­
nal Venturi) et 14 c (correspondant il F 0= 1), IG a-c
et 14l! (correspondant il l/F 1,(5), 17 a-ll et 14 c
(correspondant il l/F = 0,(55). La concordance est
bonne en général; mais pour le grand canal
Venturi, les dilIérences s'expliquent par l'impré­
cision des mesures, la grande pente de la surface
libre et l'approximation de la valeur de F.

Sur la figure 5 on a porté les valeurs de sin 0
(mesuré) en fonction de sin 0 (théorique) pour l'en­
semble des expériences 1-13, 14, 15, IG et 17; les
points devraient se trouver sur une ligne droite
faisant un angle de 45° avec les axes. Les expérien­
ces réalisées englobent la plupart des cas pratiques:
0,3 < F < 2,5; 0,2 < !lo/b < 3 et 12° < 0 < 50".

Les expériences relatées dans [1] p. 1348 fI'
étayent aussi la théorie pour les écoulements il
grande vitesse correspondant il F = 3 et F = 4.

Les courbes cie niveau théoriques caIeulées
d'après (5): !lo'=ym+asin2T;x/i,.cos2T;z/J,
(fig. fi) concordent de façon remarquable avec les
niveaux mesurés de la figure 37 b cie l'article [1 J.
[1 est bien certain qu'une telle surface libre apparaît
il l'œil comme formée d'oncles obliques, si on se
reporte il la photographie (fig. 7) cI'une maquette
dablie d'après la figure fi, prise en lumière rasante.

Les profils de la surface libre le lon.g de la paroi

TABLEAU II'

1

--

Exp. 1!F 2 rr il,,,/ b
sin {} sin {}

N° mes. théor.

14 a ab. 0,40 :l,5 0,22 0,21

b ob. 0,5B 4 ') 0,27 0,2G,~

c 0,G57 4,9 0,B2 0,29

d 0,785 5,1 0,B8 O,BB

e 1,00 5,9 0,44 0,40

f 1,25 n,9 0,48 0,48

o' 1,B2 7,2 0,50 0,47t>

il l,n;) 8,:l 0,55 0,5:l

i 2,11 !1,8 O,nB O,Gl

j 2,47 10,8 O,M O,nG

k 2,85 11,9 o,n 0,70

l 3,28 IB,l O,7G 0,74

15 b ah. O,3n 2,3 0,2n 0,23

c 0,421 f) ...... 0,31 0,2G... ,aa

d O,54n a,o O,il5 O,il1

1

e 0,704 B,H 0,40 O,:l?
1

f 0,851 4,1 O,4a 0,41

(1" 1,10 4,8 0,4;) 0,47t>

1,27
1

h 5,:l 0,54 0,52

i 1.52 n,o 0,57 0,57

j l,fiS 7,1 O,n8 O,Gn

k 2,59 8,5 0,74 O,?:!

ln a l,M, 8,72 0,51 0,52

h 1,n5 7.no 0,55 0,55

c l,nn H,18
1

0,59 0';)9

cl l,H4 4,84 O,Ml 0,G5

1
e l,HG B,50 0,71 o,n

17 a 0,1,55 4,85 0,2n 0,28

b 0/;5;) 4,41 0,B2 0,31

c 0.G54 B.97 0,B4 0,B2

d 0,(,5B B,nO 1 O,B:l 0,B3

1

1

e 0,n;)5 2,51 O.a8 1 0,40
1

f 0,G5H 1,!Hi OAB i 0,44
1

1
0,H51 1,G5

1

" O,4H
1

O,4H

1

t>

il O,M;o 1,29 0,53
_1

0,51
1
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et au centre relevés dans [1] (fig'. :38 c et Mi a) sont
à peu près des sinusoïdes amOl·ties. En partant de
ces résultats, nous avons calculé ), au moyen des

équations (1) et (7) et comparé ces valeurs -avec les
valeurs mesurées. On constate, d'après le tableau l'II,
que l'équation (7) constitue un très grand progrès_

TABLEAU III

Données extraites de l'artiele [1] Détermination dc 1.
-_._-----_... __._-_.-.-_.._ ..._ .._. ..... -...•. - ....-

Fig. Nll

:\7(l11, :\8idi<l) __

Section F

4,0

" b 1

1

- ft·· ..· =- ft-·~I _
0.10 2,0 1

Eq.(1)

_ 1
sin ,'} = -~­

l' 2

ft

Eq. (7)

sin {} =

ft

Exper.

ft

· .._--_ ..--..---1·...._··......·-1·..-----1

'Hi,n) [Il' 4B - - - - -

4(iin) Il- - - . - - - - -

2

2

') ..
... ,;J

:1,0

1,5

0,22 1,0 1,4 2,:\ :l,l :\,4

----------- ----

-1
--~..

-~---------

0,10 2,0

0,25 1,0 1,G 1,1 l,B 2,0

...-.-...-......- ---------1--------

:l,O 0,20 2,0
4(jilll[_

0,fi1 1,0 :1,2 1,1 2,7 :l,O2 l.fi

TABLEAU IV

nl~SEAU n'ONDES DANS UN CANAL DIVEHGE:'-iT.

ECOULEMENT SUPRACHITIQUE.

D'après les expériences dont nous venons de par­
Ier, il semble donc qu'après une contraction en
forme de S ce soit l'onde de deuxième ordre qui
prédomine à la surface libre. A l'aval d'un canal
divergent, par contre, les choses sont beancoup plus
compliquées et c'est dans le but d'éclaircir quelque
peu la question que les expériences ci-après ont été
réalisées.

A l'intérieur d'un canal de (iO cm de largeur, on a
construit un canal en bois large de 37 cm, compor­
tant un raccordement parabolique, long de 45 em
et formant un angle de 20° avec les parois du canal
(voir la photographie, fig. 1). Le fonel du canal en
bois était surélevé de 5 cm au-dessus du fond du
grand canal. Le débit mesuré au moyen d'un dé­
versoir THOMSON était de 100,3 l/s; les profils trans­
versaux de la surface libre étaient relevés tous les
10 cm avec une pointe de mesure.

Quelques-uns des profils obtenus sont traeés sur
la figure 8 a. La profondeur moyenne augmentai t
légèrement dans le sens de l'écoulement; sa valeur
moyenne dans la zone étudiée était de 8,25 cm.

En examinant ces résultats, on se rend inUllL>­
diatement compte qu'une sll1'face libre de ce genre
ne saurait. être représentéé de façon satisfaisante
par l'équation (5). La périodicité n'est pas très ré­
gulière et les profils sont beaucoup trop irréguliers
et pointus POlU' pouvoir être représentés pal' une

lJ·2{/o+· = 1,0
- fi

:\0 Clll ~ na. 2 :
jJ ')

50 cm -!I

:r=90 - 100 cm

points. '-')0 _
et 2,_l--

points"".
et :l/l'~'

Entrée

L'erreur moyenne est de 15-25 %.

Finalement, il ne reste à déterminer que a. Puis­
que cette surélévation provoque l'accélération cen­
tripète nécessaire, il semble raisonnable d'admettre
que a est proportionnel à v2• Dès lors, le rapport
a/(v2/2 g) doit dépendre surtout de la forme de
l'entrée (et de la sortie), mais pour un canal Ven­
turi donné ce rapport doit être le même pour tous
les débits. La précision des mesures ne permet pas
une étude plus serrée, mais on peut indiquer l'ordre
de grandeur pour les expériences 1-10, c'est-à-dire
pCllIl' F = 1. En calculant le rapport des amplitudes
maxima à la hauteur due à la vitesse à l'entrée
u;2/2 g, on obtient:

Entre les
. l'

Partie parallèle zero
Entre es

zéro' 2'

1

1 x=o cm la;
··_-..-..·---1--- ..--.. ---..-----1-----11

~ 0,' 1

----1 ....----. ········· ..-· ....··----1-·---·..--·---·

Sortie . - -
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courbe sinusoïdale unique; on peut donc concevoir
qu'une expression de la forme de (8) conviendrait
mieux. Pour vérifier cette hypothèse, on a fait une
analyse harmonique de tous les profils de la figure
8 Il; on a porté en fonction de x les coefficients de
Fourmm obtenus de cette façon (fig. 8 b). Uexpression
(8) ne. sera valable que si les courbes ainsi traeées
sont les sinusoïdes Il,, sin 2 1t x/j,,," Or, on constate
d'après la figure 8 b, que les courbes ont effective­
ment une allure très proche de la sinusoïde, bien
qu'elles s'amortissent un peu, ce qui est peut-être dù
au frottement qu'on a négügé. De plus, il est à noter
que les amplitudes sont assez grandes, ce qui tend
peut-être à augmenter l'écart entre les courbes et les
sinusoïdes théoriques.

Les ondes du sixième ordre et d'ordres supé­
rieurs sont très amorties et leur influencc a pres­
que complètement cessé de se faire sentir à quel­
ques 2,50 mdu divergent.

L'onde du deuxième ordre est celle qui se rappro­
che le plus de la sinusoïde. A vrai dire, l'amplitude
de la première demi-période est un peu supérieure
à celle des trois autres qui suivent; ceci est peut­
être dù à l'amortissement effectif mais peut aussi
s'expliquer par l'imprécision plus grande des mesu­
res du fait des grandes variations de la surfaee
libre.

La périodicité des ondes des deuxième et qua­
trième ordres est très nettement marquée et on peut
mesurer avec une bonne précision: ),., = 1,44 m et
)',l 0,90 m. Pour le cas que nous venons d'étudier,
le nond)re de FROUDE est F = 2,25 et 21t ym/b
= 0,864. Par conséquent, les longueurs d'onde théo­
riques sont respeetivement )'2 = 1,'10 m et )'4 = 0,89 m,
valeurs qui concordent bien avec les résultats ex­
périmentaux. Les angles 0 correspondants sont res­
pectivement 23",1 et 18°,7 alors que l'équation (1)
donne 0 = 26 0 ,4.

L'onde du sixième ordre est moins régulière, ce
qui peut vraisemblablement s'expliquer par le fait
que la précision des courbes doit nécessairement
diminuer lorsque l'ordre augmente. Toutefois, la pé­
riode concorde bien avec la valeur théorique (0,71 m)
sauf dans l'intervalle compris entre x = 1,40 m et
x = 1,80 m; cette différence provient peut-être de ce
qu'il se fonne de l'écume et des gouttelettes cI'eau
dans la zone qui précède (aux environs cIc x= 1,2 mi.

Une expérienee analogue a été réalisée avec un
canal divergent dont une seule paroi est en forme
d'un S (photographie de la fig. 9). Du point de vue
théorique, il ne devrait pas y avoir de différence
fondamentale entre le cas du divergent unilatéral
et celui du dive~'gent symétrique, car on peut envi­
sager l'écoulement dans le divergent unilatéral
comme la moitié de l'écoulement symétrique dans un
canal deux fois plus large. C'est ce que montre la
figure 9 où la réflexion dans la paroi vitrée donne
l'illusion d'Un écoulement symétrique.

La figure 10 représente les profils de l'analyse har­
monique de la surface libre dans ce cas. La princi­
pale différence entre ces résultats et ceux obtenus
précédemment est qu'il n'y a pas trace d'un amor­
tissement notable, compte non tenu de la première
demi-période. Par conséquent, dans les limites de
la précision des expériences, on peut remplacer
les courbes par des sinusoïdes correspondant aux
longueurs d'ondes )'1=2,4 m, )'2=1,65 met À3 =1,01 m.

Le débit était de '148 l/s et la profondeur moyenne
(qm augmentait légèrement dans le sens de l'écoule­
ment) était de 0,28 m en moyenne; le nombrc de
FROUDE était donc F = l,608 et 1t y,,/b = 1,4GG.
D'après l'équation (7), les longueurs d'ondc auraient
dù être )'1 = 2,28 m, )'2 = l,GO m et j'a = 0,97 lll, chif­
fres qui diffèrent peu des valeurs expérimentales.

La théorie semble vérifiée d'une façon beaucoup
plus nette par eette dernière expérienee que par
l'expérience précédente; c'est tout à fait normal, car
celle-ci s'écarte beaucoup plus des hypothèses fon­
damentales que celle-là.

CONCLUSION ET DISCUSSION DES RI~SULTATS.

La principale conclusion qui se dégage des résul­
tats précédents est que la simple équation (1) est un
cas limite eorrespondant à l'écoulement à grande
vitesse dans des canaux rectangulaires larges. Nous
avons montré de plus que l'équation généralisée (7)
(que nous avons établie) concorde bien avec les ex­
périenees anciennes et récentes réalisées ponr une
gammeéLendue du nombre de FnOUI>E F et du pa­
ramètre y,,/b.

Il ressort de la démonstration théorique que nous
avons donnée que l'on peut représenter le profil de
la surface libre par une expression de la forme (8),
c'est-à-dire en ajoutant un nombre infini d'ondes
de différents ordres et de différentes longueurs
d'onde. C'est ce qui explique l'absence d'une périodi­
cité régulière et la courbure des fronts d'onde (voir
fig. 9). Les réslùtats expérimentaux concordent bien
avec la théorie; il y a toutefois un amortissement
plus ou moins prononeé des ondes, qui n'est pas
prévu par la théorie.

Les hypothèses fondamentales qui sont à la base
de la théorie semblent donc assez satisfaisantes.
L'influence du frottement a déjà été signalée,

La tension superficielle ne jouerait un rôle im­
portant que dans de très petits canaux et nous
n'avons pas recherché ses effets, bien que cela ne
présente pas de sérieuses difficultés mathématiques.

Il serait du plus grand intérêt d'étudier une ap­
proximation du deuxième ordre, mais ce serait si
compliqué que celat aurait probablement peu de va­
leur du point de vue pratique.

Mentionnons enfin les problèmes encore non ré­
solus :

1. - Prévision de la grandeur des amplitudes lors­
que sont donnés la forme des parois latérales
et le débit.

2. Position des ondes de différents ordres les
unes par rapport aux autres.

:3. Calcul de l'amortissement.

,t, l'nflnenee de l'entraînement d'air,

Tous nos remerciements vont an professeur A.E.
BHETl'ING, directeur du Labora~{)ire d'Hydraulique,
qui nous a autorisés à entreprendre ces expérien­
ces et a toujours porté un grand intérêt à nos recher­
ches, ainsi qu'au professeur Dr. Richard PETEHSEN,
qui a bien voulu mettre l'analyseur harmonique à
notre disposition.
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