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Interprétation mathématique
de la “Harpe de Nikuradse”
a partir de quelques hypothéses physiques

Mathematical interpretation of ‘*Nikuradse’'s Harp”’
from some physical hypotheses

rar I, BIESEL

INGENIEUR AU LABORATOIRE DAUPHINOIS IWHYDRAULIQUE (NEYRPIC)

Circonstances et portée exacie de I'étude. Hypo-
théses de base : les diverses tranches de Uécou-
lement obéissent soit a une loi laminaire, soit
@ une loi turbulente, lois caractérisées par la
relation entre gradient de vitesse et effort de
cisaillement. Critére pour la délimitation des
zones d’application de ces lois. Cas des con-
duites lisses : discordance constatée aux faibles
nombres de Reynolds; tentative d’ajustement &
partir d’hypothéses physiques plausibles; inté-
rét des résultats oblenus; indétermination du
raccordement au régime laminaire, validité de
la droite de Blasius vers les grands nombres de
Reynolds. Cas des conduiles rugnenses, gui peut
se ramener a celui d’une conduite lisse fictive.
Ecarts entre courbes trouvées et harpe de Niku-
radse; leur signification possible,

Circumstances and implications of the study.
Basic hypotheses : the various sections of the
flow are governed either by a laminary law or
by a turbulent law, both of which are distin-
guished by the relation befween the velocily
gradient and 1he shearing siress. Crilerion for
the delimitation of areas in which these laws
can be applied. The case of smooth pipes; in-
conformity found at low Reynolds numbers;
attempt at adjustment from plausible physical
hypotheses; interest of the resulls oblained .
indeterminateness of the passage to the la-
minary flow curve, validity of the Blasius
straight line for high Reynolds numbers. Case
of rough pipes which are compared to « fic-
titious smooth pipe. Differences betfween curves
found and Nikuradse’s harp, and their possible
significance.

AVANT-PROPOS

Il n’est pas inutile, avant de présenter le cal-
cul objet de ce rapport, d’en préciser le sens et la
portée en indiquant Vesprit dans lequel je I'ai
entrepris.

I y a quelques années, peu versé dans les pro-
biémes de turbulence en conduite cylindrique, je
me plongeais dans un ouvrage bien connu {rai-
tant de cette question. Vite perdu dans le flot
des nouvelles notions et des nouveaux symboles,
j’essayai de reconstituer certains raisonnements
ou calculs a livre fermé, puis, me reportant a
Pouvrage, de corriger les déductions obtenues.
Soumetiant 4 cette épreuve les conclusions de
quelques hypothéses simples (hypothéses 1, 2, 3,
4 et 5 ci-dessous), j'cus la surprise d’obtenir unc
¢quation de forme modérément compliquée
(équation n° 25) qui se trouvait représenter (en
coordonndes logarithmiques) Ia droite de BLAsIUS

(conduites lisses) avee une approximation ines-
pérée e sans « ajustement » de constante.

Encouragé par ee résultat et par les conseils de
M. DanEeL, je fus amend & compliquer un peu ar-
tificiellement les hypothéses de facon o amélio-
rer encore les résuttals obtenus, en particulier
en ce qui concerne la transition entre le régime
laminaire et le régime turbulent lisse.

Cetle phase du caleul est ¢videmment trés cri-
licable puisque, en introduisant suffisamment de
paramétres et d’hypothéses de circonstances, on
peul toujours arriver & représenter n’importe
quelle Joi.

Cependant, sans vouloir me défendre d'avoir
orienté mes hypothéses nouvelles dans le sens
indiqué par Pallure des courbes expérimentales,
je crois que les résultats obtenus ont plus de
valeur qu’une formule empirique pure el simple.
Ce senliment est basé sur deux fails ;

Atrticle published by SHF and available at Rfip-77www-.Shi-Thb.org or Rfip:7//0X.dor.0rq/10. 105 /Thb/ 1954004



http://www.shf-lhb.org
http://dx.doi.org/10.1051/lhb/1954002

256 LA HOUILLE

1. Les hypothéses sont simples el ont toutes un
sens physique raisonnable, un seul para-
meotre se trouvant délerminé d’une facon
enticrement empirique;

2. Les résullats se prétent & des inferprélations
qui n’élaient pas explicitement contenues
dans les hypothéses ayant servi a les éla-
blir; ceci concernant en particulier ind¢é-
termination fonciére du passage du ré-
gime laminaire au régime turbulent, et le
caractere fortuit de la forme de la loi de
Brasivs pour les conduites lisses.

BLANCHEL
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En résumé, le caleul qui va étre exposé n’est
pas réellement un calcul empirique; il conduit
d’ailleurs & des formules trop compliquées pour
Ctre facilement maniables. Ce n’est pas non plus
un calcul théorique complet car les hypothéses
en sonti trop arbitraires. Il a done uniquement la
valeur d'un schéma qui peut servir de guide pour
certaines vérilications expérimentales.

“n terminant cel avant-propos, je remercie ici
M. Carmry pour ses suggestions et pour les cal-
culs numériques dont il a assumé Pexécution ou
Ia vérification.

NOTATIONS ) ET HYPOTHESES DE BASE

Soil un écoulement dans une conduite circu-
laire de rayon r,. Nous ne considérons, en cha-
que point, que les valeurs moyennes V des vites-
ses el nous admettons que celles-ci sont partout
paralleles a4 'axe de la conduite et ne dépendent
que de leur ¢loignement « y » de cet axe (fig. 1),

L’eau dans la conduite se déplace sous Pin-
fluence d'un gradient de pression K :

Ke=-— " (1)

x dtant mesuré le long de Paxe de la conduite
dans le sens de 'écoulement. Dans le cadre de
la schématisation adoptée, nous admettons que
les efforts internes dans le fluide se réduisent
4 une tension de cisaillement 7, elle-méme fonc-
tion de « y » sculement. On sait que des consi-
dérations simples permelient d’établir la re-
lation :
... Ky
=g (2)
Nous allons définir une loi lianl les cisaille-
ments et les vitesses V, en partant des hypothe-
ses suivantes :

1. L’¢coulement dans In conduile obéit 4 scu-
lement deux types de lois qne nous appellerons
respectivement loi laminaire el loi turbulente.

2. Dans les zones ot I'¢coulement obéit a la loi
« laminaire », le cisaillement est 1i¢ au gradient
par la formule :

ey BV (3)

Dans les zones ol écoulement obéit a la loi

{*) Nous utiliserons sans les définir certaines notations
trés classiques que on pourrn retrouver dans Vouvrage
de A. Bakunererr @ Mécaniyue de Uécoulement turbulent
des fluides.

« turbulente », = est proportionnel au carré du
gradient :

[ dV\?
( ) )
\dy

'r::olg

On sait que, pour I'homogénéité des dimen-
sions, on est amené A considérer I comme une
longueur (longueur de mélange).

4. [ varie paraboliquement (*) et il est nul sur

les parois pour les conduites lisses :

[=pg T0o ! (5)
I 1
b
i 7
1 /(:
7 | 7
/ "
Y — a
% ¢
e :
v v g
Y g —
e g o e =
Fia. 1

(") On peut trouver des formes de I plus proches des
observations, par exemple : [ = § {rgt - y1)/rg3. La théoric
plus  compliquée qui en résulte a été étudide par
M. Carnry. L'amélioration apportée aux tormules finales
ne semble pas justifier I'accroissement de longucur des
calculs. )
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Ces lois permettant de délerminer, pour cha-
que type d’écoulement, les gradicnts de vitesse
correspondant a une valeur de t donnée on ne
retiendra, en chaque point, que le plus faible,
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en valeur absolue, des deux gradienls obtenus.
Ceci revient & supposer que le fluide a foujours
une viscosité apparente globale au moins égale
aw:

ETUDES DES CONDUITES LISSES

Les hypothéses énoncées ci-dessus nous per-
mettent de calculer enti¢rement les caractéristi-
ques (moyennes) de ’écoulement en conduite.

{. — Détermination des limites des zones
d’application des lois laminaires et
turbulentes.

Iéquation laminaire (3) donne, compte tenu
de la valeur (2) de 7 :

v __ —Ky (6)

dy ~—  2u '
et (7)

vy Ky

dy / — 4p?

Les équations lurbulentes (4) et (5) donnent

/dV>2__. Ky rs2Kuy
Kd‘l] - 202 - 2329(,-02_!]2)2

D’aprés 'hypothése n°® 5, on utilisera Ia loi la-
minaire si :

(8)

ey 9
2820 (rg® —- yH)*® )
soit :
9 2yl )
. o o wlgm .
yry - yih? < ST (10}
2]
ou encore
‘ 2 7 B .
TR e P (1
Ty S C ol
en posant :
& === ,.__'L ,._:‘_2___, (12)
' sry, Kgr,

La figure 2 permel de disculer rapidement
Péquation (11). Si ¢ est suplrieur ou égal &
4 % (B)—5/L 4 0,535, seule la loi laminaire est uti-
lisée. Si o est inférieur & 0,533, il y a une zone
annulaire ot on utilise la loi turbulente (I ¢t
deux zones ot on utilise la loi laminaire; P'une
de ces zones (I) se trouve le long de la paroi (cou-
che laminaire), et Paulre (II1) dans Paxe de la
conduite.

Quelques remarques s’imposent & propos de
cette dernitére zone. Toul d’abord il est utile de
préciser que le fait d’y supposer I'écoulement
régi par la loi laminaire ne signific pas que
Pécoulement y soit effectivement laminaire
(comme cela est parfois supposé pour la zone a
la parot).

Pour bien faire comprendre ce qui preéeéde, et
quilte & nous répéter, nous allons préciser le

0,535

Fira. 2

sens physique d'une telle zone @ bien que la tur-
bulence soit maximum au voisinage du centre,
le cisaillement dtt aux transferts de masse y esl
cependant plus faible que celui di 4 la viscositdé,
ceei étant une conséquence de la diminution du
gradient de vitesse, el du fait que le premier c¢i-
saillement est, dans nos hypothéses, proportion-
nel au carré de ce gradient, alors ue le scecond
est simplement proportionnel au gradient lui-
méme; or, nous admeltons que les efforls vis-
queux viennent remplacer les efforts diis & 'Aus-
tauch lorsque ceux-ci leur deviennent inféricurs.
“n fait, si Pon ne tenait pas compte du « noyau
laminaire », le calcul aboutirait, dans certains
cas, 4 des ¢coulements turbulents présentant des
pertes de charges inférieures a celles d'écoule-
ments laminaires de méme débit.

Notons d’ailleurs que Pinfluence de la zone 1
déeroit trés rapidement lorsque le nombre de
Reynolds augmente puisque, lorsque g déeroil,
la zone HI devient Lrés vite négligeable,
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II. — Etude du régime mixte

Laissant de coté le cas purement laminaire bien connu, nous n’étudierons, dans ce qui suit, que le
cas ¢ < 0,535 pour lequel il existe une zone turbulente limitée par des cylindres de rayon y, et y,

(Yo < Y1).
La répartition des vitesses dans les zones olt s'applique la loi laminaire satisfait a Péquation (7)
dont on déduit par intégration :

v - Ky e 13

Dans la zone turbulente, on a de méme, par intégration de (8), apres extraction d’une racine carrée :

T “IO / I\ ﬂ«—‘I!_]Ai_/:{.A—'— 1y =— — 2. I& I(; g /‘J{lﬂ 12 — [( J \1/- to
e Ve S e 8 Vs g, | wrethi ,-0> are g |+c
/I\ 10 .
3, W e (14)
en posant :
s p— are th (20 are te (21 ;
A ()= arg th \\1‘0) arce tg (\ro) 5

La vitesse devant étre nulle & la paroi, la vitesse dans la zone laminaire I est donnée, d’apreés (13),
par :

V= —;3; e —y?) (16)

Partant de la vitesse pour y ==y, qui est, d’aprés (16),

K

V== Tu (rg* —y4%), a7)

on a dans la zone II, d’aprés (14) :
1 KI o o
Vi = B \ : — ) (18)

Vi se détermine d’une manicre analogue. Elle répond & Péquation (13) ¢l V. est donné par (18).
On obtient :

I . EE I' 9 > C a o
Vi == \ ’"}lﬂ A () — A |+ Z}!; (ry* —yi*) + 4!\1» 22—y am

A partir des vitesses, on peut caleuler les débits passant dans les {rois zones :

Q =2n // y Vi dy = '24ﬁ1,_1{ Iﬂgy: — ZII,
Q, = {)‘f L Lt e l (20)
Qu=27 /I:m y Vi dy
e | (21)
Qu = ?3: \,f 1}2,%3 A(yy) y f:‘;’llg -+ l f‘f".‘.’i);’ffl.i. A(y) —- %. rol/2 y:a/:;';j ; + o K = (10 — UJ?..".éJ;:’Z:ﬁ
(22

) v 9% /K, NS K o Yd % o
Qu=2= / yVindy = g \/”7’ Ay V ' 'I' e l (rq® 4 gt —l/—é - %1 ped Az

oo
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Le débit total est en définitive :

K= .
Q=0Q;+ Qu -+ Qu= ‘:u (rg* —yt ') +

La vitesse moyenne vaut :

L
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S e R R W/ D A e (131
B 2 J Q I - ) e
W 9 B2 | m
< /I}‘ﬂ, sgp e 2 \/ @26
3 “9 BN Y e

I1I. — Relation % (R)

En introduisant le nombre de Reynolds @R
lion (24) s’éerit

1 (1} y, ot
R = 5 & 1““(**"> i
v B2o® | 2] Ly T
D’autre part, si I'on introduit le coefficient de
frottement classique :

(26)

on obtient, & parvtir de (12), et en tenant compte
de ce que w=ygv:

RO) °
32 (27)
52 2
e

nRE = -

Rappelons 'inégalité (11) : y, et y, sont racines
de Péquation :

. TSI A 1/2 v
1 (YN = (98)
T N T/
vmax -~V
\‘/_T.o. 9
P
10
5
’
®
0 X
0,5 Vg
Fis. 3. -~ En trait plein la courbe théorique correspond
a =T

Les relations (23), (27) el (28) donnent para-
métriquement la relation liant 2 et ] pour les

== (290 ry/v) el en ulilisanl Péquation (12), la rela-

1mn )

R

F 2 A - T (25)

conduiles lisses, & condilion de connaitre Ia va-
leur de 8.

Pour les grands nombres de Reynolds, les
mesures des vitesses déficilaires peuvenl permet-
tfre de déterminer approximativement la valeur
de 8 assurant la meilleure concordance avec les
points expérimentaux.

Si Pon se donune B, I'équation (19) permet de
calculer V max. en posanl y, = 0 (grands nom-
bres de Reynolds). De méme V est donné par
(18). La figure 3 reproduit la eourbe des vites-
ses déficilaires ainsi oblenues en  supposant
B=1/7. On voit que celte valeur semble la
meilleure possible. Rappelons, ce qui fail son in-
téreét, qu’elle se trouve ainsi déterminde en foute
indépendance des résultats expérimentaur con-
cernant les pertes de charge (harpe de Nixu-
RADSE).

Etudions alors le calcul de la courbe * (R :
PREMIER LSSt

Nous supposcrons toul d’abord que § con-
serve, quel que soit Pécoulement, une valeur fixe
que nous prendrons par conséquent égale a 1/7.

On pourra alors adopler le processus de eal-
cul suivant
at On se donne une valeur précise de yy:

D)y On caleule a Paide de (28), Ia valeur corres-
pondante de ¢;

¢) On détermine y. approximativement & Paide
de la figure 2, et on ajuste sa valeur par
talonnements jusqwa ce qu'elle vérifie
Péquation (28);

dr On caleule ® par la formule (25), en tenant
compte de ce que 8 == 1/7;

ey On calcule 2 par Ia formule (27).

On obftient ainsi la courbe (1) de {a planche I
On constate immdédiatement que cette courbe ne
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rend qu'imparfaitement compte des résultats ex-
périmentaux rvelatifs aux conduites lisses. Cepen-
dant Paccord est bon pour les grands nombres
de Reynolds et en particulier la courbe longe de
tres pres la droite de Blasius. Par contre, Paccord
est médiocre pour les petits nombres de Rey-
nolds; en particulier, le retour au laminaire se
fait d’aprés Péquation (25) et compte tenu de la
valeur déjia signalée de ¢ correspondant & y,=y.,
pour :

49 > 25 /B

32 # 86

(R ==

oy w4

N APl e O WmarR pour R R g

Coutbe de Nikurogse
(clisre generaie)

N° SPECIAL A/1954

ceei revient en fait & réduire les valeurs de la
longueur de mélange. Afin d’utiliser au maxi-
mum les calculs déja faits, nous avons procédé a
cette réduction en admettant que la répartition
parabolique de [ était conservée, c’est-a-dire, en
ne modifiant que la valeur de 8 qui devient ainsi
une fonction a définir de R.

Pour choisir la forme de celle fonction, nous
nous sommes inspirés des considérations sui-
vantes :

@ I 'y a en fail qu'une scule variable indé-
pendanie, ® par exemple, dans le pro-

log R
’ “5‘,0‘ : i T 60 70

PraNcur 1

En résumé, pour les petits nombres de Rey-
nolds, nos hypothéses semblent faire intervenir
une turbulence trop importante. Nous avons
done ¢1é conduits 4 les modifier.

DEUXIEME ESSAL

It ¥ a évidemment bien des fagons de modi-
fier nos hypothéses dans le sens d’une réduction
de la turbulence pour les faibles valeurs de ®,

bléme qui nous occupe; cn effet, & el ¢
sont fonction de @. Il est donc équiva-
lent de considérer que 3 eslt une cerlaine
fonction de ® ou une certaine fonclion
de % ou de ¢, ou enfin une fonction d’une
combinaison quelconque des trois quanti-
tés R, » et o.

b) Au point de vue de la simplicité des calculs,
on est tout d’abord fenté de considérer 8
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comme une fonction de ¢ qui est le para-
metre; cependant, on peut reprocher & ¢
de n’avoir pas d’interprétation physique
simple. Par contre, » R se trouve n’étre
fonction que de ¢ car on a, d’apres les
équations (25) et (27) :

[y (e

AR ry \ o/
- ) 9 3/2 o
+do| A — .3‘_ <.I{L> ’ (29
L4l vz

Une fonction de » R est donc équivalente, du
point de vue commodité, & une fonetion de 4, el

64 . . _—
d’autre part,-~—5 posséde une interprétation phy-
A9

sigque trés inléressante car on peut metire cetle
expression sous la forme —cf. éq. (27)
et (12) ot expression classique de R.

64 8Us K (30)

LR K ry? K
K, étant le gradien! de pression nécessaire pour
faire passer le méme débit en I'absence de toute
turbulence (formule de POISEUILLE),

Lorsque le régime d’écoulement est laminaire,
K devient identique & K;, autrement dit, toute
I'énergie due au gradient de pression est uti-
lisée pour assurer le déplacement de I'eau par
rapport aux parois. Dés que la turbulence s’ins-
{alle, K devient plus grand que K; et on peut
admeltre que la différence K — K, est perdue
en pure turbulence, autrement dit, que I’énergie
correspondante sert 4 entretenir la iurbulence.

En définitive, notre premiére hypothése com-
plémentaire a été la suivante : admettons que 8,
définissant la longueur de mélange, au lieu d’étre
constant comme c’est logiquement le cas pour
les trés grands nombres de Reynolds, est propor-
tionnel a Texcédent d’énergie absorbé par le
fluide turbulent par rapport & Vénergie stricte-
ment nécessaire pour assurer le passage du méme
débit en laminaire. Ceci donne I’hypothése :

s K-—K / 64
B=13 L= Bn l/ 1 7_0,\

; @D
K
8, ¢tant constant.

La nouvelle courbe résultunt de cette hypo-
thése est tracée sur la planche T (courbe 2). Im-
médiatement quelques remarques s’imposent
a) Tl semble que la correction de § ainsi faite

soit un peu forte;

D) La courbe représentant la fonction % (R) se
compose de la tolalité de la droite 2R =064
correspondant au régime laminaire, el
d’une branche courbe représentant assez
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bien les résultats expérimentaux pour
Pécoulement turbulent mais plongeant
asymptotiquement a la droite laminaire
au Heu de s’y raccorder conformément aux
résultats expérimenlaux courants.

Cette allure inattendue n’était pas sans
nous inquiéter quelque peu; au contraire,
elle cut le don de plaire beancoup & M. Da-
NEL, auquel les ealculs furent montrés a
ce stade. En effet, M. DANEL pensait que la
présence de la totalité de Ia droite lami-
naire était souhaitable du fait de certai-
nes considéralions théoriques et de cer-
tains essais (MM. FORTIER e¢i COMOLET)
tendant a prouver que le régime lami-
naire pouvait, moyennant de grandes pré-
cautions, étre muaintenu bien au-deld du
nombre de Reynolds critique usuecl.

Il pensait également que Ja grande dispersion
des points expérimentaux dans la zone du rac-
cordement des deux courbes s’expliquerail micux
par un phénomeéne d'instabilité faisant sauter Ie
point représentatif d’'une courbe a Pautre, que
par un raccordement sans histoire qui, Iuni, ne se
préterait 4 aucune interprétalion de cetle dis-
persion.

TROISIEME ESSAL

En résumé, en cherchant a amdéliorer encore
fe résultat obtenu, il semblait utile de conserver
fes caractéristiques indiquées en b. Ceci est ob-
tenu d’une facon trés simple en posant :

64 ®
—g, (1 m> (32
8 ﬁ‘( - (32)

« devant étre déterminé empiriquement de facon
a obtenir la meilleure approximalion possible.
cette détermination donne (%)

w#3/4 (33)

On obtient alors la courbe (3) de la planche 1
qui comprend :

@) La totalit¢ de Ia droile Jaminaire, ce qui re-
fléte la possibilité de stabililé exception-
netle du régime laminaire;

(*) Il est assez naturel, dans Pesprit des hypothéses
faites, d’avoir & faire une réduction de la correclion, ne
serait-ce que pour les deux raisons suivantes :

1° K, n’est qu'une approximation par défaut des pertes
de charge laminaires, car il correspond & une répartition
de vitesses plus favorable que celle régnant en écoule-
ment turbulent;

2° La turbulence s’use clle-méme en donnant & Veaun

une viscosité apparente plus grande, qui constitue un
facteur d’aunto-amortissement.
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1 Une branche courbe asymplotique & la droite
laminaire, qui ne semble pas pouvoir
porter de points expérimentaux, ce que
Pon peut interpréter en disant qu’elle cor-
respond i des régimes foncicrement ins-
tables;

¢) Un coude brusque représentant bien les ré-
sultats expérimentaux entre

log R # 3,5 et log R # 3.8;

) Unc partic quasi rectiligne qui, & Ia préeision
du graphique, suit la droite de Blasius
sur une longueur surprenanie atlantl de:
log R # 3.8 B log R # 5,3

¢) Une branche s’écartant, graduellement el vers
le haut, de la droite de Blasius.

Nous avons donné¢ plus haut Tinterprétation

BLANCHE N¢ spEcian A/1954

que Pon pouvail faive des parties @), b) el ¢) de
cette courbe; il est intéressunt également de faire
quelques commentaires sur 'allure des parties
d) et ¢). Celles-ci confirmeraienl Pexactitude de
la loi de Blasius, qui serait pratiquement rigou-
reusc dans une large gamme de nombres de
Reynolds. Cette concordance est d’autant plus
inattendue et remarquable que I'’équation 2 (R)
4 laquelle nous conduit notre calcul a une forme
complexe sans rapport apparent avee la loi si
simple de Blasius.

La courbe théorigque trouvée suil la droile de
Blasius plus longtemps el s'en éloigne plus len-
tement que les courbes expérimentales de Niku-
radsé correspondant aux conduites les plus lis-
ses. 11 est tres difficile expérimentalement de dé-
terminer si la théorie a raison sur ce point car
il faudrait pour cela réaliser des conduites de
grandes dimensions présentant un poli parfait;
or cela est sans intérét pratique.

ETUDES DES CONDUITES RUGUEUSES

La représentation de la loi de I'écoulement en
conduite lisse ayant été obtenue relativement fa-
cilement 4 Paide d’hypothéses physiquement
simples n'impliquant qu'un seul coefficient com-
plétement arbitraire (=), il était intéressant de
voir s’il était possible d’étendre cette représen-
tation au cas des conduites rugueuses.

Il est certain que la rugosité des parois a pour
effet de favoriser la turbulence a leur voisinage.
On peut tenir compte de ce fait, dans le cadre
des hypothéses faites plus haut, en supposant
que, 4 la paroi, la longueur de mélange est dif-
férente de zéro. Si Fon admet que la rugo-
silé peut étre caractérisée par une longueur, il
est normal de supposer que cette longueur de
mélange a une valeur constante, proportionnelle
i Ia longuenr caractérisant la rugosité.

Telle quelle, cette hypothése (jointe a celles
qui ont été failes pour les conduites lisses) con-
duit & des caleuls difficiles; ¢’est pourquoi nous
Favons maodifice en admettant que la longueur de
mélange & la paroi est proportionnelle & :

4 s/t

comme 'ensemble des longucurs de mélange (*),

Ceci revient encore a supposer (ue la réparti-
tion parabolique de la longueur de mélange part
d’un cylindre d'un rayon r, (1 4 ) supérieur &
celui de la conduite, ¢ caractérisant la rugosité

Y I oest & noter dailleurs que celte modification
semble changer assez peu Jes résullats définitifs,

relative, & une constante multiplicative pres (voir
fig. 4).

D’une facon plus précise, nous avons admis
que les gradients de vitesse dans la conduite ru-
gueuse considérée étaient donnés, en fonetion de
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la distance au centre, par la formule valable pour

une conduite lisse de rayon ry (1 + ). Autrement

dit, Pécoulement dans la conduite rugucuse est

en quelgue sorte découpé dans celui d’'une con-

duite lisse de diamétre légérement supérieur.

“n fonction de ces hypothéses, on est amené

4 considérer deux régimes pour les conduiles ru-

gueuses :

«) Un régime turbulent lisse pour lequel il exisle
encore a la paroil une zone laminaire au
sens défini plus haut;
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b) Un régime complétement turbulent lorsque Partant d’un régime donné dans la conduite
la zone laminaire a la paroi a compléte- lisse, nous en déduirons le régime correspondant
ment disparu. dans la conduite rugueuse en nous limitant tout

Nous allons étudier successivement ces deux d’abord au cas ol celle-ci présente encore une
régimes : couche laminaire 4 la paroi (régime turbulent
lisse).

) REGIME TURBULENT LISSE.

Ainsi qu’il est dit plus haul, nous allons nous
référer a4 I'écoulement dans une conduite lisse Yy < Iy (34)
de rayon ry(l 4 ¢) et nous singulariserons par
un accent toutes les caractéristiques relatives a
cette conduite, par exemple :

Cette derniére condition peut s’exprimer par :

soit encore :

y - 1 1 :
) A e ~ S (35}
I"() R (] +' g) l'/(l ] % e ’

Le débil passant dans la conduite rugueuse correspond au volume ACB (fig. 4). I est done égal
& celui qui passe dans la conduite lisse, moins les dcébits correspondant aux volumes BDE el CODB.
Or, on a, avece des notations évidentes :

_ K= /gt 2 ety O Kw oo (36)
Quor: == 2H< 4 g - T oy) = U cf. éq. (20
K=, " ” 3
J— (P ry?
Qcosn iy Ly ry?) cf. éq. (16)
On a donc:
I ~ I RAS € a 7 9 2
Q=Q — “:UT— [(I'In“ = P 2 (1 ry®) ]
K (38)
oy Kmrgt a0
Q=0Q e [(1 4ot 1]
On en déduit
(I) K 1'02 4 i ’ ] Kr ﬂ ' G
U= T (1 )t —1] =AU (1 + &2 — 1 [(1 + o) (39)
7 Iy2 Su Em
et enfin :
= 20W g Iﬁ.ﬂt [ ot =R (1 o) S50 a1 d)
On a d’autre part, voir (26):
4Kr
R L 41)
o U= (41
soit :
. 3 3 -
AR =16 l{_l_‘j)_p = 16 _IELSL.P, (1 e) ™3 = :}ig.,jff'_)__ N Rt e g) (42)
u? we B o
Ces relations, combinées avec (40), donnent enfin :
1 4 , . ,
e (] A ) e [ T ‘
TR 7\’6” 1) 64 14 ¢ 1] (43)
ou encore :
PR Sy . 5 )(1 tot~ (1 ,(1 4 (44)
R \
ce qui, combiné avee 42), qui peut s’éerire :
TRE=VR?I 4 )P~V R2(1~—3¢) (45)

permet de déterminer 2 et R en fonetion de ¥, R et &,
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b) REGIME COMPLETEMENT TURBULENT.

On pourrait déterminer les lois de ce régime
par comparaison avec les régimes lisses, comme
précédemment; mais on peut procéder d'une fa-
con plus simple en remarquant que pour des
ordres de grandeur raisonnables de la rugosité,
le noyau régi par la loi laminaire (zone III) de-
vient absolument négligeable ¢t que, par consé-

log {100 N}

a8

06+

0z
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L’allure des courbes théoriques relatives aux
conduites rugueuses n’est pas exactement sem-
blable & celle des courbes de Nikuradsé. En parti-
culier, les courbes théoriques s’écartent plus ra-
pidement de la courbe lisse. Ceci pourrait indi-
quer que les formules obtenues sont meilleures
pour les rugosités mixtes du type industriel que
pour les rugosités calibrées utilisées par Niku-
radsé; on sait en effet que les essais de Colebrook

log R

T

25 30 35 4.0

PLANCHE

quent, tous les gradients sont pratiquement défi-
nis par P'équation calquée sur (8):

/dV \]3 K
\dy
Hoen résulle que le coefficient de perle de

charge 7. nest plus que proportionnel & 872 ¢'est-
a-dire 2

Y e

TOBR 20— y)?

,’/ (;4 My o
G 0 (47)
| V@R

On pourra done fuacilement déterminer les
courbes représentant les valeurs de » pour les
regimes completement tarbulents.

En définitive, on obtient les courbes de la plan-
che II sur laquelle a été également portée en
pointillé la « harpe » de Nikuradsé. Quelques
remarques s'imposent :

4,5 50 5,5 80

1I

log 1100 A,
08

06 \,

o e i i e e

1 30 €0 125 PaL a90

Fis. 5. — Variation de la valeur limite, pour les grands
nombres de Reynolds, du coefficient . en fonction de la
rugosité relative d’aprés les vésultats de Nikuradse.
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indiquent des déviations dans ce sens. Toutefois,
aucune comparaison quantitalive n’a encore ¢i¢
faite sur ce point; nous avons Pintention de re-
médier prochainement a cette lacune.

En définitive, nous n’avons pas cherché a re-
trouver les courbes des rugosités correspondant
i celles de Nikuradsé. Les courbes théoriques
nous ont semblé, en effet, trop différentes des
courbes expérimentales pour que nous puissions
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espérer obtenir une concordance intéressante.
D’autre part, les valeurs limites des coefficients
de résistance sulvent une loi bien réguli¢re dans
la théorie alors que les expériences de Nikuradsé
semblent indiquer une certaine anomalie (cf.
fig. 5); il est done peu probable que Pon puisse,
avec une approximation suffisante, ¢tablir une
proportionnalité entre la rugosité de Nikuradsé
et e,

DISCUSSION

Président : M. Bannminros

M. le Président trouve le sujet intdressant, mais pensc
que les formules proposées par M. Buiskn inlerprétent
Pasymplotisine horizontal des courbes de pertes de
charge en végime turbuleni mais non la répartition de
ces diverses courbes en fonetion de la rugosité : or, esl
bien cette répartition qui est représentée par la famille
de courbes habitucliement désignées sous le nom de harps
de NIKURADSE.

M. Biiser répond qu'on peut obtenir unme formule assez
voisine de la formule empirique avec toutefois des
coefficients un peu différents, mais qu’il n’a pas pour-
suivi dans cette voie.

Pour M. le Président, il serait intéressant d’expliquer
analytiquement pourquoi la harpe de NIKURADSE ¢l sur-
tout les branches de raccordement correspondent & un
matériau de granulométrie & définition géométrique tout
A fait spéciale et pourquoi tous les expérimentateurs onl
irouvé, pour les phénoménes réels, des courbes qui sc
rapprochent d’autres formules, comme celle de Cone-
BROOK.

M. Bifsen précise que son calcul nlest pas destiné &
répondre & cette question.

Pour justifier Vopposition apparente entre les mols
« mathématique » et « physique » qui sc¢ trouvent dans
le titre, M. BifseL indique qu’il s’agit d’un développe-
ment purement mathématique mais qui part d’hypo-
théses se présentant sous une forme physique.

M. GmeEnt estime tout de méme satisfaisani que, mal-
gré ces considérations un peu arbitraires, le caleul de
M. BifseL reproduise assez bien la branche cahotique de
raccordement entve la droite de Brasius ct les droites de
NIKURADSE.

M. le Président remarque que la question constitue
un sujel de discussion intéressant et rappelle que, de-
puis les premiéres communicalions de Nikvnapsu  qui
réalisaienl une représentation remarquable au point de
vue expérimentation, personne ne s’est lancé dans la re-
cherche d’un réscau de courbes éehelonnées faisant le
raccordement entre les deux droites, et qu'a ce tilre, il
faut féliciter M. Buiser.

M. Scirac demande & M. Bumisgr si oson hypotheése
consistant a conserver la courbe des vitesses, en modi-
fiant le rayon de la quantité ¢ pour passer d’une rugo-
sité a Pautre, est en accord avee la eonstatation sui-
vante, faite par FrirscHe et par NiKURADSE @ pour une
méme valeur de :

VE/g. est-i-dire L (V2/2 )

et pour Jes grands nombres de Revnoups Ia différence
entre la vitesse maximum et la vitesse locale est inds-
pendante de Ja rugosité, ¢t uniquement fonction de
/Ry

M. Bifsen reconmail qu'en fail, la vitesse déficilaive
¢tant proportionnelle & g2, les abscisses sont mulliplides
par $§72/(32, quand on passe d’unc conduite a Vauire, mais
ce rapport est trés voisin de Punité dans tous les eas
pratigues.

M. Scurac ajoute que les valeurs sont identiques puis-
que, si le nombre de REYNOLDS augmente, 1a loi de dis-
tribution de Ia longueur de mélange tend vers une
courbe limite; cetie constatation est & la base des lois
de distributions de vitesse de PranpTnL et de Kanmax,

M. le Président remercie M. Bimisen de son intéressante
communication,




