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Quelques résultats théoriques récents 
concernant les écoulements 

des nappes d'eau souterraines (*) 
(Suite et fin) 

A few recent theoretical results 
concerning ground water f low (*) 

PAR E . M E Y E E 

INGENIEUR AU LABORATOIRE DAUPHINOIS D'HYDRAULIQUE, GRENOBLE 

La présente partie de cet article contient essen­
tiellement les justifications théoriques des 
assertions énoncées précédemment et relatives 
aux nappes de grande épaisseur. De plus, on 
montre clairement que les termes « grande » 
et « petite » épaisseur sont en réalité impropres 
et qu'il conviendrait plutôt de dire : « distances 
horizontales petites » ou « grandes devant 
l'épaisseur ». La théorie des nappes de grande 
épaisseur s'applique donc toujours vers les 
bords des nappes à leur surface libre; par 
contre, l'approximation de Dupuit peut ne 
jamais s'appliquer si les dimensions horizon­
tales globales sont petites devant l'épaisseur 
(cas des digues par exemple). 
On montre aussi que les caractéristiques des 
n'appes (perméabilité, porosité, obstacles, etc.) 
n'influencent que peu les forces exercées par 
l'eau sur les ouvrages situés dans les nappes 
ou sur leur bord. Ceci est particulièrement 
important ; en effet, dans les nappes habituelles, 
ces caractéristiques sont essentiellement varia­
bles d'un point à un antre point (même très 
voisin du premier). De plus, ces caractéristiques 
sont souvent, difficiles à mesurer voire même à 
définir. 

En résumé, il y a deux cas d'études possibles : 
éludes globales d'une nappe par une méthode 
dit. type « approximation de Dupuit » et en se 
servant des caractéristiques moyennes mesurées 
par des méthodes mettant en jeu des parties 
importantes des nappes et études locales par 
une méthode du type « n'appes à grande épais­
seur » à la condition que les caractéristiques 
lointaines n'interviennent pas et que les carac­
téristiques locales proches interviennent peu. 

This section of the article is fundamentally 
concerned with theoretical proofs of statements 
made previously in connection with deep ground 
water. Furthermore it is clearly shown that 
the expressions "deep" and "shallow" are un­
satisfactory and that it is better to say "small 
horizontal distances" or "large compared with 
depth". The theory of deep ground water can 
always be applied at the free surface near a 
boundary. On the other hand cases occur where 
Dupuit's approximation cannot be applied, for 
example when the maximum horizontal dimen­
sions are small compared with the depth (e.g. 
dykes). 

It is also shown that conditions such as permea­
bility, porosity, obstacles, etc. have, little effect 
upon the forces which the water exerts upon 
structures surrounded by, or boudaries of 
ground water. This is very important for, in 
most cases, such conditions vary fundamentally 
from point to point even when these points 
are close together. Furthermore it is often dif­
ficult to measure these conditions, let alone 
define them. 
In short, there are two possible means of inves­
tigation: 
An overall investigation of a ground water 
region by a "Dupuit Approximation" method 
and using mean measurements of conditions, 
obtained by means which reflect the effect of 
a large expanse of ground water; a localized 
investigation' using a "thick layer of ground 
water" method where distant conditions and 
conditions in the immediate vicinity have little 
effect. 

(*) Cf. La Houille Blanche, n° 1, 1955; n° 5, 1955. 
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C H A P I T R E I I I 

C O N S I D É R A T I O N S T H É O R I Q U E S 

(Suite) 

3-6. — N a p p e s d e g r a n d e épa i s seur . 

R e p r e n o n s les é q u a t i o n s d u p a r a g r a p h e 3-1 : 

A 3 h — 0 d a n s le mi l ieu p o r e u x ; 

dh 

dz 

dn 

+ 
m dh 
K dt 

0 s u r les obs tac les 

0 à la su r face l ib re ; 

Ces é q u a t i o n s ne p e u v e n t ê t re in tégrées que 
d a n s u n n o m b r e de cas t r è s r e s t r e in t . Il f au t 
p o u r cela : 

1) Q u e le mi l ieu soit h o m o g è n e et l imi té vers 
le bas p a r u n e couche i m p e r m é a b l e ho r i ­
zon ta l e ; 

2) Que les a u t r e s pa ro i s soient ver t ica les et en­
t i è r e m e n t cons t i tuées s u r c h a q u e ver t ica le 
soit d 'obs tac les , soit de su r face de contac l 
e n t r e l 'eau s o u t e r r a i n e et de l 'eau l ib re ; 

3) Que leur t r a cé en p l a n soit f o rmé : 

a) ou b ien d 'e l l ipses et hype rbo le s h o m o -
focales ; 

b) ou bien de cercles c o n c e n t r i q u e s et de 
dro i tes p a s s a n t p a r le c e n t r e ; 

c) ou b ien de d ro i t es o r t h o g o n a l e s ; 

d) ou bien des pa rabo le s homofoca le s ; 

4) Que les angles vus de l ' i n t é r i eu r de l 'écoule­
m e n t et fo rmés p a r les d ivers a rc s soient 

de 90" (et n o n de 270° ) ; 

5) Que c h a q u e a rc soit u n obstacle ou u n e sur­
face de con tac t avec l 'eau l ibre . 

D a n s t o u s les a u t r e s cas, il f au t fa i re des 
a p p r o x i m a t i o n s . Aux p a r a g r a p h e s 3-3 et 3-4, n o u s 
avons décr i t c e r t a i n s ca lcu ls fa i ts avec l ' ap ­
p r o x i m a t i o n de D U P U I T app l i cab le à u n e cer­
t a ine d i s t ance des l imi tes et q u a n d l ' épa i s seur 
de la n a p p e est faible. N o u s a l lons m a i n t e n a n t 
fa i re u n e a u t r e a p p r o x i m a t i o n , celle (en q u e l q u e 
sor te inverse) de la n a p p e de g r a n d e épa i s seu r , 
q u i r ev i en t à suppose r l ' épa i s seur de la n a p p e 
in f in iment g r a n d e (fig. 51) . 

,sol 

-r-V" r 

surface libre 
de la nappe 

couche imperméable très loin 

FIG. 5 1 

E t u d i o n s d ' abord les écou lemen t s s i n u s o ï d a u x 
en posan t , c o m m e au p a r a g r a p h e 32 : 

h = 61 [H e ^ ' l , d 'où la cond i t ion à la su r face 
l ibre : 

9 H 
dz 

m 
li 

j « H = 0 
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Si on pose d a n s t o u t le mi l i eu : 

ôH , m . 

La fonct ion <I> sa t i s fa i t à l ' équa t ion : 

A 3 $ = 0 

dans le mi l ieu et a u x cond i t ions : 

$ — 0 à la su r face l ibre 

et : 

(3 ,13) 

3 H . m . TT d o n n é e " 

sur les sur faces de con tac t avec l ' eau l ibre . 

P o u r que la cond i t ion à la l imi te s u r u n obs­
tacle i m p e r m é a b l e soit e x p r i m a b l e en fonc t ion 
de i>, il f au t q u e cet obs tac le soit u n cy l indre à 
généra t r i ces ve r t i ca l e s ; a lo r s : 

3 $ 
dn dz + 

m 
K 

. 3 H d 
dz 

m 
dn 

= 0 

L a d e r n i è r e égal i té es t v r a i e p a r c e q u e l 'ac­
c ro i s semen t « dz » es t le long de la géné ra t r i ce 
de la pa ro i . N o u s avons a lors r a m e n é le p r o b l è m e 
avec des cond i t ions a u x l imi tes m i x t e s à u n p r o ­
b lème n ' a y a n t q u e des cond i t i ons a u x l imi tes 
du type : 

d<ï> 
dn 

0 

ou : 
d o n n é e 

On p e u t d o n c r é s o u d r e u n g r a n d n o m b r e de 
p rob l èmes p l a n s et c e r t a i n s p r o b l è m e s à t ro i s 
d imens ions . C o n n a i s s a n t <T>, on e n dédu i t H p a r : 

3 H 
dz + 

m j CÚ H = <i> 

Cette m é t h o d e est ana logue à celle déjà em­
ployée au p a r a g r a p h e 34 p o u r les i m a g e s d ' u n e 
source p a r r a p p o r t à u n e p a r o i . O n p e u t géné­
ra l i ser cet te m é t h o d e au cas où les p a r o i s du 
mil ieu p o r e u x ne sont p a s ver t ica les , m a i s incl i ­
nées . TI s 'agit e s sen t i e l l emen t de t r o u v e r u n e 
fonct ion <T> liée l i n é a i r e m e n t à H et a u x dér ivées 
nar t ie l les de H et tel le q u e $ = 0 a la su r face 
l ibre et (d$/dn) = 0 s u r les p a r o i s i m p e r m é a ­
bles. Une m é t h o d e t r è s i n t é r e s s a n t e a été publ iée 
n a r F R I T Z J O H N [ 8 1 . L a clé du p r o b l è m e se 
t rouve essen t i e l l ement page 158. é q u a t i o n ( 1 ; 3 2 ) . 
Nous n ' e n t r o n s p a s d a n s la d i scuss ion de ces 
cas qu i sont n e t t e m e n t p l u s dél ica ts que ceux qui 
seron t exposés ici, t ou t en n ' a p p o r t a n t q u e des 
r é su l t a t s semblab les , s ans n o t i o n s v r a i m e n t n o u ­
velles. 

D o n n o n s u n e x e m p l e de la m é t h o d e . Soit à 
d é t e r m i n e r les o n d e s p r o d u i t e s d a n s u n m i l i e u 
p o r e u x p a r u n e v a r i a t i o n s inuso ïda l e d ' u n p l a n 

amplitude —^ 
de la marée \ *—R~N—<;—;—\—R-

position moyenne 
de la surface libre 

profondeur très grande 

\ \ 
FIG. 5 2 

d ' eau l ibre , c o m m e i n d i q u é s u r la f igure 52 
( m a r é e ) . 

D a n s ce cas , o n a : 

h = H 0 e^* s u r x = 0 ; z < 0 

<ï> es t d é t e r m i n é p a r : 

A 2 $ = 0 

$ = 0 s u r z = 0; x > 0 

m 
K 

/ CO H 0 s u r x — 0 ; z < 0. 

E n p l u s , <& —* 0 p o u r x—>CO. 

L a so lu t ion <ï» est év iden te et se d é d u i t d u 
r é s e a u i s o t h e r m e c o r r e s p o n d a n t à Z == j log Ç, 
avec Z = «> + j W et Ç = x + /' z (fig. 53 ) . 

FIG. 5 3 

D o n c 

2 m j CO H 0 A rc t g 
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D ' o ù : 

- g T + - g - J » H = _ j oo H 0 Arc tg — 

On en dédu i t : 

J L /Ü, _ £ L H n e-too»/*). 
2 J K 

>" Arc tg — du 

- - j u) H 0 e - ^ C ' / K ) - - . / ( X ) 

7C ' IV 

P o s o n s : 

m m , m 
— co z = Ç ; — u i = l ; — B i i = i) 

L 'expres s ion t rouvée vérifie b ien : 

3 H . . m T J N 

~ 3 7 + ^ - K " H = O 

à la su r face l ibre, c o m m e on s 'en a s s u r e faci­
l ement , m a i s p o u r sa t i s fa i re à AH = 0, il f au t 
que f (5) satisfasse, à f" — / = (1 /ç) . 

D 'où : 

1 
dw — 

1 

il w 

•t, e~w 

W 
dw 

E n p lus , i l f au t que H sa t i s fasse a u x condi ­
t ions H = 0 e n x = o> et H = H 0 en x — 0. Ceci 
rev ien t à exiger q u e / (oo) = 0 et jf (0) = 1. La 
p r e m i è r e condi t ion d o n n e E3 = w , la deux i ème : 

w 
dw 

D'où : 

H = ^ - / H 0 e - f e"' Arc tg ~ du -f- j H 0 e - J î 
? 7C 

DU> — r; w 
dw + H 0 e-M e-i 

L a surface l ibre est d o n n é e p a r Ç = 0 

H = - ; H 0 

oo e -

CO g — W 

W 
dw + H 0 c - i 

Rappe lons que les in tégra les i n t e r v e n a n t sont 
des fonc t ions don t il exis te des t ab les (voir pa r 
exemple [ 5 ] ) . 

L a sur face l ibre n e con t i en t p a s d ' ondes c o m m e 
d a n s le cas des n a p p e s d ' é p a i s s e u r finie. E n fait 
nous avons vu que si la d i s t ance x es t p lus 
g r a n d e que l ' épa i s seur de la n a p p e , l ' approxi ­
m a t i o n de D U P U I T r e n d b ien c o m p t e d u phéno ­
m è n e . L ' a p p r o x i m a t i o n n a p p e de g r a n d e épais­
seur ne p e u t donc ê t re va lab le que si la dis­
t a n c e x est n e t t e m e n t i n f é r i eu re à l ' épa i sseur 
de la n a p p e . Nous t r o u v o n s ici cet écou lemen t 
t r a n s i t o i r e d a n s l 'espace don t il é ta i t ques t ion 
avan t . 

L ' a p p r o x i m a t i o n est donc s u r t o u t i n t é re s ­
san t e p o u r é tud i e r ce qu i se p a s s e p r è s des l imi­
tes , obs tac les ou d ' a u t r e s i r r é g u l a r i t é s . A t i t r e 
d ' exemple , n o u s é tud i e rons les s u r p r e s s i o n s der­
r i è re les m u r s de qua i . 

D ' u n e façon généra le , le p r o b l è m e se scinde, en 
deux p a r t i e s : 

n) Reche rche de la fonct ion 4>; 

b) Reche rche de H p a r la f o r m u l e : 

H ( / c o ) = / ' c o - ^ - e - № ( » » / K ) e / e /w(m /K)« ,J> ( T ; „ ) (iu f 
On p e u t employer d ' u n e façon généra le les va­

r iables r édu i t e s Ç et l, d 'où : 

H (;W) = e-H P e*> $ (X; v) dv 
J h -5 V) ^ 

3-7. — Surpress ion derr ière l e s m u r s d e quai d u e à la m a r é e . 

Nous a d m e t t r o n s é v i d e m m e n t la m a r é e s inuso ïda le . Le m u r de q u a i est celui s c h é m a t i s é su r 
la figure 54. 

O n a ici : H = H 0 p o u r x = 0; z < — 

Donc, <I> doi t sa t i s fa i re : 

à l ' équat ion : A <I> = 0 

et a u x condi t ions : <1> = 0 p o u r z = 0; x > 0 

3 * 

ci. 

3 n 
= 0 p o u r x = 0; 0 ^ z > — a 

m <I> = ; w - jp - H 0 p o u r x = 0 ; z < — a 
r i FIG. 5 4 
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C o m m e d a n s le cas p récéden t , on voit d i r e c t e m e n t q u e le c h a m p i s o t h e r m e de la fonc t ion 
Z = ~ ~ Arg sh (x + jz)/a (fig. 5 5 ) d o n n e la so lu t ion d u p r o b l è m e . 

D 'où : 

$ ; w JE. A H 0 % i Arg sh JLàlll. 

K % " I a 

. . } s ignif iant : p a r t i e i m a g i n a i r e de . 

E t H est d o n n é e p a r : 

m 
f- / co • H == 7 co H f t °t : Arg sh 

FIG. 5 5 

D'où : 

H = — 7 co ~ — H 0 e - J " C » / K ) * ^ EICO(»/K)« <j, j Arg sh ^ "X +
 ] lûj ]du + e - ' " < m / K > * f (x) 

On t r o u v e / CE) au p a r a g r a p h e 3-6. 

F i n a l e m e n t , on ob t ien t : 

H = H 0 e - W + « > e-i jU0e-H f1 % S Arg sh 1 + J V 

% J _A ' ( OC 

dv 

en p o s a n t c o m m e p r é c é d e m m e n t : 

co m „ m co , m u m co 
_ Z = | ; ; _ ï = { ; _ a = . i * = „ 

Le ca lcu l de H (x; z) est dél icat d a n s le cas généra l . 

Sur le m u r d u q u a i (1 = 0; 0 ^ Ç > — «0 on a : 

H = H 0 «-'<*+«> - j H 0 e - ' î fS e ^ A r c s i n — d» 

Compte t e n u de la p r e s s ion ex t é r i eu re d u e à la m e r , la force t o t a l e s u r le m u r est . 

F = ra J~° (H — H 0 ) dz 

F est donc d o n n é e p a r u n e in t ég ra l e doub le . Si on i n t e r v e r t i t l ' o rd re des i n t é g r a t i o n s , on 
t rouve 

F — — tu H 0 a + ; J - c i 

% 1. 

• e-i 
ir J o 

e - y « w Arc sin w dw 

La de rn i è r e in tégra le peu t s ' in tégrer p a r p a r t i e s et on t r o u v e : 

— f1 e-i«« Arc sin wdw = j * ^ l - ~ V « ' > - j - J«^L 
•K J o a a. a 

J 0 CA) : fonc t ion de B E S S E L d ' o rd re zéro . 

S 0 (a) : fonct ion de S T U R V E d ' o rd r e zéro. 

On en d é d u i t : 

F = - * H 0 A R I - - A _ W + • 1 - J , W 
I TT A A 
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O n p e u t éga l emen t ca lcu ler le m o m e n t des forces p a r r a p p o r t à l 'or igine : 

M = w f° z (H — H„) dz 

On p e u t ca lculer cet te i n t ég ra l e en fonct ion de F . T o u s calculs fa i t s , o n t r o u v e : 

1 . 1 F 
M = er Hr. a2 

4 ^ a H H 0 a 

L e sys t ème des forces app l iquées est équ iva l en t à u n e force u n i q u e . Son p o i n t d ' app l i ca t ion 
peu t ê t re ca lcu lé à p a r t i r de M. Il va r ie p é r i o d i q u e m e n t m a i s n o n s i n u s o ï d a l e m e n t . 

Sur la figure 29 on voit q u e si a > 6 ou 8, on p e u t a d m e t t r e a. = a>. D 'où : 

F = — — H 0 a 

M == -}- w H 0 a 2 

4 

E n p r a t i q u e (marées de l ' o rd re de v i n g t - q u a t r e h e u r e s ; m u r de l ' o rd re de 5 m ; K de l ' o r d r e de 
1 0 - ; i à 1 0 - s ; m de l ' o rd re de 5 (*) à 30 % ) ; a va r i e de que lques cen t i èmes à q u e l q u e s c e n t a i n e s . 

Q u a n d a est g r a n d , t ou t rev ien t à négl iger 3 H / 3 z devan t y<o ( m / K ) H d a n s la cond i t ion de sur­
face l ibre . D a n s ce cas , on p e u t fa i re u n calcul p l u s s imple , c o m m e on le v e r r a p l u s loin. 

R e m a r q u o n s en p a s s a n t que la fonct ion $ calculée p l u s h a u t n ' e s t p a s définie d ' u n e façon 
u n i q u e . O n p o u r r a i t en effet a d m e t t r e u n e s ingular i té au po in t z = — a; x = 0; p a r e x e m p l e u n pôle . 
P a r u n e inve r s ion et u n e t r a n s f o r m a t i o n « J O U K O W S K I inverse », on ob t ien t u n c h a m p c o n n u (super ­
pos i t ion d ' u n c h a m p u n i f o r m e et d ' u n double t (fig. 5 6 ) . On p o u r r a i t donc a jou te r à la so lu t ion «I» 
adop tée la fonct ion : 

j V(x + ; zy- + «2 ) C % 
d i x -f- j z 

C : c o n s t a n t e a r b i t r a i r e . 

Cette fonct ion sa t i s fa i t à t ou t e s les cond i t ions imposées à 
N é a n m o i n s , si C ^ 0, la force s u r le m u r est infinie. D ' u n e façon généra le , les é c o u l e m e n t s 

p h y s i q u e m e n t poss ib les son t ceux p o u r lesquels * n ' a p a s de s ingu la r i t é su r le con tou r . Alors H 
et $ sont d é t e r m i n é s d ' u n e façon u n i q u e . 

On p e u t éga l emen t é tud ie r p a r cet te m é t h o d e d ' a u t r e s écou lemen t s p lus compl iqués , p a r exem­
ple ceux schéma t i s é s su r les f igures 57, 5 7 A m e t en j e u des fonc t ions e l l ip t iques . D ' a u t r e s écou lemen t s 
encore m e t t e n t en j e u des fonc t ions hype re l l i p t iques n o n t a b l é e s ) ; a ins i le cas de la figure 58 ( m u r 
avec d r a i n s ) . Il semble imposs ib le de prévoi r e x a c t e m e n t ce qu i se passe d a n s ce c a s ; les l ignes de 
flux p a r t a n t des d r a i n s abou t i s sen t à la sur face l ibre , il est donc difficile de faire u n e a p p r o x i m a t i o n . 

(*) Les sols alternativement à sec et dans l'eau ont souvent une faible porosité effective. 

Fio. 56 FIG 57 A Fio. 57 в Fio. 58 
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E l u d i o n s m a i n t e n a n t r a p i d e m e n t q u e l q u e s cas n o u v e a u x en a d m e t t a n t l ' a p p r o x i m a t i o n q u i 
consis te à pose r H — 0 à la su r face l ib re . 

D a n s ce cas , le p r o b l è m e est c l a s s ique p u i s q u ' o n c o n n a î t soit H, soit dH/dn d a n s t ou t e s les 
f ront ières . f. 

Cette a p p r o x i m a t i o n « é te in t » les ondes p u i s q u e H a u r a la m ê m e p h a s e p a r t o u t . E l le n ' e s t 
acceptable q u e t o u t p r è s de la f ron t i è re de la n a p p e e t p e u t se rv i r à ca lcu le r les efforts s u r les o u v r a ­
ges. On p e u t fa i re ce t te a p p r o x i m a t i o n q u a n d l ' ouvrage es t te l q u e : 

m co 

K 
a > 5 ou 1 0 

a : d i m e n s i o n p r i n c i p a l e de l ' ouv rage . 

D a n s cet te a p p r o x i m a t i o n , les c a r a c t é r i s t i q u e s m et K n ' i n t e r v i e n n e n t p l u s ; o n n ' a d o n c p a s 
besoin de les c o n n a î t r e avec p réc i s ion et el les o n t le d ro i t d ' ê t r e va r i ab l e s d a n s u n e c e r t a i n e m e s u r e . 
E n ou t r e , on n ' a p l u s beso in d ' a d m e t t r e la p r o f o n d e u r inf inie . 

Soit d ' a b o r d la d i spos i t ion s c h é m a t i s é e s u r la figure 59. 

H est d o n n é p a r : 

AH = 0 

0 s u r A B C 
3/i 

H = H 0 s u r C D 

3 H 
dn 

H = 0 su r A F 

D a n s le cas des p r o b l è m e s p l a n s , on p e u t assoc ier à la fonc t ion h a r m o n i q u e H la fonc t ion G 
telle q u e : 

3 G = _ j ) H e t 3G _ 3 H 
3x dz 'dz 3x 

G est a lo rs défini à u n e c o n s t a n t e add i t ive p r è s . N o u s a j u s t e r o n s ce t te c o n s t a n t e p a r la su i te . 

Alors : 

H (x; z) + j G (x; z) =f(x + jz)=f (Ç) 

a v e c : 

x + j z = Ç 

L a force h y d r a u l i q u e exercée su r la p a r t i e A B C du m u r est a lo rs d o n n é e p a r ses c o m p o s a n t e s 
F i» et F l B : 

H dz — xss F l œ = f pdz = m f H dz — us fA zdz 
Je Je Je 

F , . = ra / Hrfx — / 
Jo Je 

z dx 

L a force s u r la p a r t i e C G est d o n n é e p a r : 

F 2 a , = T o - / H 0 dz •—- ctr / z d z 

Je Je 

F 2 a = cT H0dx — w J~G zdx 

FIG. 59 

et : 
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L a force to t a l e est d o n n é e pai - : 

/""G /"*A /" A, 
F^ = bt / H 0 dz — bt / H d z 4 - H / zdz 

Je Jo Ja 
r<3 /-A r A 

Fz = sr ! Hndx — 07 / H d x + ra / zdz 
Ja Jo Jg 

zdz est v i s ib lement n u l l e ; bt / zdx est l a poussée d 'Arch imede , soit A : 
Ja 

rA 

JOr 

D'où 

Si on pose 

F est d o n n é p a r : 

¥ x = tu H 0 ( z G — Za) — bt 

F~ = tu H 0 {xG — xG) — or 

F = F s + y F a , -

F = w H 0 « G — W — w 

Comme ( 3 H / 3 n ) = 0 s u r le m u r la fonc t ion G y est c o n s t a n t e . Nous cho i s i rons la c o n s t a n t e 
addi t ive d o n t il é ta i t q u e s t i o n p l u s h a u t , de tel le façon q u e G = 0 su r le m u r . Alors on a : 

BT H 0 ( Ç G — <; c) — tu 

O n p e u t de m ê m e ca lcu ler le m o m e n t p a r r a p p o r t à l ' o r ig ine ; il est d o n n é p a r : 

M = dt j - ^ ( ç 0 2 _ ! y » ) _ w Ç / ( Ç ) d ç J + M A 

dv " I . . • I s ignif iant p a r t i e réel le de.. . 

M A : m o m e n t d û à la poussée d 'Arch imede . 

E t u d i o n s à t i t r e d ' exemple le cas schémat i sé s u r la figure 60. 

Fio. 6 0 FIG. 6 2 

Le c h a m p i s o t h e r m e de la fonct ion / (Ç) est d o n n é p a r la figure 6 1 . 

Soit l ' abscisse de C : — a ; celle de D : — L . 

P a r la t r a n s f o r m a t i o n T = sh O Ç /2 L) on ob t ien t la figure 62 qu i r e p r é s e n t e le r é s e a u iso­
t h e r m e de : 

9 O) 
K (*) I k ' 

(*) K est ici le quart de la période de la fonction « sn ». La perméabilité n'intervient pas dans le pro­
blème, puisqu'on a admis que co m a/K était grand, donc K petit. 

FIG. 61 
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s n " 3 é t an t la fonct ion inve r se de « s n ». 

D 'où : 

f{0 =H(x;z) + jG(x;z) = - | & s n ~ ] (-L sh - | | - ; 

P o u r £==() , on a H = G = 0; la c o n s t a n t e addi t ive es t nu l l e . 

- f du = U k / ~ * ^ 2 L dv 

f<$=^tj^* 2 L V A — u2) A — * 2 a 2 ) * K y « V I + A / * 2 ) s h 2 « 

en p o s a n t u = y//c sh u. 

L e p o i n t C est v i s i b l emen t d o n n é p a r T = — j k. 

D o n c : 

Çc == — (2 A ) /' L Arc sin 7c avec k = s in a %/2 L. 

So = — 7 ' a 

et 

fA
 / (ç) d ç = { % - / " ° d ç / " ' 

' G 'C Ji y _ j o . / o V I + d A 2 ) s h 2 v 

H 0 L / " « • / " (2 f A ) — ( a / L ) df 

ou 

K (% a/2 L) Jo V s i n 2 (a « / 2 L) — s i n 2 t 

F I ß / ' 1 ( 1 — u) du 

De m ê m e 

7 w H 0 a K (ß) y o V s i n 2 ß — s i n 2 (ß u) 

M 1 I ß / " 1
 ( 1 —- u 2 ) du 

a 2 H 0 w 2 2 K ( ß ) . A V s i n 2 ß — s i n 2 (ß u) 

Ces i n t ég ra l e s définies n e p e u v e n t p a s s ' exp r imer a u m o y e n de fonc t ions t ab lées . O n p e u t n é a n ­
moins fac i l ement d é t e r m i n e r l eu r v a l e u r p a r p l a n i m é t r a g e . On t r o u v e f i na l emen t F / c o H 0 a et M A H 0 a 2 

en fonct ion de ($ (fig. 32) . A p a r t i r de ( a / L ) < ( 2 / 3 ) , (c 'es t -à-di re g < 1 ) , on p e u t a d m e t t r e L = o o . 
P a r ce ca lcul et d ' a u t r e s ana logues , on p e u t f ac i l emen t voir q u e seuls les obs tac les et i r r é g u ­

lar i tés s i tués à u n e d i s t ance i n f é r i eu re à la ta i l le de l 'obs tac le p r i n c i p a l i n t e r v i e n n e n t en ce qu i con­
cerne les forces . 

Comme a u t r e exemple , é t u d i o n s le cas d u m u r épa i s (fig. 63) . 

Le r é s e a u i s o t h e r m e de / (Ç) es t d o n n é p a r la l igure 64. O n p e u t t r o u v e r son exp re s s ion a n a l y ­
t ique p a r la m é t h o d e de l ' hodographe . Celui-ci es t r e p r é s e n t é s u r la figure 65 . E n u t i l i s a n t la t r a n s ­
fo rma t ion qu i fai t c o r r e s p o n d r e log z à z, on ob t ien t la figure 66. L a fonc t ion r é c i p r o q u e es t r e p r é ­
sentée su r la f igure 67. 

FIG. 6 3 FIG. 6 4 
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Les é q u a t i o n s de ces r é s e a u x son t : 

F i g u r e 67 : Z = — 1/2 log X' 2 [s in (T — a). s in (T + a) ] 

F i g u r e 66 : T = — 1/2 log X' 2 [s in (Z — a). sin (Z + a)' 

1 
r îgure bi) : T : X' V s i n (Z — a ) . s in (Z + a) 

Fie. 6 

FlG. 66 

L ' é q u a t i o n de la fonct ion che rchée est donc : 

df 1 
( l Ç X' V s i n (u, f — a) — s in (u. / + a) 

D 'où 

Ç = X e?u V s i n 2 u — s i n 2 a + O 

L a c o n s t a n t e i n t r o d u i t u n e t r a n s l a t i o n de Ç. O n peu t donc la s u p p r i m e r . 

L a c o r r e s p o n d a n c e des po in t s es t la su ivan t e 

/• = 0 : Ç = 0 

j*. jf = e a : Ç = s y X [ E (a) — c o s 2 a K (a) ] = s j B avec s — ±-. 1 

s i n 2 a K ( a ¡1. / = s TC/2 : Ç (S w / 2 ) = Ç TE a) + X 

O n obt ien t l ' écou lement cherché à u n e symé t r i e p r è s en p o s a n t 

= « J ' B + C 

2 H „ 

Les l o n g u e u r s son t données p a r : 

L I = A B = X [ E (a) — cos 2 a K (a)" 

L O = B C = X E , T - a s i n 2 a K ( — a 
\ 2 

L e r a p p o r t A B / B C n e d é p e n d que de la q u a n t i t é « a ». Calculons F 

J o 

FIG. fi? 
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D'où : 

a L, H „ 

sr L., H „ 

= 1 
it [ E (fl) — c o s - a K (a) ] Ja 

E ( - - - — a ) — s i n 2 a K I — a 

u V s i n 2 n — sin- a du 

/ u V s i n 2 a — s i n - u 
\ I y 0 

d u 

Si on pose (AB/BG) = p, on p e u t ca lcu ler Fx/(iss L X H 0 ) et F s / ( S T L 2 H 0 ) en fonc t ion de ? seul (fig. 3 1 ) . 

3-8. — P h é n o m è n e s n o n s i n u s o ï d a u x d a n s l e s n a p p e s d e g r a n d e é p a i s s e u r . 

Si le n iveau d ' eau l ibre va r i e d ' u n e façon n o n s inuso ïda le d a n s le t e m p s , on p e u t d é c o m p o s e r 
la fonct ion h(, (t) d o n n a n t cet te v a r i a t i o n en spec t re (ou série) de F O U R I E R et ob t en i r la so lu t ion du 
p rob lème p a r la m é t h o d e b ien c o n n u e de F O U R I E R . 

Le spec t re de h0 (t) se ra no t é 3C0 ( j w) : 
r+ co 

dCo(j<*)= / h0(t)ei*"dt 
~J — co 

On p e u t r é s o u d r e les p r o b l è m e s d ' écou lemen t s q u e l c o n q u e s d a n s t o u s les cas où l ' é cou lemen t 
s inuso ïda l est connu , c 'es t -à-di re e n p a r t i c u l i e r dans les cas exposés a u p a r a g r a p h e 3-7. E n r e p r e n a n t 
les no t a t i ons de ce p a r a g r a p h e , on a (voir p . 26) : 

H ( / Cü) — j cù e - i " ( m / K ) 2 / eyco(m/K)M $ ( a . ; u ) (Ju (3-14) 

On en dédu i t 

1 rOT m 

IR 7 o K 

On p e u t auss i t r a n s f o r m e r la r e l a t ion (3-14) en i n t é g r a n t p a r p a r t i e s : 

H (j «o) = * (x; z) — - L . * ' E ( .T; Z) + ( J L - L - Y = p . . . 

m J » \ m ; u y 

D 'où : 

A ( 0 = A 0 ( 0 * ( a : ; z ) — ^ - 7 i 0 ( 0 dr + ( - 5 - Y tf'V / " * df h, 

m _ / o \ m J Ja Ja 

Ainsi , si : h0 (t) == H I T (t), on ob t ien t : 

(*) dt : 

h{t) = ^ x ; z — - g - f 

Les t ro i s d e r n i è r e s r e l a t i o n s n e son t va lab les q u e si les sér ies cor­
r e s p o n d a n t e s convergen t . P r a t i q u e m e n t , elles n e c o n v e r g e n t q u ' e n u n 

FIG. 68 a FIG. 68 b FIG. 68 C 

n o m b r e t r è s l imi té de cas . O n voi t de su i te q u e cela ne p e u t se p r o d u i r e q u e si H ou 3 H / 3 n a u n e 
va leur c o n s t a n t e s u r c h a q u e l imi te ver t ica le . Il n ' e x i s t e que t ro i s cas où cela es t vérifié. Ils son t 
s chéma t i s é s su r la figure 68. Le t ro i s i ème n ' a a u c u n e va l eu r p r a t i q u e . Les d e u x a u t r e s d o n n e n t : 

4 
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, „ 2 A . z — ( K / m ) t 
h H, — Arc tg — — - — 

et 

h = Hx ~ J Arc tg t h z 
K 
m 

£ ctg (a; — a) Arc tg t h z-
K 
m 

í ) c tg (x + a) 

D a n s t o u s les a u t r e s cas , il conv ien t d ' e m p l o y e r la f o r m u l e 3-14. P r a t i q u e m e n t , il n ' ex i s t e p a s 
de cas s imples où h (t) pu i s se ê t re e x p r i m é a u m o y e n de fonct ions tab lées . P a r con t re , o n p e u t cher ­
che r les forces et m o m e n t s su r ce r t a in s ouv rages . Ains i p o u r le m u r de la figure 54, on ob t i en t à 
p a r t i r de : 

F ( ; <Û) = â€o (Y <«>) ra a 
2 / 2 r 1 

— - \ — — e~ia) -| / e~>aV Arc s in v dv 
re a it Jo 

(o ma 
avec : a = • K 

F (i) = TO a 
K 

— h (t) 
_ a m y í— (aro/K) 

a / n \ 
lu (u) d u + — / h 0 ( t — ~ ) Arc s in p cfu 

* y o V K 

Si h0 (t) = H x Y (t), c 'es t -à-dire p o u r u n aba i s semen t b r u s q u e d u p l a n d 'eau l ibre, on a (fig. 33) : 

am 
F (i) = a xs H x 

2 

it 

2 
V I ' — — T - | T A rc s in T 

p o u r t ^ 
K 

F (f) = 0 p o u r í > am 
IT 

avec : T : 
t K 
a m 

O n voit q u e la force tombe r i g o u r e u s e m e n t à zéro a u bou t d ' un t e m p s fini, a lors q u e l 'écoule­
m e n t pe r s i s t e j u s q u ' à t = <». 

3-9. — Conc lus ions d e la III e par t i e . 

Nous avons essayé d ' a p p l i q u e r à la théor ie des 
n a p p e s s o u t e r r a i n e s u n ce r t a in n o m b r e de con­
na i s sances de la p h y s i q u e m a t h é m a t i q u e , et p lus 
spéc ia l emen t de « l ' h y d r a u l i q u e m a t h é m a t i q u e ». 
Les bases de nos é tudes d o n t les équa t ions li­
néar i sées du p a r a g r a p h e 3-1. Ces équa t ions sont 
assez p r o c h e s des é q u a t i o n s r ég i s san t les écoule­
m e n t s des fluides pa r f a i t s d a n s l ' a p p r o x i m a t i o n 
de la « h o u l e de Stokes ». Seule la condi t ion à la 
su r face l ibre est différente : Z2$/dtz est r e m ­
placée p a r 3$ /3 f . Cette r e s s e m b l a n c e p e r m e t 
l ' appl ica t ion d ' u n ce r t a in n o m b r e de procédés 
m a t h é m a t i q u e s qu i on t été spéc ia l emen t conçus 
p o u r l ' hyd rau l i que , a ins i les m é t h o d e s employées 
a u x p a r a g r a p h e s 3-2, 3-6 et 3-7. Du po in t de vue 
p h y s i q u e , p a r con t re , il n ' y a a u c u n e analogie 
p ro fonde : le t e r m e 3 2 * /3 f 2 r e p r é s e n t e u n e iner ­
tie, donc u n e énerg ie c iné t ique q u i p e u t à t ou t 
m o m e n t se r e t r a n s f o r m e r en énerg ie po ten t ie l le ; 
le t e r m e 3 $ / 3 f r e p r é s e n t e a u c o n t r a i r e une r é ­
s i s tance d i s s ipan t de l ' énergie . L a h o u l e est u n 
écou lemen t sans p e r t e d 'énergie , t and i s que les 
écou lemen t s en mi l ieu p o r e u x sont des écoule­

m e n t s avec de t r è s grosses pe r t e s d ' énerg ie et s ans 
ine r t i e : a u s s i b e a u c o u p de p h é n o m è n e s p h y s i ­
ques de la hou le n ' o n t p a s de p e n d a n t e n ce q u i 
concerne les écou lemen t s en mi l ieu p o r e u x . Ainsi , 
p a r exemple , les ondes de Mach, les p h é n o m è n e s 
de r é sonance , les vagues de pen te , e t c . . 

P a r a i l l eurs , il a été r e c o n n u u n e fois de 
p l u s q u ' u n e a p p r o x i m a t i o n d u gen re « D U P U I T » 

est assez b o n n e d a n s le cas des n a p p e s , seu les les 
rég ions t r è s vois ines des l imi tes ou des grosses 
i r r égu la r i t é s sont m a l r ep ré sen t ée s . Il suffit le 
p l u s souven t de change r les cond i t ions a u x l imi ­
tes p o u r ob ten i r de bons r é s u l t a t s . Il es t év iden t 
q u e les nouvel les cond i t ions à a d o p t e r n e p e u ­
ven t p a s ê t re dé t e rminées p a r u n ca lcul ba sé su r 
l ' a p p r o x i m a t i o n de D U P U I T ; p a r con t re , d ' a u t r e s 
a p p r o x i m a t i o n s p e u v e n t ê t re fai tes , c o m m e le 
m o n t r e le cas des m u r s de qua i . R a p p e l o n s éga­
l e m e n t q u e les a p p r o x i m a t i o n s d u gen re D U P U I T 

n ' o n t a u c u n sens d a n s le cas des écou lemen t s 
à t r a v e r s les d igues ou d ' a u t r e s écou lemen t s 
p o u r lesquels les r a p p o r t s 

Dis t ances hor izon ta les 
Dis tances ver t ica les 
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ne son t p a s au m o i n s de l ' o rd re de 5 ou d e 10. 
(Dans le cas des n a p p e s , ces r a p p o r t s son t e n 
généra l au m o i n s de l ' o rd re de 30, souven t de 
100 et p lus . ) 

E n ce qu i c o n c e r n e les q u e s t i o n s encore en 
suspens , il s emble q u e les t ro i s su ivan t e s so ient 
du p lus g r a n d in t é r ê t : 

a) E n se b a s a n t s u r la r e s s e m b l a n c e m a t h é m a t i ­
que avec la hou le , i l s e ra i t u t i l e d ' é tud i e r 
u n e a p p r o x i m a t i o n m e i l l e u r e q u e la l inéa ­
r i sa t ion . P o u r la hou le , ce t te a p p r o x i m a ­
t ion est celle q u i c o n d u i t a u x « ondes 
cnoïda les ». Une tel le é t u d e a dé jà été for­
t e m e n t déve loppée p a r M . J A E G E R [ 4 ] . 

m a i s se h e u r t e d a n s la p l u p a r t des cas à 
de g rosses difficultés m a t h é m a t i q u e s ; 

b) Il c o n v i e n d r a i t d ' é t u d i e r l ' équa t i on ( 3 ; 11) 
d ' u n e façon p l u s a p p r o f o n d i e q u e n o u s 
l ' avons t'ait i c i ; 

e) Il c o n v i e n d r a i t d ' é t u d i e r p l u s e x a c t e m e n t les 
cond i t i ons a u x l imi tes à i m p o s e r à l ' équa­
t ion ( 3 ; 11) . 

N é a n m o i n s , o n voit q u e les m a t h é m a t i q u e s 
c l a s s iques son t r a p i d e m e n t insuf f i san tes . Il con­
v i e n d r a i t p r o b a b l e m e n t d ' é t u d i e r n u m é r i q u e m e n t 
u n c e r t a i n n o m b r e de p r o b l è m e s en f a i s a n t va­
r i e r les p a r a m è t r e s . Ces é t u d e s n e p e u v e n t 
m a l h e u r e u s e m e n t ê t re effectuées q u ' a v e c de p u i s ­
s a n t e s m a c h i n e s à ca l cu l e r a r i t h m é t i q u e s . 
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