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COMMENTAIRES ET DISCUSSIONS 

COMMENTS AND DISCUSSIONS 

Expériences sur la limite de validité de la 
loi de Darcy et l'apparition de la turbulence 

dans un écoulement de fi l tration 

Experiments on the range 
of val idi ty of Darcy's law and the appearance 

of turbulence in a f i l ter ing f low 

Nous avons reçu de M. le Professeur S. IRMAY, 
Chef de la Division d'Hydraulique à l'Institut 
Technologique d'Israël, une intéressante com­
munication que nous reproduisons ci-après, et 
qui commente un article de M . SCHNEEBELI 
publié précédemment. 
Suivant l'usage et à la demande du Professeur 
IRMAY, nous avons communiqué ce commentaire 
à M . SCHNEEBELI , qui nous a fait parvenir ses 
remarques; nos lecteurs en trouveront les élé­
ments à la suite des textes anglais et français 
de ce commentaire. 

1. — J e m e ré fè re à l ' i n t é res san t a r t i c le de 
M. SCHNEEBELI : « E x p é r i e n c e s su r la l imi te de 
validité de la loi de D a r c y et l ' appa r i t i on de la 
tu rbu lence d a n s u n écou lemen t de f i l t ra t ion », 
pa ru cet te a n n é e ( 1 9 5 5 ) d a n s le n° 2 de la Houille 
Blanche. 

2 . — Le p a s s a g e b r u t a l de l ' écoulement l a m i ­
naire à l ' é cou lemen t t u r b u l e n t , qu i est si c a r ac ­
tér is t ique de l ' écou lement b i -d imens ionne l d a n s 
les tubes c i r cu la i r e s ou r ec t angu l a i r e s , n ' a p a s 
encore été e n t i è r e m e n t expl iqué . Il p a r a î t ê t re 
dû à l ' ins tabi l i té de la so lu t ion des équa t ions de 
NAVIER-STOKES p o u r les n o m b r e s de Reynolds 61 
les p lus g r a n d s (SCHLICHTING, 1 9 5 1 ) , b ien q u e la 
validité de ces' é q u a t i o n s a i t été contes tée (Bm-
KHOFF, 1 9 5 0 ) . D a n s le d o m a i n e des écou lemen t s 
à t ro is d i m e n s i o n s , p a r exemple d a n s l ' é tude de 
la t r a înée d ' u n e sphè re , le 61 c r i t i que n ' a p a s 
d 'équivalent . Il n ' y a p a s de ra i son , p a r consé­
quent , p o u r s ' a t t e n d r e à u n tel r ég ime c r i t ique 
de t r a n s i t i o n p o u r u n mi l ieu po reux , qu i , d a n s 
le cas le p l u s s imple , se compose d ' u n g r a n d 
nombre de s p h è r e s . 

Wa have received an interesting contribution 
from Professor S . IRMAY, Chief of the Hydrau­
lic Division of the Israel Technological Ins­
titute, commenting upon a previously published 
article by Mr. S C H N E E B E L I . 

In accordance with usual practice and at Pro­
fessor IRMAY'S request we have submitted these 
comments to Mr. S C H N E E B E L I , who has sent us 
his remarks upon them. Readers will find the 
main points of these remarks at the end of the 
French and English texts of the comments. 

1 . — I r e fe r to t h e i n t e r e s t i n g p a p e r b y 
Mr. SCHNEEBELI : " E x p é r i e n c e s s u r la l imi te de 
val idi té de la loi de D a r c y et l ' appa r i t i on de la 
t u r b u l e n c e d a n s u n é c o u l e m e n t de filtration ", 
w h i c h h a s a p p e a r e d t h i s y e a r in No. 2 of La 
Houille Blanche. 

2 . — T h e s u d d e n t r a n s i t i o n f rom l a m i n a r to 
t u r b u l e n t flow, w h i c h is so c h a r a c t e r i s t i c of t h e 
t w o - d i m e n s i o n a l flow in c i r c u l a r o r r e c t a n g u l a r 
p ipes , h a t no t ye t fully been exp la ined . I t s eems 
to be due to t h e i n s t ab i l i t y of t h e so lu t ion of t h e 
NAVIER-STOKES e q u a t i o n s for h i g h e r 61 or 
Reyno lds n u m b e r s (SCHLICHTING, 1 9 5 1 ) , t h o u g h 
t h e va l id i ty of t he se e q u a t i o n s h a s been q u e s ­
t ioned (BIRKHOFF, 1 9 5 0 ) . T h e r e is n o 3 - d i m e n -
s ional ana logy to the c r i t ica l 61, e.g. in t h e s t u d y 
of t h e d r a g of a s p h e r e . T h e r e is no r e a s o n 
there fore to expec t s u c h a c r i t i ca l t r a n s i t i o n for 
a p o r o u s m e d i u m , w h i c h in t h e s imples t case 
cons i s t s of m a n y s p h e r e . 

3 . — T h e STOKES f o r m u l a for fa l l ing s p h e r e s 
gives a d r a g coefficient : 

T / 0 . 5 V 2 = = C = a/61 a = 2 4 ( 1 ) 
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3. — L a f o r m u l e de STOKES p o u r le m o u v e ­
m e n t de c h u t e de sphè re s d o n n e u n coefficient 
de t r a î n é e : 

T /0,5 V 2 = C = a/61 a = 24 (1 ) 

Cette f o r m u l e est ob t enue à p a r t i r d e s équa ­
t ions de NAVIER-STOKES en nég l igean t les t e r m e s 
d ' iner t i e (61 es t t r ès pet i t , p a r exemple 61 < 1). 
U l t é r i e u r e m e n t , O S E E N (1910) et GOLDSTEIN 
(1929) o b t i n r e n t u n e mei l l eure a p p r o x i m a t i o n , 
celle d 'OsEEN d o n n a n t : 

C = a/61 + b a = 24 b = 4,5 (2) 

et é t a n t va lab le p o u r 61 < 2 à 5. 
P a r a i l l eu rs , l ' a p p r o x i m a t i o n de STOKES (1) 

m o n t r e q u e l'effort t angen t i e l T est d i r e c t e m e n t 
p r o p o r t i o n n e l à la vi tesse V : 

T = AV (3) 

t a n d i s que l ' a p p r o x i m a t i o n d 'OsEEN (2) d o n n e 
u n e r e l a t ion n o n l inéa i re : 

T = AV - f B V 2 (4) 

P a r conséquen t , il n ' ex i s te p a s d 'ana log ie avec 
la f o r m u l e de POISEUILLE p o u r les t u b e s longs : 

T = AV (5) 

qui est r i g o u r e u s e m e n t v ra ie aus s i l o n g t e m p s 
q u e l ' écou lement est l a m i n a i r e , quelle que soit 
la valeur de 61-

Il n ' y a, p a r conséquen t , p a s de r a i son de s 'at­
t e n d r e , d a n s les mi l i eux p o r e u x , qu i son t b ien 
p l u s complexes q u e la s p h è r e isolée, à ce q u e la 
r e l a t i on l inéa i re (1), (3) ou (5) soit m a i n t e n u e 
p o u r u n é c o u l e m e n t l a m i n a i r e . I l y a t o u t lieu 
de c ro i re que , p a r ana log ie avec la s p h è r e isolée, 
l ' écou lement à t r a v e r s des mi l i eux p o r e u x p a s s e 
g r a d u e l l e m e n t p a r les s t ades su ivan t s : 

a) T r è s pe t i t 6\, : l ' é cou lemen t est l a m i n a i r e et 
sui t les é q u a t i o n s (1), (3) ou (5), c 'est-
à-dire u n e loi l i néa i r e ; 

b) 61 m o y e n : l ' écou lement est l a m i n a i r e et sui t 
les é q u a t i o n s (2) ou (4), c 'es t -à-di re u n e 
loi c o m p o r t a n t u n t e r m e correct i f add i ­
t i onne l d u second d e g r é ; 

c) G r a n d 61 • l ' écou lement es t t u r b u l e n t , le 
t e r m e d u second degré p r é d o m i n e . 

M. SCHNEEBELI est p r o b a b l e m e n t le p r e m i e r à 
avoir conf i rmé e x p é r i m e n t a l e m e n t ces fai ts évi­
d e n t s en théor i e . 

T h i s f o r m u l a is ob t a ined f r o m t h e NAVIER-
STOKES e q u a t i o n s b y neglec t ing t h e i ne r t i a t e r m s 
(very smal l 61, e.g. 61 < 1). L a t e r on OSEEN 
(1910) a n d GOLDSTEIN (1929) o b t a i n e d a be t te r 
a p p r o x i m a t i o n , t h a t by O S E E N be ing r ep re sen t ed 
by : 

C = a/6i+b a = 24 b = 4.5 (2) 

a n d val id for 61 < 2 to 5. 
Now STOKES ' a p p r o x i m a t i o n (1) s h o w s t h a t the 

s h e a r T is d i rec t ly p r o p o r t i o n a l to t h e velocity V : 

T = A V (3) 

w h e r e a s OSEEN'S a p p r o x i m a t i o n (2) gives a non­
l inear r e l a t i o n s h i p : 

T = AV + B V 2 (4) 

Hence t he re exis ts no ana logy w i t h POISEUILLE 
f o r m u l a in long t u b e s : 

T = AV (5) 

w h i c h is r igo rous ly t r u e as long as t h e flow is 
l a m i n a r whatever the value of 61-

Hence t h e r e is n o n r e a s o n to expec t in po rous 
media , w h i c h a re even m o r e complex t h a n the 
single sphe re , t h a t t h e l inear r e l a t i o n s h i p (1), (3) 
or (5) shou ld ho ld for l a m i n a r flow. T h e r e is 
every r e a s o n to believe t h a t , by ana logy to the 
single sphe re , t h e flow t h r o u g h p o r o u s med ia 
passes g r a d u a l l y t h r o u g h t h e fo l lowing s tages : 

(а) V e r y low 61 • t h e flow is l a m i n a r w i t h equa­
t ions (1), (3) or (5) val id, i.e. l i nea r law. 

(б) M e d i u m 61 : t h e flow is l a m i n a r w i t h equa­
t ions (2) or (4) val id , i.e. l a w w i t h an 
add i t i ona l q u a d r a t i c t e r m . 

(c) High 61 : t h e flow is t u r b u l e n t , t he q u a d r a t i c 
t e r m p r e d o m i n a t e s . 

Mr. SCHNEEBELI is p r e s u m a b l y t h e first to have 
conf i rmed e x p e r i m e n t a l l y t h e s e theore t ica l ly 
ev ident facts . 

4. Mr. SCHNEEBELI'S e x p e r i m e n t s w i t h glass 
balls' ( d = 2 7 m m ) a r e t h e c o n t i n u a t i o n of s imi lar 
e x p e r i m e n t s ca r r i ed ou t on l eadsho t by FANCHER 
et al ia (1933) a n d m e n t i o n e d b y MUSKAT (1942). 
T h e i r cu rve is given for t h e r a n g e 61 — 0.08 to 
0.3, w h e r e a s Mr. SCHNEEBELI'S r a n g e is 61 = 0.3 
to 800. 

5. T h e non- l inea r e q u a t i o n (4) for porous 
m e d i a seems to have been sugges ted first by 
FORCHHEIMER (1901). I t s equ iva l en t e q u a t i o n (2) 
seems to have been first sugges ted by LINDQUIST 
(1933). 

It seems t h o u g h t h a t h i s l i nea r c u r v e : 

C.0L = a + b.6l 
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4. — Les expér iences de M . SCHNEEBELI avec 
des bil les en ve r re (d = 27 m m ) c o n s t i t u e n t le 
p r o l o n g e m e n t d ' expér i ences s imi la i res su r des 
billes en p l o m b , d u e s à FANCHER et à ses colla­
b o r a t e u r s (1933) et m e n t i o n n é e s p a r MUSKAT 
(1942). L e u r s r é s u l t a t s c o r r e s p o n d e n t à des n o m ­
bres de Reyno lds c o m p r i s e n t r e 0,08 et 0,3 t a n ­
dis que p o u r M . SCHNEEBELI, ffi va r i e de 0,3 à 
800. 

5. — L ' é q u a t i o n n o n l inéa i re (4) p o u r des m i ­
lieux p o r e u x semble avoir été p roposée à l 'or i­
gine p a r FORCHHEIMER (1901). L ' é q u a t i o n équ iva­
lente (2) semble ê t r e d u e à LINDQUIST (1933). 

Il semble c e p e n d a n t q u e sa loi l inéa i re : 

C.cK =a + b.ûl 

ait été r e p r o d u i t e d a n s p l u s i e u r s ouvrages avec 
une échel le ver t ica le fausse (MUSKAT , 1937). 

h a s been r e p r o d u c e d i n m o s t books w i t h a w r o n g 
ver t ica l scale (MUSKAT , 1937) . 

S . IRMAY. 
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J ' a i lu avec b e a u c o u p d ' in t é rê t les c o m m e n ­
ta i res de M . le P r o f e s s e u r IRMAY s u r m o n ar t ic le 
« E x p é r i e n c e s su r la l imi te de val id i té de la loi 
de D a r c y et l ' appa r i t i on de la t u r b u l e n c e d a n s 
un écou lemen t de f i l t ra t ion ». 

J e p e n s e c o m m e lui que le passage à l 'écoule­
m e n t t u r b u l e n t d a n s u n tube rec t i l igne est p roba ­
b lemen t d û à u n e ins tab i l i té de la so lu t ion des 
é q u a t i o n s de Navier . P h y s i q u e m e n t , cet te i n s t a ­
bilité p r o v i e n t de ce q u e les forces de viscosi té 
ne sont p l u s suff isantes p o u r a m o r t i r les effets 
d ' iner t ie . Le t u b e rec t i l igne p ré sen te , p a r r a p p o r t 
a u x é c o u l e m e n t s n o n un i fo rmes , la p a r t i c u l a r i t é 
q u ' e n p r i n c i p e il n 'es t le siège d ' a u c u n e force 
d ' iner t ie . Celle-ci n ' e n t r e en j e u q u ' à la su i te 
d ' une p e r t u r b a t i o n acc idente l le (par exemple u n e 
imper fec t ion de la paro i ) et c 'est ce qu i exp l ique 
à m o n sens qu ' i l soit poss ible de r e p o u s s e r t r è s 
loin le n o m b r e de Reyno lds c r i t ique m o y e n n a n t 
ce r t a ines p r é c a u t i o n s . 

I n t u i t i v e m e n t , l a s tabi l i té d ' un m o u v e m e n t 
q u e l c o n q u e d é p e n d b ien du r a p p o r t i n e r t i e / a m o r ­
t i s sement , c 'es t -à-dire d u n o m b r e de Reyno lds . 
Si j e p u i s m e p e r m e t t r e u n e c o m p a r a i s o n t r i ­
viale, m a i s p a r l a n t e , j ' a s s i m i l e r a i vo lon t ie r s u n e 
par t i cu le de fluide à u n e au tomobi l e . 

Su r u n p a r c o u r s m o u v e m e n t é , la vo i tu re sera 
incapab le de su ivre u n e t ra j ec to i re régul iè re au-
delà d ' u n e ce r t a ine vi tesse. L a « t e n u e de r o u t e » 
d i m i n u e r a p r o g r e s s i v e m e n t lo r sque la vi tesse 
a u g m e n t e r a . Il en est e x a c t e m e n t de m ê m e de la 
stabi l i té d u rég ime l amina i r e d a n s u n écoule­
m e n t n o n u n i f o r m e . 

Sur u n p a r c o u r s rect i l igne, p a r cont re , la vi­
tesse a t t e i n t e p o u r r a ê t re t r è s élevée. Le bolide 
peu t se t r o u v e r d a n s u n d o m a i n e de s tabi l i té 

h y p e r c r i t i q u e , m a i s le m o i n d r e i nc iden t le p ro j e t ­
t e r a h o r s de sa t r a j ec to i r e . Ceci c o r r e s p o n d à la 
d i s c o n t i n u i t é a c c o m p a g n a n t le p a s s a g e en r é g i m e 
t u r b u l e n t d a n s u n é c o u l e m e n t u n i f o r m e . 

E n ce qu i conce rne la loi des p e r t e s de 
cha rge , j e v o u d r a i s s igna le r q u ' à m o n avis la 
fo rme Cf = f (ói) = o (\/ûl) est t o u t à fait gé­
n é r a l e et s ' app l ique aus s i b ien a u x r é s i s t ances 
h y d r o d y n a m i q u e s q u ' à t o u s les é c o u l e m e n t s i m a ­
g inab les . Les é q u a t i o n s d ' équ i l ib re d ' u n e p a r t i ­
cule de fluide son t en effet, d a n s t o u s les cas , 
de la f o r m e : 

M - f I + F = 0 
M , I et F r e p r é s e n t a n t r e s p e c t i v e m e n t les p r o ­
j ec t i ons s u r u n axe d o n n é des forces m o t r i c e s 
(press ion, p e s a n t e u r ) , des forces d ' ine r t i e et des 
forces de f ro t t emen t . 

E n d iv i san t p a r I, on ob t ien t : 

On m o n t r e f ac i l emen t q u e le p r e m i e r t e r m e 
d é p e n d d u Cf et q u e le second c o r r e s p o n d à 
On doit d o n c bien t r o u v e r u n e re l a t ion : 

L ' express ion : 

Cf = a — + b; 
ai 

c o r r e s p o n d a n t à u n T de la fo rme T = AV + BV 2 , 
p e u t ê t r e cons idé rée c o m m e u n e a p p r o x i m a t i o n 
c o r r e s p o n d a n t à u n déve loppemen t l imi té a u x 
p r e m i e r s t e r m e s . 

G. SCHNEEBELI. 
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