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INTERVENTION DE M. JACQUES BERNIER

SUR L’APPLICATION DES DIVERSES LOIS LIMITES DES VALEURS
EXTREMES AU PROBLEME DES DEBITS DE CRUE

I. — Introduction

L’étude des valeurs extrémes d'un échantillon
de n variables aléatoires n’est apparue qu’assez
tardivement dans les travaux des statisticiens;
pendant longtemps, la nature aléatoire méme
de ces variables a été mise en cause et ce
n’est que vers les années 1925 & 1930 que des
idées précises ont pu étre dégagées sur ce sujet;
le mérite en revient 4 d’éminents mathémati-
ciens comme MM. FRECHET, FISHER et TIFFETT
et surtout GuMBEL qui, par 'étude approfondie
de la loi exponenticlle qui porte son nocm et par
les nombreuses applications faites principale-
ment en hydrologie statistique, a contribué le
plus a la généralisation de cetite théorie.

Dans la suite de cette note, nous allons faire

quelques remarques sur la convergence vers les
lois limites des valeurs extrémes; cette question
a soulevé, & maintes reprises, de nombreuses dis-
cussions,

Nous mettrons ensuite en évidence le lien qui
existe entre la méthode d’estimation des crues
basées sur la théorie des valeurs extrémes et la
méthode de M. GIBRAT basée sur la loi de Galton.

Nous étudierons enfin une des trois lois des
valeurs extrémes, dite loi de Fréchet, qui ne sem-
ble pas avoir été utilisée jusqu'a présent, mais
dont certaines propriétés remarquables font
qu'elle peut éire appliquée avec succeés dans
certains cas, comme le montreront quelques
exemples.

1. — Formes limites générales de la loi de la plus grande valeur
d’un échantillon de n variables aléatoires indépendantes

Toutes les formes limites possibles de la fone-
tion de répartition de la plus grande valeur peu-
vent étre obtenues (cf. FISHER et TipPETT) par
la résolution de I'équation fonctionnelie sui-
vante :

Fr(x) =F (a, x4+ b,) IL 1)

Les solutions de (II, 1) sont de trois types dif-
férents :

— TyeE I (loi de Gumbel) : F () de la forme
e—<”; le champ de variation de la variable est
— o, 4 . La loi de la plus grande valeur d’un
échantillon de grandeur n tiré de cette loi est
de méme forme que la loi initiale; celle-ci subit
simplement une translation de module logn :
ceci résulte de (II, 1) ou1 @, = 1, b, == log n.

— TypE II (loi de Fréchet) : F (x) de la forme
e~ * (L positif); le champ de variation est

0, 4 o .

Pour cette loi: a,=n-V% b,==0; I'échelle

de la loi est seule modifiée lorsque I'on prend
la plus grande valeur : elle est multipliée par
n'/k (facteur croissant avee n).

— Type IIT : F (x) de la forme e~ (—9* (k po-
sitif) : le champ de variation est : — 0, 0,

La formule (I, 1) est telle que a,=n=+"/*
b, = 0: I'échelle est multipliée par n—1/# (facteur
décroissant avec n).

Les conditions qui permettent alors de choisir
entre ces diverses formes reposent sur le com-
portement asymptotique de la loi de Véchan-
tillon initial.

Soit ¥, (x) la fonction de répartition de cel
échantillon et f; () sa densité. Lorsque F; tend
vers 1 :

Si f; décroit de facon exponentielle
est le type L.

Si x tendant vers linfini, f, décroit comme
x~% la limite est le type II.

Si x tendant vers zéro par valeurs négatives,
f1 décroit comme |z|%; la limite est le type III.

: la limite
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IIl. — Remarques sur la rapidité de convergence
des lois exponentielles vers la loi de Gumbel

FisHER et TipPETT ont étudié la convergence
de la plus grande valeur de n variables norma-
les par lintermédiaire des coefficients 8, et 8,
de Pearson dont les expressions en fonction des
moments centrés u; sont :
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La convergence de ces paramétres vers les
valeurs correspondantes de la loi de Gumbel est
extrémement lente, comme le montrent les chif-
fres du tableau (III, 2).

TasLeavu (II1, 2)

n B1 Bs
2. ... .....0 0,019 3,062
B.o... ..., 0,092 3,202
10 . ... ..... 0,168 3,331
100 .........1 0,429 3,765
500 . ... ..... 0,570 4,003
1000......... 0,618 4,088
Loi de Gumbel. .. 1,299 5,400

Il nous semble cependant hasardeux de con-
clure, comme Yont fait FisHER et TIPPETT, a la
lenteur de convergence des lois de probabilités
elles-mémes. En effet, il arrive souvent en sta-
tistique mathématique que la rapidité¢ de conver-
gence des fonctions de répartition ou des den-
sités de probabilité et la rapidité de convergence
de paramétres attachés a ces fonctions soient
extrémement différentes.

Tel est le cas de la médiane d’une loi nor-
male : la densité de Ia médiane converge rapide-
ment vers la densité normale, alors que la va-
riance asymptotique =32/2n est atteinte treés
lentement, comme 1’a montré HoJso (1931). Ceci
peut expliquer dans une certaine mesure la con-
tradiction apparente qui existe entre les conclu-
sions de FisHER et TippETT et celles de M. Gum-
BEL qui s’appuient sur les propriétés de la
médiane et des densités de probabilités. Mais il
semble plus plausible d’expliquer ces différen-
ces par le fait que I'étude de M. GumBEL porte
sur la partie centrale des distributions alors que
les coefficients B, et B, faisant intervenir des
moments d’ordre élevés, sont fortement influen-
¢és par les grandes valeurs et caractérisent ainsi
la convergence des « queues de distribution ».
Ceci nous a amenés & penser que les écarts rela-

tifs entre les lois exactes et lois limites étaient
plus considérables pour les grandes valeurs de
la variable. '

Pour étudier d'une facon générale cette conver-
gence des parties extrémes des distributions, nous
avons utilisé la durée de retour T=1/[1—f (x)]
qui fait plus nettement apparaitre les écarts et
qui a le mérite d’avoir une signification concrete
importante en hydrologie.

Rappelons ici le comportement asymptotique
de différentes lois. Nous empruntons les formu-
les qui lient asymptotiquement Ia variable aléa-
toire Q et Ia durée de retour T 4 une étude de
M. Le Cam.

Loi de Gauss....... Q~ VlogT
Loi de Galton-Gibrat Q ~ exp ViogT
Loi III de Pearson.. Q ~logT

{
Loi de Laplace. .. ... Q~logT (T, 3)
Loi de Gumbel. ..... Q~logT
Loi de Fréchet...... Q ~Tun

D’aprés ces formules, il semble que les lois de
Gauss et de Galton, qui ont des comportements
asymptotiques trés différents de la loi de Gum-
bel, doivent tendre lentement vers celte loi. En
revanche, les lois IIT de Pearson, comme toutes
les lois & décroissance simplement exponen-
tielle, atteindront beaucoup plus rapidement la
limite. Pour vérifier ceci, nous avons construit
quelques graphiques.

a) CAs DE LA LOI NORMALE : figure 1.

Nous avons placé en abscisse, sur une échelle
logarithmique, les durées de retour T, et en or-
données les valeurs prises par la variable aléa-
toire (ce qui permet de représenter, pour les for-
tes valeurs, la loi de Gumbel par une droile).

Les courbes des lois exactes de la plus grande
de 100 et méme. de 1000 variables normales
s’écartent trés nettement des droiles représen-
tant la loi limite de Gumbel. La convergence est
donc ici trés lente et les résultals numériques
sur les B, et B, ne sont plus surprenants.

Pour approcher de facon plus précise la loi
exacte, FisHer et TipPETT ont introduit une
« penultimate form » que 'on peut traduire par
forme pré-asymptotique : c’est une loi de pro-
babilité qui, pour des valeurs de n modérées, per-
met une meilleure approximation que Ia loi
limite. Ils ont alors montré que la loi IIT citée
plus haut était une telle forme pré-asymptotique
pour la loi de la plus grande de n variables
normales.
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Fic. 1
Loi de la plus grande de n = 100 et n =1 000
variables normales.

b) Cas DE LA LOI1 DE LAPLACE, figure 2.

Nous avons tracé la loi limite et la loi exacte
de la plus grande de 10 variables laplaciennes.
Les courbes sont trés proches I'une de Pautre.
Pour cette loi, les coefficients B; et B, s’expri-
ment d’ailleurs d’une facon relativement simple
au moyen des premiéres dérivées de la fonction :

-4 ,
Y (y) = P [log I' (v)]

o Y41 —4”A)]?

b= W) —¢ 4+D7° (111, 4)
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Fic. 2
Loi de la plus grande de 10 variabies caplaciennes.
I. Loi exacte II. Loi limite
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7D =+ D

— 4
B =3+ [ (D) — ¢ (4 1D]? (1L, )

Il est bien connu que les dérivées de la fonc-
tion ¢ tendent rapidement vers zéro lorsque ¢
augnmente, ce qui permet de voir que f; et B,
convergent rapidement vers :

¢/// (1)ﬁ
Y (1)2

$7 (1)2

AL et 3 -+
qui sont les paramétres de méme nom de la loi
de Gumbel. Le calcul numérique effectué pour
n =10 donne B, = 1,569, B, ==5,735, alors que
les valeurs limites sont, nous le rappelons, 1,299
et 5,400.

Ainsi la plus grande valeur d'un échantillon
tiré d’une loi de Laplace (cas particulier d'une
loi de Pearson) converge trés rapidement vers
la loi de Gumbel.

¢) Cas DE LA LOI DE GALTON-GIBRAT : figure 3.

Le cas de cette loi est trés intéressant car,
comme I’a montré M. GiBraT, la fonction de Gal-
f 250
x
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Fic, 3

Loi de la plus grande de 1000 variables galtoniennes.
Loi I: F= e—e-", Loi II: F = e—a-*

{échelle logarithmique)}
I

ton fournit en général un bon ajustement de la
courbe des débits journaliers classés par ordre de
grandeur. L’hypothése de décroissance galto-
nienne semble donc tout & fait plausible pour la
« loi » des débits journaliers. On peut démontrer
que, dans ce cas, la loi limite de la plus grande
valeur est encore la loi de Gambel. Ceci met en
évidence le lien mathématique existant entre la
méthode d’eslimation des fortes crues au moyen
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de la courbe de Galton ajustée aux débits classés
et la méthode statistique utilisant la loi de
Gumbel.

Toutefois, il convient de remarquer que la
plus grande valeur de la loi de Galton converge
vers la loi de Gumbel encore plus lentement
que la plus grande valeur normale, comme l¢
montrent les courbes tracées sur le graphique
pour n==1000. La loi de Galton tracée ici est
telle que l'espérance mathématique et la va-
riance du logarithme de la variable sont respec-
tivement 0 et 1. Il faut donc tenir compte du
fait que cette loi de Galton posséde un trés fort
coefficient de variation.

De plus, la loi I sous-estime fortement la va-
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leur correspondant & une durée de retour donnée
surtout pour les irés grandes valeurs; ceci peut
présenter un grand danger pour l'estimation des
débits de crue. On peut alors rechercher, comme
Pont fait Fisher et Tippett pour la loi normale,
une forme pré-asymptotique qui s’adapte mieux
pour des valeurs modérées de n a la loi exacte.
Des calculs analogues a ceux de Fisher mon-
frent que la loi de Fréchet est une telle forme.
Nous avons placdé sur le graphique cette loi
(loi II) et la différence du comportement des
trois lois est trés significative. Il faut signaler
que la loi de Fréchet étant 4 décroissance algé-
brique passe, pour les fortes valeurs, au-dessus
de la courbe exacte.

IV. — Propriétés et ajustement de la loi de Fréchet

Ce que nous venons de voir au paragraphe pré-
cédent montre 'intérét qu’il y a & considérer la
loi de Fréchet. Nous avons déja dit qu’elle n’avait
pas été utilisée jusqu’a présent en hydrologie
statistique; certains l'ont en effet rejetée parce
qu’elle ne posséde pas des moments d’ordre su-
périeur a k, étant donné sa décroissance algé-
brique. Nous allons cependant voir que cette
propriété, entre autres, est particulierement inté-
ressante pour les applications a I'’hydrologie
statistique. .

Revenons donc sur les principales propriétés
de la loi de Fréchet :

a) Soit C, la classe des fonctions de réparti-
tions F; telles que z* (1 —VF,) tend vers une
constante ;q;.

La loi de Fréchet est la loi limite de la plus
grande de n variables aléatoires ayant chacune
P'une quelconque des fonctions de répartitions Fi.
Elle fait elle-méme partie de la classe C;, ce qui
signifie que sa densité de probabilité décroit
comme 1/x* lorsque x tend vers - o; elle dé-
croit donc plus lentement que toute fonction
exponentielle. Ceci est intéressant, car on a re-
proché souvent a la loi de Gumbel sa décrois-
sance trop rapide qui peut affecter des probabili-
tés trop petites aux forts débits.

En effet, pour les grandes valeurs de la varia-
ble, nous pourrons écrire :

logx = -Ilc— log T av,1m
relation qui est & rapprocher de la formule ana-
logue pour la loi de Gumbel :

x:logT

L’hypothése de décroissance algébrique des
débits journaliers n’est pas dans certains cas 2
rejeter, mais elle n’est pas nécessaire pour P'ap-
plication de la loi de Fréchet puisque nous avons

vu au paragraphe précédent qu’elle se présente
comme forme pré-asymptotique pour la plus
grande de n variables galtoniennes. L’hypothése
de décroissance galtonienne peut donc suffire a
justifier théoriquement cette loi.

b) La loi de Fréchet est stable : la plus grande
valeur d’un échantillon de n variables tirées
de cette loi &4 une loi de méme forme : seule
Péchelle est multipliée par n'/k, comme le mon-
trent les relations suivantes :

Fr= (e=s"%)n— e—@/m/M=% (1Y, )

¢) La loi de Fréchet converge vers la loi de
Gumbel lorsque k tend vers linfini.

Pour étudier cette convergence, nous avons
porté sur un graphique (fig. 4) en ordonndes la
variable réduite y de la loi de Gumbel et en

abscisses la variable u :k(xm;) ou ’I est Ie
mode (valeur dominante) de la loi de Fréchet;
la limite est représentée par la droite y=u.

s y 1 G
k=10 L

/’(5

N
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ot e

prs 3 7 9 10
Fic. 4. — Comparaison des lois
I:e—evetIl: e—2-* ouu=k(@—a
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Nous avons ensuite tracé pour quelques valeurs
de k la courbe correspondante a différentes lois
de Fréchet. Le graphique montre clairement que
cette loi converge assez rapidement vers la forme
de Gumbel. Pour k = 50, les différences sont irés
petites; cependant, pour des k de Pordre de 5 a
10, bien que les valeurs centrales soient trés pro-
ches, les courbes .s’éloignent considérablement
pour les grandes valeurs de u.

d) On peut passer de la loi de Gumbel & la loi
de Fréchet par la méme transformation qui per-
met de passer de la loi normale a la loi de Gal-
ton, c’est-a-dire par une transformation loga-
rithmique (il s’agit ici, comme dans la suite, de
logarithmes naturels). En effet, on peut écrire :
et = e~ —e—e”™ ol u=logax

(Iv, 3

Cette importante propriété permet d’adapter
4 la loi de Fréchet les méthodes graphiques con-
cues par M. GumseL. Il suffit pour cela de rem-
placer I’échelle linéaire verticale du papier 4 pro-
babilité par une échelle logarithmique.

Pour permettre I'ajustement de la loi aux
observations, il faut introduire un second para-
métre qui fixe Péchelle de la variable; la fonec-
tion de répartition peut alors se présenter sous
les deux formes suivantes :

F = e— ()%

F J— e_e-k (logz -2y

(Iv, 4)

av, 5)

a et h sont liés par la relation h = loga.
Pour ajuster la loi sous sa premiére forme, on
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peut utiliser la moyenne arithmétique m et la
moyenne géométrique g :
Y
n

m=
IV, 6)
Y log a;

logg = =

la méthode des moments donne, en iniroduisant
le nouveau parametre A =m/g :

e=v/k T <1~ 1Ny av, 7

)
_1_.— —y/k
a 97

la constante vy qui s’introduit dans ces formules
est la constante d'Euler : v == 0,5772157.

Pour la seconde forme, on utilisera la moyenne
et lécart-type des logarithmes :

Mo Zloga oo \/2 dogz, —M* 1y g
n n—1

k et h seront alors déterminés par les relations :

M=h—|—% (Iv, 9)
2____"‘2_
= 6 K2

C’est cette derniére méthode d’ajustement que
nous avons employée pour les applications qui
vont suivre.

V. — Applications numériques

Nous avons utilisé les méthodes présentées
dans les paragraphes précédents pour étudier
les crues de trois riviéres différentes :

— Le Rhin a la station de Rheinfelden;
— Le Colorado & la station de Black Cafion;

— La Durance a la station de I’Archidiacre

(Serre-Ponc¢on); pour cette dernicre, la
distinction entre débits de printemps et
débits d’automne a été faite.

Le délail de Pajustement des divers parame-
tres des lois de Fréchet et de Gumbel est donné
dans le tableau (V, 1).

TABLEAU (V, I)

LOI DE GUMBEL LOI DE FRECHET
NOM DE LA STATION
m u i M S K h
o
RHEINFELDEN « o, v viiininnniennannnn.. 7,824 | 0,2798 4,59 7,698
ARCHIDIACRE (crues de printemps)....... 312 259 - | 92,21 5,683 | 0,3364 3,82 5,532
ARCHIDIACRE (crues d’automne)........... 202 154 81,94 5,167 0,5547 2,31 4,918
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a) Le Rhin & Rheinfelden est particuliérement
intéressanf, car cette station posst¢de une des
plus longues séries connues de débits maxima an-
nuels mesurés avec une bonne précision.

L’ajustement par la loi de Fréchet (fig. 5) est
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Débits maxima annuels du Rhin & Rheinfelden
(Loi de Fréchet).
excellent alors que la loi de Gumbel s’¢carte treés
nettement de la courbe observée pour les fortes
crues (cf, note de M. GUMBEL).

b) Le Colorado a Black Caifion présente une
série d’observations de longueur moyenne (52).
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Mous n’avons fait pour cette station qu’un ajus-
tement graphique, mais la '‘confrontation des
deux ajustements (fig. 6; et 6,) est significative.
La loi de Fréchet est ici manifestement supé-
rieure & la loi de Gumbel.

¢) La Durance a P’Archidiacre ne présente
qu'une courle série d’observations (40) et il est
donc treés difficile de tirer des conclusions pré-
cises de I'ajustement a ces 40 débits; quoi qu’il
en soit, il semble que la loi de Fréchet soit pré-
férable 4 la loi de Gumbel pour les crues de
printemps (fig. 7, et 7,) et la loi de Gumbel pré-
férable a la loi de Fréchet pour les crues d’au-
tomne (fig. 8, et 8,).

Mais, d’autre part, nous connaissons deux
crues exceplionnelles survenues au sicele der-
nier, soit :

Une crue de printemps, 30 mai 1856 2 000 m3/s

Une crue d’automne, 2 novembre 1843
1500 m3/s

Or, la loi de Gumbel affecte a4 la crue de
2 000 m3/s une durée de retour de 108 années;
ce chiffre ne peut évidemment pas étre pris en
considération et le résultat de la loi de Fréchet
(environ 2 000 ans) semble plus raisonnable.

De méme la loi de Gumbel affecte 4 Ia crue
d’automne de 1 500 m3/s une durée de retour de
107 ans, alors que cette crue est millénaire avee
la loi de Fréchet.

Ceci permet de supposer que la loi de Fréchet
doit étre admise pour les crues de printemps et
méme pour les crues d’automne.
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Durance a4 I’Archidiacre. Crues de printemps 1916-1955

(Loi de Gumbel).
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Durance a4 PArchidiacre. Crues d’automne 1916-1955

(Loi de Gumbel).

(Loi de Fréchet).

VI. — Conclusion

Il est évidenl que I'emploi des lois de Fréchet
et de Gumbel pour I'étude statistique des débits
de crue est préférable & l'application d’autres
lois (telle la loi de Galton-Gibrat) de par les jus-
tifications théoriques que l'on peut donner. Cer-
- tains ont nié I'existence de telles justifications

surtout en se référant 4 la lenteur de conver-
gence vers la loi de Gumbel. Nous avons dit ce
quil fallait en penser : compte tenu du fait que
la loi de Fréchet peut s’appliquer lorsque la dé-
croissance de la loi initiale est galtonienne, la
convergence vers la loi de Gumbel n’est réelle-
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ment lente que pour la loi normale et cette der-
niére loi ne peut prétendre représenter correcte-
ment une « loi » des débits journaliers. D’autre
part, Pobjection ne tient plus si on applique la
loi de Fréchet puisque la convergence est alors
trés rapide.

Nous .ne prétendrons pas que la loi de Fré-
chet est toujours préférable a la loi de Gumbel;
il existe de nombreux exemples ol cette derniére
loi donne des résultats remarquables, mais il
semble qu’a justifications théoriques égales, il
y aura intérét, dans certains cas, a utiliser la loi
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de Fréchet surtout en raison de la décroissance
plus lente de cette derniére. Ceci pose le pro-
bléme du choix a priori 4 faire entre les deux
lois; en effet, il n’existe en général que de trés
courtes séries d’observations de crue et la com-
paraison directe des ajustements est malaisée.
Mais nous avons vu que la convergence vers I'une
ou lautre de ces lois limites dépend de pro-
priétés asymptotiques des distributions initiales;
on peut donc espérer que I'étude des courbes de
débits classés par ordre de grandeur permettra
de dégager des critéres a priori pour le choix
des lois. Cette étude est actuellement en cours..
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