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Application de la méthode de relaxation

hY

a l'éetude de quelques écoulements

en milieu poreux

Use of relaxation method for investigation
of some flows in porous medium

rarR . MATTA

INGENIEUR DE L’ECOLE

LICENCIE

L'équation aux dérivés partielles de Pécoulement
plan en milien hétérogéne ef anisotrope est frea-
duite sous forme de différences finies. Les for-
mules ciassiques relatives & un milieu homo-
geéne el isotrope en sonl déduiles comme cas
particulier.

Dans Uétude des conditions aua limites, lu sur-
face libre est supposée formée de segments de
droites coineidant avec les lignes du quadrillage.
Une fois les potentiels définilifs caleulés aux
nceuds voisins de la surface libre, les poinis de
celle-ci sont délerminés par interpolation ou
extrapolation.

La méthode ainsi rendue plus rapide est appli-
quée ¢ Pl'étude de quelques écoulemenis plans.
Les avantages de cette méthode ihéorique sur
les analogies électriques sonl mis en évidence.

SUPERIEURE DE BEYROUTH
S SCIENGES

The differenlial equation for plane flow in «a
heterogeneous and anisefropic medium is {rans-
posed in terms of finite differences. The classic
formulwe concerned with « helerogenecus and
anisotropic medium are deduced as a particular
case.

In the investigation of boundary conditions, lhe
free surface is assumed {o be made up of
straight segments coincident wilh the squarring
lines.

Once the definitive potentials have been culen-
lated for the nodes near the [ree surface, the
puinis of these are determined by inferpolalion
or extrapolation.

The method, thus speeded up, is applied to so-
me plane flows. The advantages of this theore-
tical method over eleeironic computers are
pointed oui.

I. — INTRODUCTION

L’étude mathématique des écoulements en mi-
lieu poreux a partir des transformations confor-
mes est impossible dans la plupart des cas. Méme
dans le cas le plus simple d’'un milien homo-
géne et isotrope ol I'écoulement dérive d’un po-
tentiel harmonique, les possibilités analytiques
sont limitées.

On comprend donc bien lintérét des cher-
cheurs de recourir & des solutions numériques
remplacant les dérivées partielles par des diffé-
rences finies. La méthode de relaxation ima-
ginée dans ce but par Southwell [1] a été appli-
quée a différents problémes techmques et physi-
ques. La méthode analogique des réseaux de con-
ductances [2, 3 et 4] trouve ici ses bases théo-
riques.

Nous nous bornerons dans ce rapport a
I'éiude, par la méthode de relaxation, de certains
¢coulements a travers les barrages en terre. Nous
metirons en évidence la puissance de cette mé-
thode & traiter tous les problémes d’écoulements
plans.

Position du probléme.

+

Le probléme a résoudre est le suivant : élant
donné un champ ¢ linéaire satisfaisant & une
¢quation aux dérivies partie]les de la forme :

Po g o Po g

ox? B 5 Ena +¢ 81 az}

B:z:

Article published by SHF and available at Rfip-77www-.Shi-Thb.org or Rfip:7//0X.dor.0rq/10. 105 /Thb/ 195 7014

=% LE ml;« A+ Fo-tG=0

(1)


http://www.shf-lhb.org
http://dx.doi.org/10.1051/lhb/1957014

634 1.A HOUILLE BLANCHE -

trouver ¢ a lintérieur d’un domaine D connais-
sant sur le contour de D les valeurs de ¢ ou des
expressions la renfermant.

Pour avoir la solution, on commence par cou-
vrir le domaine D d’un quadrillage et on affecte
aux différents noeuds des valeurs de ¢ qu’on se

Ne spkcian B/1957

proposc d’améliorer par approximations succes-
sives. Pour ceci, on caleule pour chaque nceud
la valeur de ¢ amélioré en remplacant les déri-
vées partielles de (1) par des différences finies,
comme il sera indiqué ci-aprés; on répete cette
opération autant de fois qu’il le faut pour avoir
une précision convenable.

II. — EXPRESSION DES DERIVEES PARTIELLES SOUS FORME DE DIFFERENCES FINIES
CAS GENERAL D’UN MILIEU HETEROGENE ET ANISOTROPE

L’écoulement plan en milieu hétérogéne et
anisotrope satisfait & I'équation :

° (oI [} Qo
— b _z e S — 2
Dz _K'T ar]+ oz [K: dz J 0 @

dans laquelle :

¢ est la fonction de potentiel en un point du
domaine étudié,

K, et K, sont les perméabilités principales di-
rigées suivant deux directions bien déter-
minées.

&

R4

Fre. 1.

Si nous nous contentons d’'une approximation du deuxiéme ordre, 'équation (2) peut s’écrire,
aprés des calculs simples et en adoptant les notalions de la figure 1 :
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Si les mailles sont rectangulaires (a=a’ et b="b"), Péquation (3) s’éerit ;

‘bz/(l2 [K;z«.\r {92 — @5) —+ Kap (90 — @o)__f -+ [K.rm tﬁ?z — @g) -+ K,n (o5 — ‘?0)]:0

en appelant M, M’, N et N’ les milieux respectifs des segments (0,2) (0,4) (0,1) et (0,3).
~ De ces formules générales, nous déduisons des formules trés simples applicables a tous les
écoulements plans ou lridimensionnels qui intéressent la pratique.

1IL. — CONDITIONS AUX LIMITES

1. — Cas d’un milieu homogéne et isotrope.

Dans les écoulements de filtration en milieun
homogéne et isotrope, les frontiéres sont formées

par des équipotentielles ¢==C'e des lignes de suin-
tement ¢9=2Z et des lignes de courant do/dn=0.
Ces. derniéres peuvent avoir des positions incon-
nues a priori,
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LIGNES DE COURANT DE POSITION CONNUE.

C’est le cas du fond imperméable et de cer-
taines portions des parois latérales si V'effet de
la capillarité n’est pas éliminé.

Pour éviter les étoiles irrégulieres, nous fai-
sons coincider ces lignes avec celles du qua-
drillage. Les potentiels aux neceuds qui y sont
situés sont calculés en appliquant le principe de
prolongement par symétrie.

D’aprés les notations de la figure 2, on a :

@2+94+2 Q@3

4 9=

LIGNE DE COURANT DE POSITION INCONNUE, ——
DETERMINATION DE LA SURFACE LIBRE.

La surface libre est une ligne de courant de
position inconnue, elle vérifie & la fois les deux
conditions :

g—l‘} =0 et p=Z, ou plus généralement ¢==(Z-}h,)

(h, étant la pression capillaire qui régne sur Ja
surface libre suivant les conditions de Pexpé-
rienee).

Il existe plusieurs méthodes pour la détermi-
nation de cette surface, elles reviennent ioutes
4 se donner a priori une position approchée de
la ligne inconnue et 4 Paméliorer progressive-
ment.

Méthode A

On impose 4 tous les, poinis du quadriilage
silués sur la surface libre des potentiels vérifiant
la condition ¢=Z-}-h,.. Puis on améliore tous les
potentiels aux nceuds en utilisant, pour ceux qui
sont situés au voisinage de la surface libre, la
formule relative aux étoiles irréguliéres. Une
fois les valeurs nodales finales obtenues, on trace
les équipotentielles et on déplace correctement
la surface libre de facon qu’elle leur soit perpen-
diculaire. A partir de nouvelles conditions aux
limites on recommence la méme opération pour
aboutir en fin de compte & la ligne définitive,

Comme on le voit, la condition 99/0n=>0 est
considérée comme le critére définitif de Fexacti-
tude du traceé.
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Méthode B

On impose 4 chaque nceud voisin de la sur-
face libre un potentiel donné par la formule :
9=Z-h, dans laquelle Z est égal 4 la cote du
pied de la perpendiculaire abalssee du point con-
sidéré a la surface.

Ceci étant, on commence par corriger les po-
tentiels &4 partir du fond imperméable en impo-
sanl Ia condition A% g==0. Arrivé prés de la sur-
face libre, on déplace celle-ci convenablement de
facon a ce que les potentiels enleulés aux nceuds
voisins soient égaux a ceux qu’on s’était fix¢.

Pour simplifier cetie méthode, on peut pro-
Ionger les mailles au-dela de la surface libre et
affecter chaque nceud ficlif ainsi formé d’un po-
tentiel déterminé, comme il est indigué ci-dessus,
Ainsi, on aura affaire 4 des détoiles régulicres
bien plus faciles a traiter.

Malgré tout, ces méthodes de relaxation qui
déterminent la surface libre par des titonne-
ments successifs, exigent des calculs longs, in-
compatibles avec un usage fréquent el systéma-
tique. Ces latonnements rendent d’ailleurs les
méthodes moins rapides, il faudrait les éliminer,

Méthode proposée C

Au lieu de partir d’une posilion approchée de
1a surface libre, nous considérons celle-ei comme
formée de segments de droiles coincidant avee
les lignes du quadr illage. Puis, en utilisant Ia
10rmule (4) établie pour les lignes de courant de
position connue, nous corrigeons par approxi-
mations successives les polentiels aux neeuds
silués sur ces mailles frontidres.

Une fois les valeurs nodales définitives oble-
nues, nous déduisons par exirapolation ou infer-
polation les points appartenant 4 la ligne libre
exacte qui vérifient ¢=Z--h..

Il nous est apparu guw’en pariant de deux {ron-
ticres différentes nous aboutissons & deux surfa-

ees libres s’¢eartant dans des proportions par-

fois appréciables. Comme dans la premiére mé-
thode, nous considérons que Porthogonalité des
¢quipotentielles et de la surface libre est le cri-
tére de Vexactitude de la solution. I semble
donc que, 14 aussi, nous sommes assujeilis a de
longs tatonnements,

Les applications montrent que cette orthogo-
nalité est obtenue du premier coup en partant
d’une frontiére fictive supérioure 4 la ligne libre
réelle. CPest d’ailleurs le cas ol les résultats con-
cordent, avec une approximation {rés satisfai-
sante, avec ceux que nous obienons a parm dun
caleul plus rigoureux par la méthode générale.
La figure 3 donne une comparaison entre la sur-
face libre détermindée par la méthode o) et celle
qui est calculée par In méthode proposée. L’écart
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entre les deux lignes, mesuré suivant la verticale
et rapporté a la cote du point considéré au-des-
sus du fond imperméable, ne dépasse pas 1 %.
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i ; 704
/( [ a
X7
+3 -2l -7 -\151 ~04
7
2
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S\ | :
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h,=0 -3 -2 -15 -08l | +04] 1
: 1= 300mm
ligne libre et équipotentielles méthode ¢
—.— w n méthode a

— — — ligne de pression otmosphérique p=z
—it==gcart des potentiels théoriques sur les potentiels expérimentaux

Fia. 3.

2. — Cas d’un milieu homogéne anisotrope.

Nous supposons que les perméabilités princi-
pales K, et K, sont horizontale et verticale et
nous donnons aux lignes du quadrillage ces mé-
mes directions.

Si u et v sont les composantes de la vitesse
suivant ces directions, la loi de Darcy s’écrit :

U= — I{h o

v=— K, o/,
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Ces équations montrent que le vecteur vitesse
n’est pas co-linéaire au gradient de la fonction ¢.
La dérivée partielle 9¢/on est donc différente de
zéro. Les particularités introduites par Paniso-
tropie concernent tout simplement les lignes de
courant : fond imperméable et surface libre.

— Fond imperméable :

Le fond imperméable étant supposé horizon-
tal, le gradient de ¢ est co-linéaire avec la vitesse
le long de cette frontiére. On a, comme dans un
milieu isotrope : 2¢/9on==0.

En disposant les mailles de facon & ce que
le fond imperméableé soit confondu avec une
ligne du quadrillage (figure 2), on a:

Pat94 — 2 %‘f“gf (K./X3) (93 — 90) =0

-— Surface libre :

(5)

En un point de la surface libre, la vitesse fait
avec le gradient du potentiel un angle »’ donné
par la formule :

) (K, —K,) tg?t
t QST i o S » B
8= K, F K, tg? 0

dans laquelle 0 est 'angle de la vitesse avec
I’horizontale.

Si 'on détermine la surface libre par approxi-
mations successives i partir des méthodes (A) et
(B) données pour les massifs homogénes et iso-
tropes, il suffit de remplacer la condition d’or-
thogonalité des équipotentielles et surface libre
par la condition d’intersection sous un angle
[(=/2) — '], 'angle o’ étant variable d’un point
a4 un autre.

Par contre, la méthode proposée est utilisée
sans modification. En effet, si I'on suppose la
surface libre formée de brins horizontaux et ver-
ticaux, o serait nul et les formules d’approxi-
mation du type (3) pourraient étre utilisées.

Pl
P L

T

;30I T e s s e T

SSER

99

a0

b=25h,

(¢}

~— — Surface libre - Kp= Ky

Fia. 4.

Equipotentielles et surface libre - Ky, = 9K,
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Nous tracons sur la figure 4 le réseau d’écou-
lement vers un drain situé 4 Paval dans une
digue anisotrope.

3. — Cas d’un massif zoné.

A part les conditions aux limites qui se présen-
tent dans les digues homogénes et isotropes, la
surface de séparation de deux massifs de per-
méabilités différentes constitue une frontiére
suppiémentaire.

Déterminons les potentiels aux nceuds voisins
de cette frontiére. Trois cas sont & distimgwer:

— Cas ou la surface de séparation ne passe que
par des nceuds (fig. b).

NEN

@

Fie. 5.
En appliquant la formule générale (5), on
obtient :
Ko (91F92 — 2 90) +K; (93+9, — 2 99) =0

qui s’écrit encore :
2 K,
2 {1+ K. 0u==01+ 9293+ 94
1

ott K; et K, sont les perméabilités respectives
des zones 1 el 2 — cas ol la surface de sépa-
ration est confondue avec une limite du quadril-
lage (fig. 6).

8 7 &
5 4 3
)
N 2 0 §
@
“f 5 4 3
g 7 13
Fig. 6.

Les conditions de continuité du potentiel (5)
au point O peuveni s’écrire :

(90)1==(g9)s et K1<a%> ( m)

G. MATTA
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ou, sous forme de différences finies :
K
( ><po-~<4«,o4 w0+ T e — D)
(6)

On a, d’autre part :

4 94=9o~+ 039591
et :

4 9= F9gFo5For

L’equatlon (6) s’écrit donc :

( 1+ ) 2= Goatow) + & (gten)

Pour trouver une formule en ¢, @y, @, et ¢
on écrit la formule (16) pour les points 1 et 2
On obtient finalement :

( 14 ——) o=2 osbort ot 7 <‘> esto1-Fs)

Si Von fait Ky=K,, on retrouve la formule
classique :

4 9o=91 49204494

— cas général d’un plan de séparation quel-
conque.

)

La méthode la plus simple consiste a utiliser
des étoiles rectangulaires de telle sorte que la
surface de séparation ne passe que par des
neeuds (fig. 7).

[}
a a
a bib b /b a
3
a a a
a biblYblb a
4 /o 2
a a a

a_ fbiblb|bl a

®

Fia. 7.

®

En appliquant la formule générale () au
neud O par exemple et en supposant un degré
d’anisotropie différent dans les deux zores, il
vient :

(90— 94)

R
b‘l

e

1 1
Ko X "672’ (@1 — :?0)"}"1{?;2 T

1 )
'l—I{vl_“(Z:" (93 — wp) Ky (94 — 99)==0
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ou encore :

[K,.g (o0

’?0) 'J{‘Km (g5 — @) 1

@,

b,

Ky (90 ) + K (o4 — 4?0):] =0

Si la digue est isotrope: (K,,=K;, et K, ==K;).

-
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[Kkg (9—")};0
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Oon oa .
[Kz (91— 9o +Ky (05 — %)J
I K (g9 — 90) +K1 (94

Dans ce dernier cas, la déviation des ]igﬁes de
courant est donnée par la formule :
K, tg (6, — =K, tg (6. —v) (fig. 8)

T ™
1 y T
1 = g+ e
Vs e A /3
2300 e ~{F TP
| BT N> aS e 7 73
§ K;=100 =% 55 o 2 Ky = 100 .
/ i /
L 7 1 y S ! T
/ € il i T
/ / =1 | T : R 1\\
2 [N RN RN | ; ! s T~
B § 2288 38¢g ¢ CR oo
Fra. 8.

IV. — CONCLUSIONS

11 ressort de cette étude que la méthode de
relaxation est excellente pour résoudre tous les
problémes d’écoulements plans en milieu poreux.
Moyennant quelques simplifications en ce qui
concerne la détermination de la surface libre,
la méthode est rendue plus rapide que celles qui
sont basées sur les analogies ¢électriques. Elle
ne nécessite pas la construction de réseanx de
conductances et ne fait donc pas intervenir des

erreurs autres que celles qui tiennent a l’approxi-
mation du caleul.

Les problémes tridimensionnels pem’ent étre
abordés mais nécessitent des développements
plus importants dus au plus grand nombre de
mailles intervenant dans le domaine étudié.

Les problémes posés par le régime variable
sont résolus avantageusement par la méthode
des réseaux hydrauliques.
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DISCUSSION

Président :

M. le Président remercie M. Marta d’avoir attiré I'at-
tention sur le caleul par approximations successives dans
un domaine ot comme dans beaucoup d’autres, le calcul
et Pexpérience se prétent un mutuel concours.

M. Hamip pose & M. Marra la question ci-aprés :

M. CHAPOUTHIER

« Dans son exposé, M. Marra a indiqué qu’on pouvait
aboutir A différentes lignes de saturation lorsqu’on
part de quadrillages initiaux différents, en particulier
situés en dessous et au-dessus de la ligne de satu-
ration.

&
&
&

P

#
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« Lorsqu’on utilise la méthode des analogies électri~
« ques pour la détermination d’un réseau d’écoulement,
« il arrive, lorsque la ligne de saturation présente des
« courbures de signes différents, que la série convergente
« qui permet d’atteindre la ligne de saturation défini-
« tive, soit une série alternée. Un tel cas se produit-il
« avec le calcul par relaxation et, dans Vaffirmative,
« est-ce qu’on aboutit a4 une ligne bien définie? »

M. Matra répond que ses approximations ne compor-
tent pas de séries alternées et que dans le cas ol la ligne
brisée d’approximation est inférieure 4 la ligne réelle
supposée connue, les équipotentielles font des angles ai-
gus avec la surface libre; tandis que, dans le cas ou la
ligne brisée est supérieure 4 la ligne réelle, les intersec-
tions de cclles-ci avec les équipotentielles sont stricte-
ment & angle droit, pour autant que 1’écart entre ligne
réelle et ligne approchée n’est pas trop sensible. Il est
donc préférable de partir d’une surface libre approchée
légérement supérieure & la surface réelle.

D’autre part, M. HaBs remarque quec le calcul donné
par M. Marra pour la détermination du réseau d’écoule-
ment y compris la frange capillaire suppose le coefficient
de perméabilité constant. En fait, la frange capillaire
correspond i un milieu non saturé. Or, le coefficient de
perméabilité des sols décroit trés rapidement lorsque la
teneur en air augmente (de 1 &4 1/1 000 facilement). Dans
ces conditions, le calcul présenté donne un débit d’infil-
trations capillaires beaucoup trop important par rapport
4 ce qui se passe dans la nature.

M. Marra précise que le tracé du réseau des équipo-
tentielles et des lignes de courant n’est pas tellement
influencé par les variations du coefficient de perméabilité,
ct que le débit capillaire mesuré a4 partir du réseau sous
forme de Q/K concorde avec la valeur donnée par
Pexpérience.

M. HuaRD DE LA MARRE s’étonne que la comparaison de
la méthode de relaxation avec la méthode des analogies
électriques ait donné, d’aprés M. Matta, un écart de 3 %
au détriment de celle-ci qui, généralement, coincide &
quelques milliémes prés avec les méthodes de calcul.

M. Matra répond qu’il a comparé la méthode ue relaxa-
tion, non a celle des réseaux de conductances, mais &
celle des modéles en sable réalisés avec une technique
spéciale et pense que erreur de 3 % que Pon constate au
voisinage de la zone capillaire est due au modéle expé-
rimental partiellement saturé dans cette zone et qui ne
donne pas par conséquent, des valeurs assez précises des
charges.

Par aillcurs, M. Marra a comparé sa méthode a celles
de la cuve rhéographique et du papier conducteur : les
divergences constatées sont plutét dues au modéle élec-
irique. Il estime d’autre part que la méthode de relaxa-
tion est plus précise que la méthode des réseaux de
conductances, parce que celle-ci introduit, outre les er-
reurs d’expériences, les erreurs dues aux valeurs des vé-
sistances qui sont fonction de Pécartement des mailles.

M. Huanp peE na Manre indique que la précision de la

méthode des réseaux de conductances (qui n’est autre
qu'une relaxation automatique) dépend essentiellement
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de Pimposition des conditions aux limites électriques, et
trés peu de la précision des valeurs des résistances, ni
des dimensions non faibles des mailles. Elle permet d’au-
tre part de représenter exactement la forme de la surface
libre (& 1 % de la hauteur de charge, par exemple), mal-
gré un maillage parfois assez grand et une précision des
résistances de 0,5 %. Aussi, cette méthode ne peut étre
moins précise gue la méthode de relaxation oli 'approxi-
mation polygonale de la surface libre superpose a ’écou-
lement réel une certaine épaisseur fictive de sable mouil-
1é. Trés exactement, d’aprés la théorie des différences
finies, le fait de limiter le domaine de relaxation suivant
un contour polygonal revient & éludier Pécoulement de
filtration en charge limité par une paroi imperméable
passant par les sommets saillants du contour polygonal
en question.

Enfin, les modeéles hydrauliques en sable, bien que
représentant des écoulements réels, ne peuvent étre con-
sidérés comme des critéres siurs, leurs constitutions
n’étant jamais connues avec précision.

De toutes fagons, les précisions respeclives des deux
méthodes sont toutes denx amplement suffisantes pour
les besoins pratiques; seules leurs commodités d’utilisa-
tion et leurs rapidités peuvent étre compardes.

M. le Président conclut que la méthode analogique
expérimentale et la méthode théorique de calcul ont
peut-étre toutes deux des progrés & faire, 'une aidant
Pautre, pour arriver chacune a une plus grande précision.

Sur la demande de M. HUARD peE LA MARRE, M. Marra
précise que la méthode de relaxation lui a demandé une
dizaine d’heures pour résoudre, d’abord, le probléme
d’une digue 4 parois verticales, tandis qu’ensuite, 'habi-
tude aidant, elle lui a permis de traiter en trois ou qua-
tre heures le cas d’une digue & parois inclinées.

Sur la demande de M. Hupnemr, M. le Président et M.
MarTa donnent quelques précisions sur le sens et Pori-
gine du mot «relaxation », associé & cette méthode : ce
mot signific : « approximations successives » et d’autre
part, donne ’idée d’un réseau maillé; cette dénomination,
d’origine anglo-saxonne, a été donnée probablement par

Southwell.
M. BonnNIN suggére a M. Marta -

1° D’améliorer la précision du tracé de la surface libre
lorsque sa pente est assez différente de 45°, en
transformant la maille carrée en maille rectan-
gulaire;

2¢ D’appliquer a la méthode la distorsion géométrique,
en cas de perméabilité anisotrope, afin de conser-
ver Porthogonalité des lignes de courant et des
équipotentielles.

M. Marra pense que la premier procédé compliquerait
un peu le probléme; quant au deuxiéme, M. Marra I’a
appliqué et a obtenu des résultats satisfaisants qu’il a
comparés 4 ceux qu’il a oblenus & partir des mailles
rectangulaires. M. Marra signale que Pavantage des mail-
les rectangulaires est de traiter les problémes anisolropes
avec la méme précision et la méme rapidité que les
problémes isotropes.



