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Dans le cas général de ['écoulement tridimen-
sionnel d'un fluide non diffusif, il existe des
fonctions de courant, sauf pour les fluides com-
pressibles en écoulement non permanent. Ces
fonctions sont constantes le long d’'une ligne de
courant. Chaque fois qu’elles existent, on arrive
@ une détermination simple de la vitesse basée
sur elles. Cette déterminalion englobe, comme
autant de cas parliculiers, {oules les autres dé-
ferminalions connues, el donne une relation fort
simple entre le débit en volume ou en masse et
les valeurs des f[onctions de courant, permet-
tant de déduire immédiatement les relalions
bien connues gui correspondent a des cas parti-
culiers d’écoulement. Dans le cus d'un fluide

compressible en écoulement non permanent, il
existe frois « fonctions de (rajectoire » permet-
tant d’exprimer la densité el les produils de lu
densité par les composanles de la vilesse, de
facon @ wvérifier identiquement I'équation de
continuité. L’auleur monire que la masse com-
prise entie Irois paires de surface conslituant
les sections par le temps de surfaces matérielles
(ou hyper-surfaces) qui correspondaien! ¢ cer-
taines valeurs particuliéres des « fonclions de
trajectoires », esl exprimée par le produil des
trois différences de ces fonclions. Le méme ruai-
sonnemenl appliqué aux vorlex remplacant la
vilesse conduit & une relation semblable entre
la cireulation el les fonetions de tourbillon,

I. — INTRODUCTION.

En 1781, LagrRANGE [1] introduisit la notion
de la fonction de courant pour le mouvement
dimensionnel d'un fluide incompressible. Il
aborda la question de facon enti¢rement mathé-
matique, sans faire appel a la cinématique.

Ayant remarqué que I'équation de continuité :

u, + v, =10

(oft u et » sont les composantes de la vilesse
respeclivement suivant Paxe des x et Paxe des y
et ol lindice inférieur signifie différentiation
partielle) exprime la condition analytique pour
que udy — vdx soit une différentielle exacte, il
désigna cette différentielle par —d ¢ et parvint
aux relations bien connues aujourd’hui entre
les composantes de la vitesse et la fonction ¥ :

uz”—“”}/.’ D=¢‘T (1)

L’équation différentielle d’une ligne de cou-
rant étant :

udy — vdr =10

ou

dy=20

la fonction ¢ doit étre constante le long d’une
pareille ligne. C’est pourquoi on Pa appelée
« fonction de courant ».

Soixante et un ans plus tard, STokES {2] pro-
posa la fonction de courant 4 pour les ¢coule-
ments de fluide incompressible, exactement
comme Pavait fait LAGRANGE. STOKES a employé
dans son manuscrit original les coordonnées cy-
lindriques, mais on peut également se servir de
sa fonction de courant en coordonnées sphéri-
ques. En coordonndes cylindriques (r, o, z) les
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relations entre les composantes de la vitesse et
la fonction de courant s’écrivent :

1 1
=1 4 —_—— 9
U= by W= dy (2)

En coordonnées sphériques (R, 9, o), elles s’éeri-
ront :

1 1

I == e e E) Doomm e
R2sin 6 bo R sin 6

by (8)

u, v et w désignant, dans (2) comme dans (3),
les composantes suivant les trois axes dans lor-
dre ou elles sont inscrites. Il est facile de mon-
trer que ces deux équations sont entiérement
compatibles si ¢ est la méme fonction de posi-
tion dans les deux.

La fonction de courant de LAGRANGE posséde
la propriété de représenter, par la différence
entre ses valeurs aux extrémités d’un arc situé
dans le plan zy, le débit q par unité de largeur
(comptée selon I'axe des z) :

q = ds— ¥ 4

De méme, la fonction de courant de STOKES
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posséde cette propriété que le débit Q a travers
un anneau est égal a 2 = fois la différence entre
les valeurs qu’elle a aux limites extérieures et
intérieures de I'anneau :

Q=2=x(by— ) 5)

Deux questions se posent donc naturellement :
Existe-t-il également dans un écoulement tridi-
mensionnel des fonctions de courant permettant
d’exprimer les composantes de la vitesse? Et s’il
en est ainsi, existe-t-il entre le débit et les fonc-
tions une relation générale englobant les équa-
tions (4) et (5) comme cas particulier? Si I'on
admet que le fluide, supposé non homogéne,
n’est pas diffusif, la réponse aux deux questions
ci-dessus est positive, non seulement pour un
fluide incompressible en écoulement permanent
ou non, mais aussi pour un fluide compressible
en écoulement permanent. En outre, dans les
écoulements non permanents de fluide compres-
sible, il existe des « fonctions de trajectoires »
correspondant & des surfaces matérielles et per-
mettant d’exprimer sans peine aussi bien les
composantes de la vitesse que la masse contenue
dans un volume limité par les traces de ces
surfaces.

II. — LES FONCTIONS DE COURANT.

On peut considérer les fonctions de courant
de deux facons différentes. La premiére consiste
a définir, quelque peu artificiellement, les com-
posantes de la vitesse au moyen de deux fonec-
tions, de maniére & satisfaire identiquement
Péquation de continuité et & démontrer que ces
fonctions sont constantes le long d’une ligne de
courant et peuvent, par conséquent, étre consi-
dérées comme des fonctions de courant. Mais on
peut aussi écrire les équations de la ligne de
courant et en chercher les intégrales. Celles-ci
étant constantes le long de la ligne de courant,
sont précisément les fonctions de courant cher-
chées et on obtient aisément les composantes
de la vitesse puisque les fonctions de courant
sont les intégrales des équations de la ligne de
courant, Dans Papplication du premier de ces
procédés, on a la satisfaction de constater que
les fonctions ayant servi & déterminer les com-
posantes de la vitesse sont des fonctions de cou-
rant, mais elle est atténuée par le caractére arti-
ficiel de la détermination. Le second procédé
mentionné n’a plus ce caractére et nous réserve
en outre une agréable surprise. En effet, comme
nous allons le voir, la détermination des com-
posantes de la vitesse au moyen des fonctions
de courant, obtenue trés naturellement, est telle

que I'équation de continuité peut étre identique-
ment vérifiée. Nous allons donc utiliser ce second
procédé.

Désignant par u, v et w les composantes de
la vitesse dans le sens de z, y et z croissants, on
peut écrire les équations des lignes de courant :

dont toutes les intégrales s’expriment par un
systéme d’équations de la forme :

fG@, y, z2)=a 7

g, y, z2)=2> €))

Pour chacune des valeurs des constantes a
et b, chacune des deux équations 7 ou 8 repré-
sente une surface de courant supportant les li-
gnes de courant, et les intersections des diffé-
rentes surfaces (7) avec les surfaces (8) sont pré-
cisément les lignes de courant. Il est donc évi-
dent que le long de chacune de ces lignes f et ¢
restent constantes. Nous allons les appeler
« fonctions de courant ».

Bien entendu, il existe plus d’une facon de
les choisir, et I'on peut toujours imaginer une
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fonction h (f, g) telle que le long d’une paroi
limite solide, h reste constant. Que la surface :

h (f, g) = constante 1))

soit une surface de courant résulte de ce qu’en
substituant (9), soit a (7), soit a (8), on oblient
une solution de I'équation (6) — résultat classi-
que dans la théorie des équations aux dérivées
partielles. Puisque une paroi fixe doit étre, elle
aussi, une surface de courani, I'équation (9)
représentera une limite de ce genre, si elle passe
par la trace de cette surface limite sur x =z,
par exemple. Si cette trace est représentée par
la courbe :

Cy,2) =0

fermée ou ouverte, on pourra tirer z et y en
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fonction de [ et g au moyen des équations :

[=1f(xy,2)

g=g @Y, 2)

et obtenir :

y=y o[, 9
z=2z (e[, 9

Substituant dans C (y, z) on arrive a une fonce-
tion h (f, g) qui s’annule le long de la courbe C
en & ==mx, donc sur la paroi limite solide.

L’utilisation de deux fonctions de courant dans
le cas d’écoulements irrotationnels a été étudiée
par Pradil {3] qui ne les a pas cependant appli-
quées a la détermination des composantes de
la vitesse.

1II. — DEFINITION DE LA VITESSE A PARTIR DES FONCTIONS DE COURANT,
POUR DES FLUIDES INCOMPRESSIBLES.

Du moment que les surfaces [ et les surfa-
ces g contiennent les lignes de courant, les nor-
males 4 ces surfaces doivent étre perpendiculai-
res aux lignes de courant. Les paramctres
directeurs de ces normales sont f,, f,, f. dans le
cas des surfaces f, et ¢,, 9,, g. dans le cas des
surfaces g (les indices inférieurs signifiant dif-
férentiation partielle); les paramétres directeurs
des lignes de courant sont u, v, w.

On a alors :
uf, + vfy, + wf, =0 (10)
ug, + vg, + wg. =0 an
et on en déduit :

u:v :w:(fygz“fzgﬁ) (9. — 1292 :
(fw 9y — f;r/ gJ.) (12)

qui donne immédiatement :

u=>x({,g:—[:9» v=>x(f.9.—1.92)>
w=>%1{f.9,—1,9.) (13)

dans lesquelles X est, pour le moment, une fonc-
tion arbitraire de x, y et z.
L’équation (12) mise sous forme vectorielle
s’écerit :

- Y

i j k
fo fo | =2 (gradf) X (gradg) (14)
9o 9y 9=

-

v =2A

-> - -
le vecteur vitesse étant v = ui 4 vj + wk.

Les composantes de la vitesse auront été bien
déterminées au moyen des équations (13) et (14)
si elles satisfont & ’équation de continuité.

Puisque :

div (grad f) X (grad g) =0

on peut écrire :

u, + vy + w, =1, (fy 9:—[=9,)
—}" )‘1/ (fz gw—fm gz) + Ay (fv: gﬂ‘*fr/ gu,-)

=@k + v+ wi)/r=ulogl),
+ v (Log 1), + (w Log ),

Lorsque I'équation de continuité est satisfaite
dans le cas de I’écoulement incompressible, on
doit avoir :

u(Log ), + v (Log M), +w (Log ), =0

et on voit que Log ) satisfait & la méme équa-
tion que f et g [(voir équations (10) et (11)].
Log 2, donc aussi %, devront étre fonctions de f
et g, et la vitesse, exprimée au moyen des fonc-
tions de courant, s’exprimera par :

»=2(f, ¢ (grad ) X (grad g)  (15)

Nous allons montrer maintenant qu’il est pos-
sible de poser % =1 sans manquer a la généra-
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lité. Si F et G sont des fonctions de f et g, on
trouve facilement par calcul direct :

(grad F) X (grad G) = (F; G, —F, G,) (grad [)
X (grad g)

ce qui signifie que si 'on a :

r=F;G,—F, G, (16)
on a aussi :

v = (grad F) X (grad G)

ol % est simplement égal &4 1. Pour une fonction
donnée % (f, g), on pourra déterminer F (f, g) et
G (f, ) de maniére a satisfaire a I'équation (16).
De fait, on peut choisir F de maniére que la pa-
roi limite solide devienne une surface F; on ré-
soudra alors (16) pour G et on aura encore une
marge suffisante pour choisir G, du moment que
(16) ne comporte pas de détermination unique

pour G. En remplacant, dans la dernitre équa-
tion, les capitales par de petits caractéres, on
écrira :

v == (grad f) X (grad g) (14 a)

ou :

u =f” gc.——f:gl/’ v :fzg.;;"“f;pgz;
w :f.n g1/~fy ,(]_,x (13 (l)

C’est CLEBsCH [4] qui a établi le premier les
équalions (13 a) sans les différentier; il n’a pas
reconnu en [ et g des fonctions de courant et ne
s’est pas préoccupé de savoir si le fait de donner
la valeur unité a ) n’est pas une restriction inu-
tile; en réalité, ce facteur n’apparait nulle part
dans son mémoire. Le présent ouvrage a été
composé sans que l'auteur connaisse les résul-
tats obtenus par CLEBSCH.

IV. — RELATION ENTRE LE DEBIT ET LES FONCTIONS DE COURANT.

Une relation simple existe entre I’écoulement
& lravers un tube de courant et les valeurs que
prennent les fonctions de courant sur les parois
délimitant le tube. Désignons par @, pour étre
bref, une surface coupant les lignes de courant.
On sait par la géométrie infinitésimale qu’il est
possible d’introduire sur une pareille surface
deux familles de courbes orthogonales. Ceci fait,
et si 'on désigne les coordonnées par « et §, le
carré d’une longueur infinitésimale ds s’exprime
par:

ds? = h? do? + k* dB?

h et k étant des fonctions de position sur la sur-
face @ donnant la métrique correspondante. Le
débit, a travers une portion S de cette surface g
limitée par les traces des surfaces :

[@y 2 =f, [@yz2=/[y;
9@y, 2 =g, 9@y 2 =49

Q:‘/j (71_ - Q_ﬁ —Z‘-‘-)hkdadﬁ =/j§—§£—% do dB

S

en verlu de I'équation (14 a); (f, 93— [5 9.)/hk
est ici la composante de la vitesse normale a Ia
surface &, et :

°o(f, 9

2 (o, B) =fagBmega

le Jacobien de la transformation des coordon-
nées (a, ) en (f, g) sur cette surface. Si donc
2, B, &) et (f, g, &) subissent des accroissements
tournés a droite, on aura :

g: f2
Q—:-fj dfdg = (fs—f,) (g —gy) (1T)

n n

et cette expression représente la généralisation
de la relation existant entre les débits et les va-
leurs des fonctions de courant dans le cas des
écoulement a deux dimensions et des écoule-
ments a symétrie axiale.

V. — APPLICATION A QUELQUES CAS PARTICULIERS.

Si ’écoulement a deux dimensions est paralléle
au plan des z, on peul poser g =-—z et dési-
gner [ par la fonction } de Lagrange. Les équa-
tions (13 a) et (14 a) se réduisent alors a I'équa-

tion (1); pour l'unité de largeur mesurée en
direction de z, I'équation (17) donne Péquation
4).

Pour les écoulements 4 symétrie axiale, on
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pourra poser g —— ¢, aussi bien en coordon-
nées cylindriques qu’en coordonnées sphériques
et désigner f par la fonclion de courant ¢ de
Stokes. L’équation (14 a) dégénére en (2) ou en
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(3); si écoulement a licu a lravers une surface
annulaire a symétrie axiale (axe des z, ou axe
des 9), I'équation (17) se réduit & Péquation (5).

VI. — EXTENSION AU CAS D’UN FLUIDE HETEROGENE OU COMPRESSIBLE.

Dans un fluide hétérogéne incompressible, non
diffusif, la masse spécifique ¢ reste constante le
long d’une trajectoire. On a donc :

Do/Dt = ¢ + ug, + ve, + we, =0 (18)
t désignant le temps.
L’équation de continuité s’écrit :
or + (), 4 (0), 4 (ew), =0 (19

et on déduira de (18) et (19) I'équation de con-
tinuité habituelle :

u, +v,+w, =20

Les équations de lignes de courant restant ce
qu’elles étaient, on peut raisonner dans ce cas
comme pour les fluides homogénes, sans y ajou-
ter d’autres commentaires.

Pour les fluides compressibles, les écoulements
permanents sont seuls a pouvoir élre étudiés
utilement. On peut poser dans ce cas :

v=(1/¢) (grad ) X (grad ) (20)

et on notera que I'équation de continuilé n’est

plus la méme que pour un fluide homogene;
s n’est donc plus astreint a étre fonction de [ et
de g; autrement dit, il n’aura plus a rester cons-
tant le long d’une ligne de couranl. L’équation
(19), sans son premier terme, sera satisfaite; le
calcul d’'un débit exprimé en masse (le plus
significatif) a travers un tube de courant de
méme genre que précédemment donnera :

o 53 :r La(f, g)
M= [ ] e Say e

5

4z

I
—_.—L/r/'df dg — o — f)) (Ga—g1)

noh

(21)

On pourrait encore citer des exemples d’ap-
plication a des écoulements de type spécial (&
deux dimensions ou & symétrie axiale), mais la
question est suffisamment éclaireie pour se pas-
ser de démonstration.

Les équations (20) et (21) ont élé tout d’abord
trouvées par MAEDER et Woons [5] puis redé-
couvertes, indépendamment, par Pauteur de cet
article.

VII. — FONCTIONS DE TRAJECTOIRE ET SURFACES MATERIELLES.

Dans le cas de non-diffusivité, la question sem-
ble étre élucidée, sauf pour le cas d’écoulements
non permanents d’un fluide compressible. Dans
ce cas, les équations différentielles des lignes de
trajectoire s’écrivent :

ar e dy
u 12 w

et leurs solutions sont :

[ (@, g,z ) =a (22)
g@y,zt)=D> (23)
hzy z,t =c (24)

Mais, comme les trajecloires sont les intersec-
tions mutuelles des surfaces définies par les équa-
tions (22), (23) et (24), elles doivent appartenir
a ces surfaces & quatre dimensions, qui sont par
conséquent autant de surfaces maldérielles. Si les
équalions (23) et (24) résullent de :

dx dy oz
u v T w

les surfaces qu’elles expriment pour une valeur
donnée de t soni également des surfaces de cou-
rant instantandées.

Pour les raisons invoquées au paragraphe 3 ci-
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dessus, nous pouvons définir le quadrivecteur
(eu, ov, ow, ¢) par:

- = - -

> —> N ) j k 1
ol o0 Jyowk,ol=| f, fy f- fi 25
7. ¢ g. g |

, h, h, R

et montrer directement que, suivant cette défi-
nition, I'équation de continuité (19) est vérifiée
identiquement.. De plus, & tout instant t={,,
la masse de fluide contenue dans l'espace V li-

mité par les trois paires de surfaces :
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/:(;l‘a ,l], Z, t()) — i2
9(‘7«'5 Yy, z, t()) = g2
h(x,y,zt) =h,

f@uy ztd =M
g @y, z t) =g
h (:L', !l, Z, tO) = hl

est :
Tz ge f2
2] f,;, : f,": .
M :..//] G g: g.|dxdydz= /]]df dg dh
v hw hﬂ h, higifr

== (fy — f1) (g2 — g1) (hy— D)
(261

résultat analogue aux équations (17) ou (21).

VIIl. — REMARQUE.

Puisque Tannulation de la divergence d’'un
tourbillon o correspond a I'équation de conti-
nuité et que les équations d’un filet-tourbillon
correspondent a celles d'une ligne de courant
(voir [6]), le développement précédent s’appli-
que également & la cinématique du tourbillon.

Nous rappelant que la circulation T' autour
d’'une trajectoire fermée C est égale au double

du flux du tourbillon a travers une surface S
limitée par cette courbe C, nous obtenons comme
précédemment :

/2 =(fs—1f) (g2—9v) (27)

f et g étant cette fois-ci des fonctions de tour-
billon.
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Stream functions exist for general three-dimen-
sional flows of a non-diffusive fluid except un-
steady flows of a compressible fluid. Along «
streamline, these functions are constant. A
simple definition of the velocity in terms of lhe
stream functions has been given whenever the
lalter eaist. This definition includes all the
known ones for special flows as special cases,
and yields « simple relalionship betfween_ the
volume or mass discharge and the values of the
stream functions, from which all the well-
known ones for special flows can be immediute-
ly deduced. For unsteady flows of a compress-
ible fluid three « path functions » exist in

ferms of which the density and the products of
the density and the wvelocity components can
be expressed — and in such « way that the
equation of continuily is identically satisfied.
The mass contained in three pairs of surfaces
which uare time-fraces of the material surfaces
(or hypersurfaces) corresponding to specifle
values of the “ path functions” is shown to be
the product of the three differences of these
functions. An analogous development [or vor-
ticity (instead of velocily) results in a similar
relationship between the circulation and {the
vorticity functions,

I. — INTRODUCTION.

In 1781, LAGrRANGE [1] introduced the stream
function for two-dimensional motion of an in-
compressible fluid. His method of atiack was
an entirely mathemalical one, without any
appeal to kinematics. Recognizing that the
equalion of continuity

u, + v, =10

(in which u and v are velocity components in
the directions of the cartesian coordinates x
and y, respectively, and subscripts denote partial
differentiation) is the analytic condition that
udy —vdx should be an exact differential, he

denoted that differential by — d ¢, and thereby

arrived at the now-well-known relationships
between the velocity components and the func-
tion ¢ :

=1y, (n

u=—1,

Since the differential equation for a stream-
line is

udy —- vdr =0
or
d=10

the function ¢ must be constant along a stream-
line. For this reason it is called the slream
function.

Sixty-one years later, STokEs [2] invented the
stream function ¢ for axisymmetric flows of an
incompressible fluid in precisely the same man-
ner as LAGRANGE. Although in Stokes’ original
paper cylindrical coordinates were used, his
stream function can also be used with spherical
coordinales.  The relalionships belween the
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velocity components and the stream funclion
for cylindrical coordinates (r, ¢, z) are

1
7

u = by, W= — 71 b, (2)

and those for spherical coordinates (R, 0, ¢) are

1 1 \ .
e s = o e a Wi 3
RZsin 6 % v Rsing )

I o=

in which, as in Eq. (2), u, v, and w denote the
velocity components in the directions of the
three coordinates, in the order that these coor-
dinates are mentioned. It is a simple matter to
show that Eqs. (2) and (3) are entirely compatible
if ¢ is taken to be the same function of position.

Lagrange’s stream function possesses the pro-
perty that the discharge q per unit distance in
the z-direclion across an arc in the x -y plane is
equal to the difference in its values at the end
of the arc:

q=tdo— “

N¢ 3 - JurLrLer-Aout 1957

Similarly, Stokes’ stream function has the pro-
perty that lhe discharge Q through an annulus
is equal to 2= times the difference in its values
at the rims of the annulus :

Q=2m(y— ) )

Two questions now naturally arise. For three-
dimensional flows, do stream functions exist in
terms of which the velocily components can be
expressed? And, if so, does a general relationship
between the discharge and these stream func-
tions exist, which includes Eqs. (4) and (5) as
special cases? Under the assumption that the
fluid, if inhomogeneous, is not diffusive, the
answers to these questions are positive not only
for an incompressible fluid in steady or unsteady
flow but also for a compressible fluid in steady
flow. Furthermore, for unsteady flows of a
compressible fluid, “ path functions ” correspon-
ding to material surfaces exist in terms of which
both the velocity components and the mass con-
tained in a volume bounded by traces of these
surfaces can be simply expressed.

II. — THE STREAM FUNCTIONS.

In presenting the stream functions, two ways
are possible. One may define the velocity com-
ponents rather artificially in terms of two funec-
tions in such a way that the equation of con-
tinuity is identically satisfied, and prove that
along a streamline these functions are constant
and can therefore be considered as strcam func-
tions. Or, alternatively, one may write the equa-
tions for the streamline and find the integrals
thereof. Since these integrals are constant along
the streamline, they are the stream funclions
desired. The definition of the velocity compo-
nents in terms of the stream functions is easily
obtained from the fact that the stream funec-
tions are integrals of the equations for the
streamline. Whereas in the former procedure
the satisfaction one experiences in identifying
the functions used in the definition of the velo-
city components as stream functions is offset by
the artificiality of this definition, the latter pro-
cedure avoids this artificiality but still yields
a pleasant surprise. As will be shown presently,
the definition of the velocity components in
terms of stream functions which is arrived at
very naturally, is such that the equation of con-
tinuity can be identically satisfied. Conse-
quently, the latter procedure will be adopted.

If the velocity componentis in the directions
of increasing x, y, and z are denoted by u, v and

w, respectively, the equations for the stream-
lines are
dze _dy _ dz 6)
u v w
All the integrals of these equations are represent-
ed by a system of equations of the form :

flx, y, 2) =a )
g, y, 2)=1> ®

For any value of the constant a or b, Eq. (7) or
(8) represents a stream surface in which stream-
lines are imbedded, and the intersections of the
surfaces represented by Eq. (7) wilth those
represented by Eq. (8) are precisely the stream-
lines. Thus it is clear that along any stream-
line the values of f and ¢ arc both constant.
These functions will then be called the stream
functions.

Of course the choice of these functions is not
unique, and one can always choose a function
h(f, g) such that on a solid boundary h remains
constant. That the surface

h(f, g) = constant )

is a stream surface follows from the fact that
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Eq. (9) can be susbtituted for either Eq. (7) or
Eq. (8) to furnish the solution of Egs. (6) —
a standard result in the theory of partial differen-
tial equations. Since a fixed boundary must be
a stream surface also, Eq. (9) will represent a
fixed boundary if it passes through the trace of
that boundary for x = x, say. If this trace is
the curve
Cy,z) =20

which may be open or closed, one can solve for y
and z in terms of f and g from the equations
f = f (1‘0; Y, Z)
g=9 @Y,z
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and obtain

y=y&ef, 9
Z == ’(:L.U’f’g)

When these are substituted in C(y, z), one
obtains a function h (f, g) which vanishes on the
curve G at x = x,, and hence on the solid boun-
dary.

The use of two stream functions for irrotatio-
nal flows was discussed by Prasil (8], who,
however, did not relate them to the velocity
components.

III. — DEFINITION OF VELOCITY BY STREAM FUNCTIONS
FOR INCOMPRESSIBLE FLOWS.

Since the f-surfaces and g-surfaces contain
the streamlines, their normals must be perpen-
dicular to the streamlines. The direction num-
bers of these normals are (f,, f,, f.) for the f-sur-
faces (with the subscripts denoting partial dif-
ferentiation) and (g, g, 9.) for the g-surfaces,
and the direction numbers of the streamlines
are (u, v, w).

Thus
uf, + vf, + wf. =10 (10)
ug, + vg, +wg.=20 11)
from which one obtains

u:v:w=(f9.— f-9,): (f.9.— .92 :
(fo 9y — s 9. (12)
This immediately leads to

u=2x({,9:—f.9,), v= (9o T2 92
w=>1{s9,—Ff9) A3

in which 2 is, for the time being, an arbitrary
function of x, y, and z. Equation (12) can be
written in vector form

e

- i ok
ve=2X\|f, f, [ |=2(grad f) X (gradg) (14)
9o Ju 9=

— - -
in which v == ui 4 vj 4 wk is the vector velo-
city.

Whether the velocity components are well

defined by Eqs. (13) or (14) depends on whether
the equation of continuity is satisfied by the
velocity components so defined. Since :

div (grad f) X (grad g) =0
one has (%)

u, + v, +w,=u/(,9.—f.9)
+ 7‘1/ (f:: Ju —f:n g:) + 7\:: (,n gl/""fll .(’r)
=Wk, + 0 +wi)/r=uLogl),
+ v (Log 1), + (wLogu.

If the equalion of conlinuity for incompressible
flow is to be salisfied, one must have :

u (Log »), 4+ v (Log 2), 4 w (Log 1), =0

which shows that Loy % satisfies the same equa-
tion as f and g [sece Egs. (10) and (11)]. Hence
Log ), and consequently %, must be a function of
f and g, and the definilion of velocity in terms
of stream functions bhecomes

—; =i ([, g) (grad [) X (grad g) (15)

It will now be shown that » can be laken to
be 1 without loss of generality. It F and
G are functions of f and g, it can be readily
shown by a direct calculation that

(grad F) X (grad G) = (F; G, — F, G)) (grad [)
X (grad g)
This means that if
7\ == F/ (;!/ — F” G/ (]6)

(*y Under french notation, “Log” corresponds to
neperian logarithms and to the american notation “In 7,
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then
v = (grad F) X (grad Q)

in which the new 2 is simply 1. For a given
function A (f, ¢), F (f, 9) and’G (f, ¢) can be found
such that Eq. (16) is satisfied. In fact, F can be
so chosen as to make a solid boundary an F-
surface, and Eq. (16) can be solved for G — and
there still is a good deal of latitude in the choice
of G, since Eq. (16) does not determine G uni-
quely. Thus, writing small letters for the corres-
ponding capital ones in the last equation, one
has

v = (grad f) X (grad g) (14 a)
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or

fzgw D:fzgw’"'f,ugzr
w:fwg?/“—fvgm

u==f,g.—
13«

Equations (13a) were first written down
without' derivation by Clebsch [4], who did not
identify the f and g as stream functions, and
was not concerned with the question of whether
taking ) to be one is unnecessarily restrictive —
in fact, the factor A did not appear at all in
Clebsch’s paper. The present work was done
when the writer was not aware of Clebsch’s
result.

IV. — RELATIONSHIP BETWEEN DISCHARGE AND STREAM FUNCTIONS.

There exists a simple relationship between
the discharge through a stream tube and the
values of the stream functions on the walls
bounding that tube. Let a surface inlersecting
the streamlines be ecalled the @-surface for bre-
vity. It is a known result in differential geo-
metry that two families of curves orthogonal
to each other can be introduced on such a sur-
face. If this is done and if the coordinates are
denoted by « and 8, the square of a infinitesimal
distance ds will be given by

ds? = h2 du® + k2 dg?

in which h and k are functions of position on
the @-surface, and give the metric for that sur-
face. The discharge through a portion S of the
-surface bounded by the traces of

f@,y,2)=Ff, f[@yz="_f;
g(iﬂ, Y, z) = 9 g (x, Y, z) = s
is, from Eq. (14 a),

h k k h

ee

Qz/y'/f—" Lo gﬂ—>hkda dp = ] 259 gy
<

g 0 (e, B)
8

in which (f,, gs— [ 9.)/Ik is the velocity com-
ponent normal to the @-surface, and

24,9 .
a(a,s) _/ag[:? f[:fgo.

is the Jacobian of transformation between the
coordinates («,8) and (f,g) on the J-surface.
Hence, if the directions of increasing («, 8, J)
and those of (f, g, @) are all right-handed, one
has

e [e

Q= [ [ didg=.

o f

fo(g.—gy AD

which is the generalization of the relationship
between discharges and values of stream funec-
tions for two-dimensional and axisymmetric
flows.

V. — APPLICATION TO SPECIAL CASES.

For two-dimensional flow parallel to the
z-plane, one may take

g=-—z
and denote f by Lagrange’s stream function $.
Then Eq. (13 @) or (14 a) reduces to Eq (1), and,

for unit thickness in the z-direction, Eq. (17)
yields Eq. (4).

For flows with axial symmetry, one may take
g =—¢ for either cylindrical coordinates or
spherical coordinates, and denote f by Stokes’
stream function ¢. Then Eq. (14 a) reduces to
Eqgs. (2) or (3), and for discharge through an
annulus symmetrical with respect to the axis of
symmetry (the z-axis or the axis of 8), Eq(17)
reduces to Eq. (5).
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VI. — EXTENSION TO FLOWS OF A HETEROGENEOUS OR COMPRESSIBLE FLUID.

For a heterogencous fluid which is incompres-
sible and non-diffusive, the density o remains
constant on a path line, therefore (with ¢ denot-
ing time)

Do/Dt =, + ug, - Dgy +wo. =10 (18)
The equation of continuity is

From Egs. (18) and (19), one has again the
usual equation of continuity :

u, + v, +w, =10

Since the equations for the streamlines remain
the same, the developments for a homogeneous
fluid apply here exactly, and no further com-
ments are necessary.

If the fluid is compressible one can study only
steady flows profitably. For such flows one can
take

v = (1/0) (grad f) X (grad g} (20)

It should be noted here that the equation of

conlinuily is no longer the same as in the case
of a homogeneous fluid, so ¢ does not have to be
a function of f and g, i.e. it does not have to
remain constant on a streamline. Equation (19)
— with the first term omitted — is then satisfied,
and if one calculales the more significant mass
discharge through the same sort of stream tube
considered before, one has

_ ([, Lo( @
M_l/; / o = SLL duap

gu T

:Q/:/'gdf dg = (fs— ) (gs— g1)
noh

20

Examples of application to special flows (two-
dimensional or axisymmelric) can again be gi-
ven, but now the point is so clear that such a
demonslration is hardly necessary.

Equations (20) and (21) were first discovered
by Maeder and Woods [5], and independently
discovered by the present writer.

VII. — PATH FUNCTIONS AND MATERIAL SURFACES.

Under the assumption of non-diffusivity the
discussion is now complete except for unsteady
flows of a compressible fluid. For such flows
the differential equations for the path lines
are

u v w

the solutions of which can be written as

fyznbh=a (22)
glx,y,z,1)=0b (23)
h(z,y,zt) =c (24)

Since the path lines are intersections of the sur-
faces described by Egs. (22), (23), and (24), they
must lie in these four-dimensional surfaces,
which are therefore material surfaces. If Egs.
(23) and (24) are obtained from

the surfaces described by them for a definile
value of f are also instanlancous strcam sur-
faces.

By arguments similar to those employed in
Seclion 3, one may deline the 4-vector (eu, o,
o, o) by

- - - -
- e e i i k 1
vl i’ v j’ elo k:? 1 == f:z; /// / [I ¢
7% 9 ¢ ¢ | &

h, h, h, h

It can be shown in a straightforward manner
that according to this definition the equalion of
continuity — Eq. (19) — is identically satisfied.
Furthermore, at any instant ¢ = {, the mass con-
tained in a space V bounded by the three pairs
of surfaces

@y, zt) =f
g(x’ ,l}a Z, t()> == g:l
h (.x5 fl; Z, fn) = h2

f(xa ,l], z, t()) mf]
g (.’E, !], z, t()) =G
h(x, g,z ty) =Ny
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is
. hogafo
e Ve ] f‘l) f /‘z Piietd
M=l | & & §|dedyaz— ([ di dgan = . —f1) (g, — g0 thy— ) (26)
Y h, h, h, W

This result is analogous to Eq. (17) or (21).

VIHI. -— REMARK.

Since the vanishing of the divergence of vor-
ticity o corresponds to the equation of conti-
nuity, and the equations of a vortex line corres-
pond to those of a streamline (see [6]), the
foregoing development applies equally well fo
the kinematics of vortex motion,
Remembering thal the circulation I' around a
closed path C is equal to twice the integral of

the component of the vorticity normal to a sur-
face S bounded by C over that surface, one is
led as before to

I/2={(;—f) (g.— g0 (27)

in which the functions f and g arc now vorticily
functions.
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