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Sur une
des

nouvelle
relations

démonstration
d'Ail iévi

A new proof of Allievi's équations

PAR OH. DUBIN
INGÉNIEliH DES AHTS ET MANUFACTUHES

L'établissemenl des l'elations d'Alliévi nécessite
Ill! certain nombl'e d'hypothèses simplificatrices
admises implicitement Oll explicitement par les
divel's allleul's.
Le bllt de l'étllde qzii vC1' sllivl'e est d'ea:flminer
ces hypothèses et de nous l'endre compte dans
qllelle meSUl'e elles l'endent ces l'elations plus
ou moins approa:imatives.

Il existe' deux méthod-es pour aboutir aux
équations d'AlIiévi :

1" La méthode difl'érentielle qui est employée
par Alliévi lui-même et de nombreux au­
tres auteurs (Joukowsky, Jaeger, Es­
cande, etc.);

2" La démonstration directe à l'aide du théo­
rème des quanti tés de mouvement, don­
née notamment par L. Bergeron dans
son livre: Du coup de bélier au coup de
foudre.

Cette dernière démonstration nous parait plus
intl~ressante parce que plus physique et la dé­
monstration que nous allons donner en découle
immédiatement, ainsi d'ailleurs que de la recti­
fication apportée par M. Darrieus.

Nous devons remarquer que ces démonstra­
tions laissent planer un doute sur le rôle que
peuvent jouer les deux approximations suivan­
tes implicitement admises:

1 0 La vitesse de l'eau à travers une section
transversale est considérée comme cons­
tante;

2" Dans une section transversale, on considère
la pression connlle constante et égale à
la pression sur l'axe (cette dernière ap­
proximation pouvant être théoriquement
importante si le diamètre de la canali­
sation n'est pas négligeable au regard de
la hauteur de chute).

Setting up Allievi's eqllations l'eqllires a number
of simplifying assumptions which are made
implicitly 01' e:rpUcitly by various authors.

The aim of the following study is to examine
these hypotheses and to {lnd Ollt to what extent
they affect the accuracy of the equations.

Citons le début de la démonstration du Pro­

fesseur Bergeron:
« Soit une conduite indéfinie XY de diamè­

tre D et épaisseur e constants, dans laquelle le
régime permanent initial est caractérisé par une
vitesse d'écoulement Co c'est-à-dire un débit
qo=Co' S, où s est la section, et une pression ho
exprimée en hauteur de liquide, c'est-à-dire égale
en kilos à Po-U5oh o où ù50 est le poids spécifique
du liquide (fig. 1).

« Supposons maintenant qu'une cause quel­
conque en X fasse passer la vitesse de Co à Cl
et, conséquemment, la pression de ho à ho+F
en un temps l' (ce sera, par exeulple, une fer­
meture de vanne que l'on arrêtera au bout du
temps n. Nous savons que cette variation de
régime se propagera vers Y à une célérité a'.
Sous la surpression F, le tuyau augmente d'ail­
leurs de diamètre et, son inertie étant négligea­
ble, cette augmentation de diamètre se propage
avec la même célérité absolue a'.

« A un temps quelconque 'i:, le commencement
de la variation de régime se produit donc en B
à une distance XB=a' 'i: et la fin en A à Ulle
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distance XA,=o' (" ----, l'), c'est-il-dire que la va­
riation de régime produite en X pendant une
durée l' s'étale le long de la conduite sur une
longueur a'l' qui est le front de l'onde, lequel
avance de a' par unité de temps en restant iden­
tique il lui-même. Une seeonde apr(~s, le t'l'ont
d'onde est donc en A'B' tel que AA'=BB'=a'.

« Appliquons il ce phénomène le théor(~me des
quantités de mouvement projetées.

« Considérons le volume liquide compris en­
tre la tranche AA d'une pad, el la tranche DD
située à une distance Co de la tranche 13'13' d'au­
tre part. Au bout d'une seconde, les mêmes mo­
lécules occuperont le volume compris entre la
tranche 13'13' d'une part et la tranche EE située
il une distance Cl de AA d'autre part. En efl'et,
la tranche DD avance à la vitesse initiale Co
pendant toute ceUe seconde et arrive en 13'13',
tandis que la tranche AA avance à la nouvelle
vitesse Cl et arrive en EE. "'-

C'est ici qu'apparaît le rôle de la première
approximation. En tolÎte rigueur, on devrait
dire:

1" Que les molécules situées en 13'13' il l'instant 1
proviennent de molécules situées sur un
« profil de vitesses .» B'MB' il l'in,stant 0;

2° Que les molécules situées en AA à l'instant 0
seront sur un « profil de vitesse» ANA à
l'instant 1.

olt ?1 est la masse spécifique à la pression
Pl=wlhl (l'augmentation de section ds, étant
toujours du second ordre par rapport il s, doit
être négligée.) »

La quantité de mouvement définie en Cl) de­
vrait en toute rigueur s'écrire :

Jo=I[~o (a'+u) .U] ds

l'intégrale s'étendant il toute la section s et la
vitesse u étant celle qui correspond à un élé­
ment ds de l'eUe surface. Intégrale qui peut
s'écrire, si on appelIe Co la vitesse moyenne :

Io=~o 0' cos+%I u2 ds

On voit que l'eUe valeur est difl'érente de la
valeur (l) car on ne peut pas avoir:

f u2 ds=C02 s

sauf si u est constant (ce qui est contraire à nos
hypothèses) .

Reprenons donc la démons tration en appli­
quant le théorème des quantités de mouvement
projetées, non plus à l'énsemble des molécules
mais aux molécules comprises dans un cylindre
horizontal de base ds. Pour ce cvlindre élémen­
taire, nous raisonnerons exactement connue pour
la totalité de la conduite, mais en remplaçant les
vitesses moyennes par les vitesses vraies, et la
variation de quantités de mouvement s'écrira:

Les forces appliquées il ce volume d'eau sont:

(Po -- Pl) ds

(:3) b

2
0-0'+

Poursuivons le calcul en nous inspirant de la
démonstration de M. Danieus.

Remarquons que l'on a, çntre la vitesse abso­
lue (/ el la vitesse relative a', la relation:

uo+u l

Pl ----- po=a' (~o llo

Po et Pl étant pris à la cote du cylindre horizon­
tal de hase ds. On a donc, pour chaque cylin­
dre élémentaire:

ce qui donne:

Pl --. Po= (0 - llo;lll) (~o llo --?J 1l1)+~O Il02 --?l U1
2

où ~o=wo/g est la masse spécifique à la pression
Po='û5o. ho.

Poursuivons la démonstration du Professeur
Bergeron:

« La variation de quantité de mouvement de
l'eau dans la conduite, pendant l'eUe unité de
temps, se limite il celle du volume ci-dessus, et
ceHe variation est égale il la somme de toutes
les forces appliquées au volume considéré, pro­
jetées SHI' la direction de la vitesse; c'est l'énoncé
même du théorème.

« Le volume ABB'l) comprend la portion AB de
front d'onde dont nous appellerons M la quan­
tité de mouvemen t, pu 1S le volu me (0'+ Co) . s
dont toutes les molécules sont il la vitesse Co, de
sode que sa quantité de mouvement, projetée
sur l'axe de la conduite, est:

ou :

et~?===?l -?o

et en posant :

(2)

« Le volume venu en EA'B' comprend la por­
tion A'B' de front d'onde dont la quantité de
mouvement est restée M puis le volume
(Cl+O') (s+ds) dont toutes les molécules sont
maintenant à la vitesse Cp de sorte que leur
quantité de mouvement est:
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Soit X'X un axe horizontal de référence et ds
un élément à une distance Y de X'X (fig. 2).

xx'

- - vo2 _.--- v j
2

Pl -- Po=Cl ~ (Vo -- VI)+~ 2

vo+v j ~o (vo --- 1~1)2

2 e 4

Mais l'équation de la conservation dc masse
donne:

on obtient:

ou en reprenant les notations ci-dessus et sim­
plifiant :

Portons celte valeur de ~~ dans (3)ù; les
deuxième et troisième termes s'annulent et il
reste:

Si P est la pression sur l'axe de référence,
on aura:

J~)O ds= ;-(P --- ? g u) ds=P s -_ ? g ~/-Sy ds

mais si l'axe de référence passe par le centre de
gravité de la seeLion transversale:

- [-. (vo -- V j )2
=a?(vo--V j ) 1-- 4a2 _

Voilà ce qu'en toute rigueur on peut trouver
pour le cylindre élémentaire de base ds. Nous
pouvons éténdre cette relhtion à toute la con­
duite grâce uniquement aux approximations sui­
vantes:

1(, Nous admettrons que? varie peu et qu'on
peu t écrire -?=?

Il est facile d'apprécier l'erreur relative com­
mise de ce fait, car la masse spécifique, pour
une pression donnée ?p, est liée à la masse spé­
cifique ? à la pression atmosphérique par la
relation:

J !Ids est nul.

Par conséquent, on ne fait aucune approxi­
mation et ceci, quel que soit l'ordre de grandeur
des diamètres de la conduite par rapport aux
hauteurs d'eau, en prenant comme pression la
pression qui s'exerce à hauteur du centre de
gravité de la section transversale,

l!:valuons maintenant:

mais;

par suite de la définition même de la vitesse
moyenne; donc:

ce qui donne une erreur relative inférieure à
1/1 000 pour une variation de pression de 1 à
12 kg par exemple.

2 0 N'OLIS négligerons:

(vo-vIF
4 ([2

a? ~r (vo

et finalemenl ;

VJ dS=[1 ? (C" -- Cl) S

(inférieur à Illon pour des vitesses inférieures à
2 m) devant l'unité.

II nous l'este alors:

Pl - po=a ? (vo -- VI)

ce qui, étendu à la surface s, donne:

~f (PI--- Po) dS=.f a? (vo-- VI) ds

Pl et Po sont constants sur tous les éléments ds
centrés sur un même plan horizontal.

Pl - po=a ? (Co - Cl)

La démonstration est valable quel (fue soit le
profil de vitesse; elle le reste donc même si on
admet que le profil de vitesse en mouvement
varié n'a rien il voir avec le profil en mouve­
ment permanent.

Nous avons donc démontré que les hypothè­
ses simplificatrices auxquelles on a recours
pour démontrer la formule d'Alliévi n'entraî­
naient aucune approximation supplémentaire,
car, en définitive, « tout se passe comme si »
on n'avait pas fait ces hypothèses.
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