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Etude du clapotis

Clapotis
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L’auteur donne d’abord diverses définitions du
clapotis et les compare enfre elles. Il retient
celle qui consiste & considérer le clapotis
comme un mouvement plan, d’un liquide pe-
sant, avec surface libre, a trajectoires fermées,
décrites toutes en méme temps, périodique par
rapport & [Pabscisse longitudinale, vertical le
long d’un plan vertical fixe. Cette définition
conduit ¢ une solution approchée du probléme,
exacte au 3° ordre prés inclusivement par rap-
port & la cambrure et qui est unique, a la
transformation d'un groupe prés. On montre
ensuite que le mouvement ainsi défini est un
mouvement irrolationnel.

Cette maniére de procéder permet de présenter
d’une manié¢re rationnelle les nombrenx résul-
tats obtenus par les théoriciens du clapolis el
en obtenir des nouveaux, concernant la correc-
tion non linéaire de longueur d’onde, la forme
de la surface libre, la pression, efc.

Quelques comparaisons avec les résultats des
essais faits en laboraloire complétent Iexposé.

Firstly, the author presents the various defini-
tions of clapotis and compares them. He adopts
the definition whereby clapotis is considered to
be a two-dimensional molion of a heavy liquid
with a free surface, all of whose particles take
the same time to describe closed trajectories
the motion being periodic with respect to the
longitudinal axis and taking place in a fixed
vertical plane. This definition leads to an ap-
proximate solution of the problem which is
accurate to the third order of wave steepnesses,
and which is unique to the transformalion of
one group. It is then shown thuat the molion
thus defined is irrotational.

This procedure enables the numerous theore-
tical results that have been obtained to be
presented rationally and (o derive new resulls
non-linear corrections for wavelenglh, the shape
of the free surface and pressure, efc.

A [ew comparisons are made wilh the results
of luboratory tests.

Introduction pas linéaire. En second lieu, la surface libre
étant de forme inconnue a priori, le domaine de
On désigne sous le nom de clapotis un type définition des solutions (champs des vitesses, par
d’oscillation périodique et stationnaire d’un li- exemple) est a priori aussi inconnu.
quide pesant, avec surface libre. Cette définition, Enfin, le clapotis étant un phénoméne station-
trop vague encore, ne peut servir de point de naire, la forme de la surface libre varie avec le
départ a une théorie du phénomeéne; elle suffit, temps; ce fait distingue nettement le clapotis de
cependant, pour faire comprendre les difficultés Ponde progressiye. Dans notre cas, il n’existera
spécifiques de la question. pas de repére, lié 4 'onde, relativement auquel
Il s’agit d’abord d’un mouvement avec surface le phénomeéne soit permanent, et les difficultés
libre : donc le probléme aux limites auquel on ra- qui en résultent ne sont pas banales.
ménera la détermination du mouvement ne sera Comme toutes les oscillations périodiques, le
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probléme du clapotis est abordé par la méthode
du petit parameétre de Poincaré. Le mouvement
étant voisin du repos, on suppose que toutes les
inconnues sont développables en séries enliéres
par rapport 4 'amplitude. L’ensemble des termes
en A" de ces séries constitue ce qu’on appelle
Ia nime approximation ou lapproximation du
n*#me ordre. Le théoricien a alors & résoudre deux
problémes : 1) calculer la ni#m¢ approximation
en fonction des précédentes, c’est le probléme
formel; 2) montrer que les séries ainsi obtenues
convergent pour A assez petit, c’est le probléme
d’existence.

Ces questions ont été complétement résolues
dans le cas de la houle progressive : citons les
travaux de Levi-Civita, Struick, Mme Dubreil
et Gouyon; ce dernier auteur a obtenu les résul-
tats les plus décisifs, englobant ceux de ses pré-
décesseurs. Il s’en faut de beaucoup que la
théorie du clapotis soit aussi avancée; en par-
ticulier, il n’existe — semble-t-il — aucune
démonstration entiérement satisfaisante d’exis-
tence de la solution, bien que plusieurs tentati-
ves aient été faites en ce sens. On voit donc que
les seuls résultats disponibles au sujet du cla-
potis sont formels, en ce sens qu’ils sont obte-
nus A partir des séries dont la convergence reste
4 démontrer.

La théorie linéaire du clapotis (¢’est-a-dire du
premier ordre) est classique. Elle ne suffit pas
a rendre compte des faits observés. Beaucoup
d’auteurs ont alors explicité les approximations
des deux premiers ordres en profondeur finie
et le calcul a ét¢ poussé jusqu’au sixieme ordre
en profondeur infinie; ainsi le probléme for-
mel n’a pas été résolu dans toute sa généralilé.

Une des premiéres difficultés qui subsislent
encore semble résider dans le fait qu’il n’exisle
pas de définition précise du clapotis. R. Miche [1]
envisage le clapotis comme résultant, au pre-
mier ordre, de la superposition des deux houles
linéaires irrotationnelles; il calcule ensuite I'ap-
proximation du seeond ordre, sans établir que
sa solution soit la seule possible.

C. Carry [4], Penney et Price [6] postulent
a priori que le clapotis est irrotationnel; Carry
construit 'approximation au second ordre en
superposant deux houles du second ordre de
F. Biesel et en complétant le régime par des on-
des d’interaction. A. Daubert est allé jusqu’au
troisi¢tme ordre dans cette voie. Nolons que tous
les auteurs précités, sauf Penney et Price, para-
metrent les inconnues au moyen de coordonndes
de repos de Miche. Enfin, J. Sekerz-Zenkovitch
part encore de I'approximation du premier ordre,
mais en utilisant un systéme différent de varia-
bles indépendantes; de plus, il postule a priori
que les approximations d’ordre supérieur posse-
dent une forme déterminde.
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On voit donc que les méthodes qu’on vient
d’analyser présentent un caractére commun :
elles ne reposent pas sur une définition pré-
cise, intrinséque du phénoméne susceptible de
I'isoler dans la vaste classe des mouvements
oscillatoires. On se borne au calcul approché
du mouvement de facon a vérifier quelques ca-
ractéres externes ‘du clapotis.

En second lieu, on notera que dans la théo-
rie qui nous occupe, le choix des variables indé-
pendantes est capital. Pour représenter les in-
connues (déplacements, vitesses, etc.), il est
commode de les paramétrer au moyen des coor-
données d’un point balayant un domaine de
forme connue a priori. Or, les artifices utilisés
par Levi-Civita, Mme Dubreil et Gouyon, ne
s'appliquent pas a Pespeéce. C'est pourquoi nous
avons eu recours aux coordonnées choisies par
R. Miche. Mais ce mode de paramétrage n’est pas
entiérement défini a priori — 4 supposer qu’il
soit 1égitime —; Kravtchenko et Santon ont beau-
coup insisté sur les difficultés qui en résultent.
Nous avons pu surmonter cet obstacle et identi-
fier ainsi toutes les solutions approchées précé-
demment obtenues.

Ce qui précéde permet de situer notre coniri-
bution personnelle au probléme du clapotis.

Nous donnons du clapotis une définition
a priort que nous légitimons a posteriori, en
montrant que la solution formelle correspon-
dante est unique, grace, en particulier, aux pré-
cisions que nos avons apportées au choix des
variables de repos. Mais notre théorie présente a
cet égard — il importe de le répéter une fois
encore — deux lacunes : 1) le théoréme d’exis-
tence reste 4 démontrer; 2) il n’est pas certain
que nolre définition soit la seule & convenir aux
ondes stationnaires et périodiques par rapporl
4 une coordonnée spatiale. Nous démontrons en-
suite quelques propriétés de notre solution for-
melle, notamment en ce qui concerne le caractére
irrotationnel du phénomcéne et les éléments de
symétrie qu’il posséde.

Ceci fait, nous explicitlons les trois premiéres
approximations. Il semble que dans I’état actuel
de la technique expérimentale, la précision ainsi
atteinte soit largement suffisante dans le cas des
profondeurs relatives assez grandes. Il reste, au
point de vue formel, deux problémes essentiels
4 résoudre : 1) calculer la nime approximation;
2) dtudier théoriquement le phénomeéne dans le
cas des faibles hauteurs relatives.

L’ensemble de nos résultats nous fournit la
matiére de notre thése du troisiéme Cycle d’Hy-
drodynamique qne nous préparons sous la di-
rection de MM. Kravtchenko et Santon. Nous
espérons avoir apporté une contribution utile au
difficile probléeme du clapotis que, pour des rai-
sons mentionnées ci-dessus, nous sofmmes loin
d’avoir résolu d’une maniére satisfaisante.
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Définition du clapotis parfait

Considérons un canal prismatique a bords
verticaux, dont le fond est horizontal et qui
est limité dans sa longueur par deux sections
droites. Le mouvement étant plan par hypo-
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thése, nous le rapporterons, comme l'indique la
figure, au systéme de coordonnées rectangulai-
res Ox Oy. Oy est orienté suivant la verticale
descendante et Ox est situé dans le plan d’ean
du repos. On note, h la profondeur du liquide
au repos et X la longueur du bassin suivant Oz,

Par définition, le « clapotis parfait » est l'os-
cillation du liquide contenu dans ce bassin ré-
pondant & la condition suivante : la trajectoire
de chaque particule fluide est fermée; et toutes
les trajectoires sont décrites dans le méme
temps, T, égal a la période du phénomene. Ainsi
done nous commencons par identifier le clapotis a
une seiche plane dans un bassin a4 fond hori-
zontal.

Paramétrage du mouvement

Pour aborder théoriquement I’étude du clapo-
tis ainsi défini, nous devons maintenant choisir
des modes de paramétrage des inconnues; nous
serons amenés & faire quelques hypothéses

.

a priori & cette occasion.

a) Pour individualiser chaque molécule —
c’est-a-dire chaque trajectoire — nous utiliserons
les coordonnées moyennes de repos de Miche :
o, Yo; Nous admettons que ce mode de représen-
tation des équations paramétriques soit possible
et nous posons :

=% + X (.’L'o, y()s t)

Yo+ Y (xo, yy ) (1)

I

]

G. CHABERT D’HIERES 1.55

u et v étant les composantes de la vitesse, on a :

oX
U= T, = u (g Yo V)

Y .
D :W == (xo, _l]o, l) (_)4)

La définition adoptée pour le clapolis entraine
la périodicité en  de X et Y :

X (l.()’ yo, t) = X (xO! yO’ t + 'r)
Y (Cl,'o, UYos t) =Y (x()y yO’ t + T) (3)

Ce paramétrage du mouvement revient en fait
a représenter le domaine occupé par le liquide
a lépoque [ sur le rectangle fixe B, connu «
priori.
0 Iy
0 h 4

VAN/AN
s &
NN

X

Vyo

Fic. 2

On voit donc que I'hypothése faite au début
de ce paragraphe permet de paramétrer les tra-
jecloires, c’est-a-dire le mouvement, au moyen
de fonctions des variables x, y,, ¢t balayant un
domaine connu a priori; c’est le grand avantage
des variables x; yo.

b) Nous admettons que toutes les inconnues
du probléme sont des fonctions analytiques holo-
morphes a lorigine d’'un paramétre A qui carac-
térise Pamplitude du mouvement; nous précise-
rons ce point ultérieurement. Nous postulons que
les développements des fonctions inconnues sui-
vant les puissances entiéres de A sont valables
pendant une période du mouvement au moins.
La périodicité en { garantit alors la convergence
pour tout £

Solutions formelles

Les inconnues X (g, Yy, §, A) el Y (xy, Yo, 1, A)
soni, par hypothese, développables en séries dc
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Taylor en A. Les coefficients de ces séries sont
périodiques en f, de période T. Comme, d’autre
part, 0 <x, <2, on peut, sous réserve dune
hypothése de régularité, développer ces coeffi-
cients en série de Fourier en x, de période X.
Au point de vue formel, chaque coefficient de A™

©
e

r— Ty = Z Am Z [0 (yo) cos nvt-4 B, . , (yo) sin Ilvt] sin ppx, i

m=1 n=0
p=1
y— gy = Z E [ Ym.n.p(Yo) €OS Ryt B, (o) sin nvt] cos puo (5

m=1[ n==0

0

+ E [, n,p (Yo) €OS NV &5, (yo) sin nvt] sin pu,

n=>0
p==1

dans lesquelles on a posé :

v=22a/T, p=2=/\
m, n, p étant des entiers > 0, variant de 0 & 4 .
Ainsi done, ’hypothése faite concernant la forme
des trajectoires et leur mode de description per-
met d’éliminer a priori toutes les difficultés
qu’entraine la présence éventuelle des termes
séculaires dans les développements de X et de Y.

Il y a lieu maintenant de faire a priori quel-
ques hypothéses supplémentaires de régularité au
sujet des développements formels que I'on vient
d’introduire.

Nous avons, en effet, 4 écrire que ceux-ci véri-
fient les équations de I'hydrodynamique. A cet
effet, nous aurons a les dériver formellement
(c’est-a-dire terme 4 terme) deux fois en { et une
fois en x, et y,. Or, on sait que ces opérations ne
sont légitimes que pour les fonctions assez régu-
liéres. Nous admettrons donc que :

1) Les dérivées partielles 02X/012, 02Y /912 exis-
tant, sont « assez » continues en t (par exemple,
il suffit qu’elles soient hoéldériennes, d’exposant
supérieur a 1/2) pour 0 < i< T et vérifient les
conditions :

02X _o2X
22 |tms0 O |t=1_0
02Y _ %Y
212 |i=t10 02 |t=m_0

pour toute particule fluide : cela revient a pos-
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de X et Y admet donc un développement en série
de Fourier double en x, et en . Admettons que
la série de Fourier double ainsi obtenue soit
absolument convergente. Alors le théoréme rels
tif a la substitution des séries permet d’écrire :

L

|

|
I

tuler Pexistence des accélérations, périodiques
en t et continues sur — oo <1 < oo dans tout le
rectangle B, frontiére comprise.

2) Les dérivées :
2.9 oX oY oY
oxy’ oyo’ ox,’ oy,

existent, sont continues au sens de Holder en
x, pour 0 < x, < ) et vérifient les conditions :

oX | _ X
0%y | sy=+0 Oy | sy=r—0
oy |  _av
ALy | wy=+0 Oy | y=r—0

pour — o <t w; 0Ly, < h; autrement dit,
les dérivées par rapport a x, des déplacements,
définies comme fonetions périodiques de x,, doi-
vent, de plus, étre continues pour — o < x, < .

3) Les dérivées formelles en y, convergent.

Il est évident que de telles hypothéses restrei-
gunent la classe des mouvements que nous con-
sidérons; mais elles garantissent la validité d’un
raisonnement ultérieur. On verra, de plus, que
la solution du probléme, construite & partir de
ces hypothéses, ne peut étre qu’irrotationnelle.
On peut en déduire que les fonctions X et Y
sont analytiques et holomorphes de x, y, en cha-
que point de B, frontiéres comprises. En sorte
que pour justifier a posteriori la méthode que
nous suivons, il suffirait de démontrer la con-
vergence cn A de notre processus d’approxima-



MARS-AVRIL 1960 - N° 2

tions successives. Mais ce pas décisif n’est pas
encore franchi.

Il sera commode parfois d’utiliser Pécriture :
X — Xy == X — 2A1nX1n (xo, yo, t)
Y — Yo=Y == BA"Y,, (Zo, Yor 1)

Equations du probléme

Compte tenu de la notation précédente, on
peut montrer que X, et Y, vérifient le systéme
Hnéaire :

»Y, X,
o2 oz, of oy,
B _E[ D [(3X,/2t), X,] | D [(2* Y,/01%) YS]]
o D (x(), Z]o) D (x 02 y 0)
aXm nz — (XH Yq/ (7)
oxy a!]0 2D (o, o) (xos Jo)

Toutes les sommes X écrites ci-dessus et ci-
r, s

aprés s’étendent aux termes tels que r 4 s = m.
Les conditions aux limites & imposer 4 X,, et Y,
s’écrivent, pour y,=20:

22X 3 Ym___sx 22X, oX, , 2?Y, 9Y,
ot 2 dxy | O Dz
8
pour y=h:
Y, =0 )

Les conditions aux limites sur x, sont déja écri-
tes dans les développements formels. Celles rela-
tives a4 ¢ sont automathuement imposées sur la
périodicité.

Pour expliciter la solution, il suffit de substituer
dans les équations précédentes les X,, et Y,, par
leurs développements de Fourier et d’identifier
par rapport aux lignes trigonométriques sembla-
bles de x, et . On est ainsi ramené a des sys-
témes différentiels ordinaires qui définissent les
couples « (y,), v [yo); B (s, 3 (ye). On démontre
en méme temps que & (y,) = (y,) =0, quels
que soient les indices m, n, p; il en résulte la
propriété fondamentale de symétrie du mouve-
ment par rapport au plan x,=2>1/2.

La pression et la surface libre se calculent
ensuite trés facilement au moyen des dévelop-
pements formels analogues & ceux de X et Y.
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Indéterminations

Transformations de groupe

Dans P'équation (6), les composantes du dé-
placement sont dérivées deux fois par rapport
a t. Les termes indépendants de  des dévelop-
pements - formels disparaissent, et il ne reste,
pour déterminer un couple de coefficients «,, (y,),
Y o) OU By (Yo), 8, (yo) correspondants qu’une
seule équation. I1 y a donc ici une indétermina-
tion. Heureusement, il ne s’agit 14 que d’une
apparence. Ce qui est en fait indéterminé, c’est le
choix des variables. Physiquement, on voit bien
que les particules étant toutes identiques, on peut
les échanger entre elles sans modifier le phéno-
meéne. Cette indétermination a été notée par les
différents auteurs qui utilisent les coordonnées
moyennes; nous allons, en utilisant les indica-
tions de Kravichenko et Santon, analyser cette
difficulté de plus prés.

On montre aisément que les équations (6) et
(7) sont invariantes par le changement de varia-
bles du type :

Ty =2y (o Yo)

Yo =10 (Ty Yo) (10$)
D (x’Os y/())

— g 0] 11

D @0 yo) 1

Mais, de plus, les conditions aux limites du
probléme demeurent invariantes, pourvu que la
transformation ponctuelle (10) satisfasse les con-
ditions suivantes : elles doivent conserver les
frontiéres du rectangle (B) :
donce :

'y =0 lorsque 2y =0
o =1 lorsque x,=>
7y =10 lorsque y, =10
2’y ==h lorsque y,=nh (12)

L’ensemble de ces transformations forment un
groupe (G). En effet, Pensemble en cause con-
tient la transformation identique et son inverse.
De plus, si %; et %, sont deux transformations
du type (10), (11) et (12), il est évident que la
transformation produit :

B3 = B1 X B2
appartient encore 4 I'ensemble.

Ainsi donc, un systéme de coordonnées moyen-
nes n’est défini qu’a une transformation de (G)
prés; on montre qu’a chaque ordre, une transfor-
mation de ce type permet d’annuler un certain
nombre de termes arbitraires.

Toutefois, il subsiste des termes que l'on ne
peut annuler par le procédé que l'on vient de
décrire. Ces termes, dont les valeurs dans lIa
masse liquide sont arbitraires, sont déterminés
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a la surface libre; c’est a la présence de ces
¢léments qu’est dii-le phénoméne connu sous le
nom de surélévation du niveau moyen. Les
transformations de (G) permettent, sinon de les
annuler, de ramener la solution 4 une forme
canonique. ,

It convient de noter que la notion d’amplitude
doit également étre précisée.

Kravtchenko et Daubert ont montré, dans un
article paru dans le n° 3, de juillet-aotit 1957,
de La Houille Blanche, que les équations du pro-
bléme sont invariantes par une transformation

)
de la forme : A= ¥ a, A™; d’ol1 il résulte qu’il
m=1
subsiste un arbitraire dans le choix de A. Nous
avons alors défini univoquement ce parametre
d’amplitude comme étant Pamplitude du terme
a fréquences fondamentales a4 la fois en t et en x
dans ’expression de la surface libre. Autrement
dit, le terme qui a les fréquences fondamentales
en f et en x ne devra figurer qu’au premier ordre
dans P’équation cartésienne de la surface libre.

Ainsi, quel que soit P'ordre d’approximation,
notre procédé conduit & une solution unique,
parfaitement déterminée. Il faut faire remarquer
un cas particulier qui semble nouveau (mais
qui, en fait, provient de notre définition).

Si on se donne la longueur X du bassin et le
mode de vibration i/p (p entier), on en déduit
la période T (A/p) correspondante. Dans le cas
ol :

r(2) =10

p/ L
harmonique p en x aura une fréquence lelle
qu’il sera également Iharmonique n en (. Sl
en est ainsi, le phénoméne sera encore périodi-
que en { et répondra a noire définition du cla-
potis. On peut montrer ¢ue cette circonstance se
produit pour une suite discréte de valeurs de la
profondeur relative h/) et qu’a chaque valeur de
cette suite correspond au moins un couple de
valeurs entiéres n et p répondant 4 la relation
(13) quelle que soit amplitude (pourvu qu’elle
reste petite) des composantes correspondantes.
Notons que la suite des valeurs de i1/ est alors
fonction des amplitudes de ces composantes a
cause des termes correctifs de la longueur
d’onde qui proviennent des ordres supérieurs au
premier.

n entier (13)

Le clapotis a trajectoires
fermées est irrotationnel

Un des avantages de notre méthode consiste
4 déterminer le mouvement par les équations des
trajectoires, sans avoir besoin d’une hypothese
a priori concernant le vecleur tourbillon, qui
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est ainsi parfaitement déterminé a posteriori. Le
calcul montre alors que ce tourbillon est nul a
tous les ordres. Cette propriété est la consé-
quence de I’hypothése de la fermeture des trajec-
toires (Cf. [9]).

Sekerz-Zenkovitch [7] a énoncé la propriélé
précédente dans le cas du clapotis, mais sans en
publier de démonstration explicite. Cependant
le principe de sa méthode est intéressant: cet
auteur affirme que le champ des vitesses s’an-
nule 4 un instant; I'application du théoréme de
Lagrange établit alors Iexistence du poten-
tiel des vitesses pour tout f. Lorsqu’il n’existe
pas de solutions que nous avons appelées para-
sites, on vérifie aisément sur nos formules que
le champ des vitesses s’annule effectivement &
un instant, ce qui justifie la mise en ceuvre du
raisonnement de Sekerz-Zenkovitch. Si, au con-
traire, les termes parasites exisient, le champ
des vitesses ne s’annule & aucun instant; la dé-
monstration de Sekerz-Zenkovitch est alors en
défaut. Dans ce cas, il faut procéder directement.
On porte les expressions des déplacements dans
la formule :

D [(@z/21), x]

D [(y/oh, yl __,
D (zo; yo)

D (o, yo)

qui donne le tourbillon ¢ et on vérifie qu’il est
nul aux premiers ordres.

Un raisonnement de récurrence analogue a ce-
lui de la premiére démonstration permet d’éten-
dre ce résultat a tous les ordres.

Extension de la définition du clapotis
a un phénomeéne qui intéresse toute la bande

(-~ 00 LTp< +-00), (0L yg<h)

Nous n’avions, nous le répétons, étudié le cla-
potis que dans un bassin dont la longueur élait
réduile & A. Comme la solution admet un poten-
tiel des vitesses, nous pouvons prolonger analyti-
quement ce dernier par symétrie a travers les
parois et cela autant de fois que 'on veut. On
obtient ainsi une oscillation du liquide dans un
canal s’étendant de -—— o &4 -} w. Cette oscilla-
tion est périodique en a2y, de période 2.

Quelques résultats

Les propriétés qui précédent sont valables quel
que soit Tordre de Papproximation. Pour ache-
ver de résoudre le probléme formel, il faut ex-
pliciter Papproximation d’ordre n. Nous n’avons
pas réussi & traiter ce probléme et nous nous
sommes contenté de calculer les approximations
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des trois premiers ordres. Nous renvoyons a nos
notes aux comptes rendus de I’Académie des
Sciences. Nous signalons que le caleul de I'ap-
proximation d’ordre 3 a été fait en collaboration
avec M. Carry.

1. LONGUEUR D’ONDE :

On sait qu’une trés bonne approximation de la
longueur d’onde est donnée, en fonction de la
période, par la formule d’Airy :

gT? 2% h
h =< th
] 2 <
T )
010 -
A \ ! 3
0.09]-*2] {2001 ‘
= | : i
0,08 ‘;b’=°~°2 :
T L]
0,07 . 177003 l
:
006 |-— - L =
|
[
tad
0,08 }rorf-— -
(=}

' K ¥=0.08
008 4 :
| 3
i i
0,09 ; — ,
; i 1¥:0,10
G0 { ! T
Fig. 3. — CLaporis parrarr. Correction de longueur
d’onde.
), = Longueur d’onde d’Airy,

). = Longueur d’onde corrigée,
0, = coth 2 nh/k,,

A= %Amplitude du fondamental ent et en x,

h = Profondeur,

v =24/
A—dy  —y2r2 9084120, +30,242
o 8 0, O+ podt (6,2 — 1)
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Toutefois, le calcul de Papproximation du troi-
siéme ordre conduit 4 une valeur légérement dif-
férente de la longueur d’onde.

La correction a la formule d’Airy peut se
mettre sous la forme :

A—hy  —AZm2 — 965 412 0,* - 30,2 2
Ao B 2 2% 8 B + o I (662 — 1)

dans laquelle %, est la longueur d’onde d’Airy.

» est la longueur d’onde corrigée.
0, = cot h (2 =h/%)

Ainsi done, ) dépend au second ordre de Pam-
plitude. Sekerz Zenkovitch avait déja donné une
correction similaire. Notons que le polynome du
numérateur s’annule une fois pour 0, compris
dans Yintervalle (1< 8,< ). Cette racine corres-
pond & la valeur h/k, = 0,1684 de la profondeur
relative. En ce point, la longueur d’onde est,
quelle que soit 'amplitude, égale 4 la longueur
d’onde d’Airy, au troisiéme ordre prés, tout au
moins. Il est & remarquer qu'aux grandes pro-
fondeurs relatives, la longueur d’onde est plus
courte que ne Pindique la formule d’Airy. Cest
la une propriété particuliére au clapotis. La cor-
rection de longueur d’onde pour la houle pure
irrotationnelle par exemple ne change pas de si-
gne avec 0, et reste positive. La figure 3 donne
Ia valeur de cette correction en fonction de la
profondeur relative pour différentes valeurs de la
cambrure.

2. SURFACE LIBRE :

L’équation cartésienne de la surface libre
s'¢erit :

y=A cos px sin vi-+B, cos 2 B, cos 2 pr cos 2y

+C; cos 3 v sin vi+4C, cos pa sin 3vi - C; cos 3 pa sin 3 vé

On trouvera dans une de nos notes aux comp-
tes rendus de P'Académie des Sciences (t. 245,
séance du 21 octobre 1957), les valeurs des coef-
ficients By, By, G;, Cy, C3, dont les représenta-
tions graphiques, pour deux valeurs de la cam-
brure de la houle composante (0,03 et 0,07), sont
données par les figures 4 et 5.

3. PRESSION :

L’expression de la pression aux (rois pre-
miers ordres d’approximation a ¢été explicitée
par C. Carry et moi-méme (Cf. {9]). La figure 6
montre 'importance relative des différents ter-
nies de la pression au fond du canal et au droit
d’un ventre pour une cambrure de la houle com-
posante égale a 0,07.

P. Jolas a appliqué cette formule aux résul-
tats expérimentaux sur un clapotis parfait, pu-
bliés par Kouznietsov. Il nole une netle amélio-
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ration apportée par la prise en comple des ter-
mes du troisi¢tme ordre.

4. DEFERLEMENT

On peut donner une interprétation du déferle-
ment qui semble trés bien traduire la réalité phy-
sique. Considérons une parlicule fluide de Ia
surface libre, au point et & l'instant olt la cote
maxima est atteinte. La vilesse de cette particule
est alors nulle. Nous dirons qu’il v a déferle-
ment lorsque 'accélération vers le bas de cette
particule est supérieure & g. Dans ce cas, une
simple application du théoréme de Bernoulli gé-
néralisé montre qu’en se déplacant sur une ver-
ticale descendante, la pression commencerait a
décroitre, puis augmenterait 4 nouveau. La pres-
sion en un point situé sous la surface libre,
serait inférieure a la pression atmosphérique. Il
y aurait en quelque sorte traction des couches
profondes sur la surface libre, ce qui sembhle
impossible, d’ot le déferlement. La figure 7 mon-
tre les limites ainsi obtenues par le calcul aux
différents ordres d’approximation, en comparai-
son avec une courbe expérimentale obtenue par
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le Laboratoire Dauphinois d’Hydraulique. Une
correction d’amplilude a di étre faite, car la va-
leur de Tamplitude mesurée dans un canal a
houle différe évidemment du double de ampli-
tude de la houle composante, & cause des termes
du troisi¢éme ordre. On constate une {rés bonne
concordance avec l'expérience pour les profon-
deurs relatives assez grandes (une confrontation
analogue a été faite avec le méme succés pour
la houle). '

Notons, pour conclure maintenant, une parti-
cularité commune aux houles progressives (rota-
tionnelles ou non) et au clapotis. Les coeffi-
cients constants de A" des développements aug-
mentent indéfiniment avec i/h. Cela entraine
que le rayon de convergence en A des dévelop-
pements en cause doit tendre vers zéro avec la
profondeur relative h/X. Au point de vue physi-
que, cela veut dire que la houle progressive et
le clapotis ne peuvent subsister, pour une cam-
brure donnée, que si la profondeur relative h/x
est assez grande. Ceci explique la discordance
entre les courbes théoriques et expérimentales
du déferlement pour les faibles valeurs de h/).
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DISCUSSION
Président : M. KRAVICHENKO

M. le Président remercie M. Crasert D'HIERES ef ouvre
la discussion.

M. Larras souligne le trés gros intérét des calculs de
M. CuaBert D’Hitres qui sont les premiers a traiter
directement le probléme de l’agitation des eaux devant
un mur vertical, alors qu’on n’avait traité jusqu’ici que
celui du croisement de deux houles se propageant en
sens inverse 'une de [’autre, probléme équivalent au
précédent en théorie linéaire pour de faibles amplitudes,
mais dont rien ne permettait de prouver jusqu’ici qu’il
différait peu du précédent pour de grandes amplitudes
avec un haut degré de précision. Le mémoire de
M. CraserT D’HIEREs mérite donc largement des félici-
tations, voire une récompense.

M. Larras profite de Poccasion pour souligner I’impor-
tance des définitions dans les problémes de houle ou de
clapotis, mais aussi la concordance surprenante des
résultats obtenus & partir de définitions différentes.
Toute définition introduit cependant des restrictions, et
M. Lamrras indique qu’on n’a pas encore traité a sa
connaissance le probléme du clapotis & trajectoires non
fermées, ni celui des limites exactes de convergence des
séries utilisées dans les solutions quasi rigoureuses des
problémes de houle et de clapotis d’amplitude finie.

M. CuaserT D’HIERES donne les précisions suivantes au
sujet de la forme des trajectoires dans le clapotis. Si-
Pon caractérise le clapotis par la périodicité des vitesses
en coordonnées d’Euler, on ne fait aucune hypothése sur
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Ia fermeture des irajectoires. Mais on peul démontrer
alors que les fonctions représentatrices des déplacements
des particules sont périodiques. Les {irajectoires sont
done fermées. Les raisonnements qui conduisent a ces
résultats sont fondés sur Phypothése de la validité des
développements que I’on utilise. De plus, ces développe-
ments doivent étre valables pendant un intervalle de
temps au moins égal 4 une période.

En ce qui concerne la convergence des séries, M. le Pré-
sident signale qu’a Grenoble, toute une équipe de mathé-
maticiens étudie la question et on espére avoir un résul-
tat prochain susceptible de donner lieu 4 une communi-
cation aux séances du Comité Technique de la S.H.F.

Dans la thése de M. Gouyon, le probléme de la conver-
gence a été partiellement résolu pour la houle : en pro-
fondeur infinie, les développements formés pour la houle
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irrotationnelle convergent pour une cambrure égale &
1/2000; celte limite de validité est trop faible pour inté-
resser le technicien, mais elle peut étre aisément amé-
liorée. La méthode au reste se généralise au cas de la
profondeur finie et de la houle tourbillonnaire.

On peut signaler également les travaux de M. Joras
sur le contrdle expérimental des formules de M. CHABERT
p’HIERES au moyen des résultats des essais faits pour
Kouznetsoff : la définition correcte de amplitude amé-
liore singuliérement la concordance entre les formules
de M. Micue et les résultats de ces observations; les
termes du J° ordre améliorent encore cetle concordance.
Une des grandes causes de divergence entre les formules
mathématiques et la réalité est simplement la divergence
des séries pour des faibles profondeurs : la théorie des
mouvements périodiques des eaux en faible profondeur
est encore & faire.

HAGEN (1797-1884)

Hagen est de ces savants malchanceux dont le travaux ou les
découvertes tardent parfms 4 obtenir tout le crédit ou la noto-
riété qu’ils méritent : si, en matiére de régime decoulement
Hagen ne parvint pas A établir un paramétre de similitude géné-
ral tenant compte de la viscosité, il reste évident qu’il précéda
Reynolds dans plusieurs découvertes habituellement attribuées a
ce dernier.

Gotthilf Heinrich Ludwig Hagen naquit & Konigsberg le 3 mars
1797 et fit auprés de 'Université de cette ville des études de
mathématiques et d’astronomie, en méme temps qu'il nouait des
rapports étroits avec le mathématicien BesseL

Une randonnée pédestre d’un an et demi a travers P'Europe cen-
trale lui permit d’y voir et étudier les constxuctxons hydrauli-
ques; il commenga ensuite & Berlin une carriére remarguable
en la triple qualité dingénicur de I'Etat, de professeur de
constructions hydraunliques a4 P"Académie” d’Architecture, et
d’auteur.

Dans le domaine de I'Hydraulique, il s'intéressa particuliérement
au probléme des résistances en conduites et en canaux décou-
verts, Parmi ses nombreux ouvrages, il convient de citer : Ueber
die Bewegung des Wassers in engen mvlmdn:chen Rohrcn
(1839), -dans lequel on rencontre la premiére e*{pressmn empi-
rique d’une loi mettant en jeu la viscosité, et la premiére men-
tion de Vexistence de deux modes d’'écoulement; Einfluss der
Temperatur auf die Bewegung des Wassers in Réhren (1854);
Grundziige der Wahrscheinlichkeitsrechwung (1857); Untersu-
clungen diber die gleichférmige Bewegung des Wassers (1876);
Ueber die Ausdehnung des Wassers unter verschiedenen Warme-
graden (1855) et surtout son ceuvre magistrale Handbuch der
Wasserbankunst, en trois volumes (1841-1865).

Hagen mourut a4 Berlin le 3 février 1884, Il était membre de
I’Académie des Sciences de Berlin depuis 1842,

NOTRE FRONTISPICE
(Cf. page 102)

© first empirical form of @ law involving viscosity and the first

HAGEN (1797-1884)

haacn was oie of those 1mfo7funatc people whose work some-
times has to wait a long time before it gets all the credit antl
tecogration it deserves.  Although Hagen did not succeed in
deriving a general somilitude parameter based on viscosity, it
cannot be denied that he made many of the discoveries usually
attributed to Reynolds,

Gotthilf Heinrich Ludwig Hagen was born on March 3vd 1797
n Kéitligsbev‘g and read Mathematics and Astronomy at this
tcwn's university. During that period he came into very close
contact twith Bessel the mathematician.

A walking tour in Central Europe lasting one and a half years
enebled him to sce and study the hydrawlic structures in that
part of the world. He then went to Berlin where he started a
remarkable triple carecr as state engineer, Professor of hydrau-
lic Structures and author,

His main interest in hydraulics was flow resistance tn pipes and
cpen channels. Among his many publicetions the following are
{mrttcﬂlarly worth mentioning : Ueber die Bewegung des Wassers
in engen cylindrischen Rohren (1839), in which we wmeet the

mention of the existence of two modes of flow; Einfluss der
Temperatur auf die Bewegung des Wassers in Rohren (1854);
Grundziige der Wahrscheinlichkeitsrechnung (1887); Untersu-
chungen iiber die gleichformige Bewegung des Wassers (1876)
Ueber dic Ausdehnung des Wassers unter verschiedenen Wirme.
graden (1855) and lis outstanding Handbuch der Wasserbau-
kunst 7in three volimes (1841-1865).

Hagen died in Berlin on February 3rd 1884. He had been «
member of the Berlin Academy of Sciences since 1842.






