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Ecoulement en milieu poreux

de profondeur finie sous un radier protéegé
a I'amont et a l'aval

par des écrans d’étanchéité

Flow in a porous medium
of finite depth underneath an apron protected
by grout curtains at its upstream
and downstream ends.

R. BREPSON

INGENIEUR-DOCTEUR

Les auteurs établissent les formules d’une trans-
formation conforme faisant correspondre au
plan de Pouvrage et de ses diverses protections
— horizontales et verticales — un demi-plan
sur la frontiére duquel figurent les points ca-
ractéristiques de la fonction. Les dimensions des
protections sont établies au moyen des inté-
grales elliptiques de premiére et de troisiéme
espéces s’exprimant en fonction des paramétres
de la transformation. Le débit de fuite fait
intervenir deux paramétres abscisses des points
caractéristiques de la transformation représen-
tant respectivement, pour lun, le passage &
linfini amont de la ligne de fond a Péquipo-
tentielle de surfuace et, pour Pautre, Porigine de
Uéquipotentielle de surface aval. La perte de
charge en un point courant du radier horizontal
principal de Uouvrage s’exprime par une for-
mule faisant intervenir les deux paramétres
précités. La correspondance est établie entre
cetle transformation et la transformation symé-
trique par lintermédiaire du rapport anharmo-
nique. En conclusion, est signalée Uexistence
d’une table comprenant un nombre relativement
élevé de cas.

L’implantation d’un ouvrage de retenue sur
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The authors establish the formulae for a con-
formal transformation by means of which the
plan layout of the structure and its various
horizontal and vertical protections is assimil-
ated to a half-plane, on the boundary of which
lie the characteristic points of the function.
The profecting curtain dimensions are deter-
mined for elliptical integrals of the first and
third kind, which are expressed as functions of
the parameters of the {transformation. The
leakage rate involves lwo parameters that are
abscissae of the characleristic points of the
transformation; they represent the transition,
at upstream infinity, of the bed line to the
surface equipotential line, and the origin of the
downstream, surface equipotential line respec-
tively. The loss of head at any point on the
main horizontal apron of the structure is ex-
pressed by a formula involving the two above
parameters. This transformation and the sym-
mefrical transformation are shown to corres-
pond through the anharmonic ratio. The article
conciudes by referring to the existence of «
table covering a very large number of cases.

Pamont et a Taval, qui peuvent étre complétés

une assise perméable impose généralement le par des radiers imperméables horizontaux. Les
souci de prévoir et de pallier le débit de fuite sous protections peuvent étre réalisées, soit par des
un tel ouvrage. Les dispositifs prévus sont des masques de béton, soit par des files de palplan-
écrans d’étanchéité le plus souvent verticaux a ches métalliques ou encore par des noyaux d’ar-

Atrticle published by SHF and available at Rffpz7/7www.Shi-Tnb.org or



http://www.shf-lhb.org
http://dx.doi.org/10.1051/lhb/1961036

Mar-Juin 1961 -N° 3

gile compacte. Selon que 'auteur d’un projet pré-
voit Pemploi simultané des écrans verticaux et
des radiers horizontaux ou des combinaisons des
uns avec les autres en jouant sur les longueurs
des éléments, la configuration de 'écoulement et
le débit de fuite changeront dans des proportions
notables et, corrélativement, la distribution des
sous-pressions sous le radier principal de I'ou-
vrage, dont la connaissance est nécessaire pour
I’établissement des conditions de stabilité. C'est
dans le but de mieux connaitre I'incidence sur
ces divers facteurs du choix des protections, que
nous exposons dans cette note les principes gé-
néraux du calcul du débit de fuite et des sous-
pressions dans le cas ou les écoulements en mi-
lieu poreux se caractérisent par un petit nombre
de Reynolds, dii a la faible valeur de la vitesse;
nous supposons en outre le terrain poreux homo-
géne et sa perméabilité constante; I'écoulement
dans ce cas, régi par la loi de Darcy, se traduit
par:
dH

U=—2%

L caractérisant la perméabilité supposée con-
stante;
et dH/ds étant le gradient de la charge dans
la direction du mouvement.

Rappelons briévement que le cas particulier du
radier protégé par deux écrans égaux et symé-
friques a été traité par Rossbach [1]. Le radier
protégé par un écran a été traité par G. Sauvage
de Saint-Marc [2]. Dachler, en utilisant une mé-
thode approximative, parvint a traiter le pro-
bléme en donnant aux deux files de palplanches
des profondeurs différentes et en enfoncant le
corps de fondation dans la couche perméable.
Toutefois, Tison [3] estime I'approximation de
Dachler insuffisamment justifiée pour ces cas
complexes.

Polubarinova-Kocina [4] traite le probleme
complet par les transformations conformes. Les
résultats sont trés condensés et ne semblent pas
rapidement exploitables pour I'Ingénieur.

Nous exposerons les deux cas suivants (A) et

A
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Couche poreuse
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(B) (fig. 1) prenant en considération une bande
de terrain poreux de profondeur finie.

ou I, I + h, A, ' 4 k', U peuvent varier en A,
e,,1+4 h, A, I -+ I, U, ¢ peuvent varier en B,
l4+h=2loult+h<],

V+RKZl+houl +N<LIl+h,
V+RZ2loul+ Nl

en traduisant la loi de Darcy dans le plan pour
Iépaisseur unité :
U, dH dH

= Uy=—xﬁy~

En portant les valeurs de ces composants dans
Péquation de continuité :

U, , U,
ox + oy =0
il vient :
*H |, °%H
T T )

H joue le role d’un potentiel des vitesses.

Nous serons donc amenés a rechercher le po-
tentiel F a partir duquel on déterminera la vi-
tesse :

__dF

dz

Nous exposerons la méthode de calcul basée
sur la transformation de Schwartz-Christoffel
(cf. Julia [6]) appliquée au cas de dégénérescence
posé par la présence d’une bande de profondeur
finie et de longueur infinie. Nous étudierons les
singularités de la transformation en relation avec
les ¢éléments géométriques de I'ouvrage. Puis une
transformation par inversion du champ obtenu
raménera sa configuration dissymétrique & celle
d’un champ symétrique connu; enfin, nous pas-
serons de ce champ symétrique a I'équation d’un
damier. Par le jeu des dérivations de fonctions
de fonctions, la vitesse complexe dF/dz sera dé-

Couche poreuse
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terminée dans le plan z de 'ouvrage ainsi que le
ddébit de fuite total et les sous-pressions.

Un exemple illustrera le cas A:

Cas A. — Considérons le cas de la figure 2; soit
z le plan complexe et A lorigine.
La transformation de Schwartz-Christoffel :
O @—n)V—Lp—0@—0E—0

1)
établit la correspondance entre le plan z de la
figure 2 et le plan ¢ de la figure 3.

n 0Ot p g r s [3
Fie. 3

(— oo n) représente la ligne de fond HI,
(no) représente I'équipotentielle JA,

(0s) représente le contour polygonal
ABCDEF,

(s 4~ ) représente I'équipotentielle FG.

En calculant successivement I'intégrale (1) en-
tre les limites 0 — 1,1 —p, p—q, q—1r, 1 —3,
les longueurs I, [ -+ h, A, I’ + I, I’ s’expriment &

TTrd—n —n)
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Paide des fonctions elliptiques de Jacobi. Nous
formerons les rapports de ces différentes lon-
gueurs a la profondeur D de la couche.

Pour calculer D, nous remarquons que le pas-
sage de la ligne de courant du fond & I'équi-
potentielle de surface dans le plan z correspond
dans le plan ¢ & la rotation autour du pdle n
suivant un petit cercle de rayon ¢, de centre n,
¢— 0; posons :

{ ——n = gei?
avece :

— e <00

L’intégrale de Schwartz devient :

M /0 (1 —n) (r—n) ize* db —iD
-7 ee®\/ —n(p—n) (q—n) (s —n)

D — Mz (1 —n) (r—n) ('2)
V—n(p—n)(q—n)(s—n)

les rapports :
r l+h A V4 n r
D’ D ° D’ D ’° D

figurent au tableau I suivant.

En posant :

2 —n(p—n){(g—n) (s—n)

q(s—p)

1—n)@r—n) s |
$—n n

r—q) +1(g, 02 k) [q— p] — U (g, a5% k) (r—n) (g —p) (1—n) g

(p—n)(q—n)

(s —1) + T (o, a2 k) [s—q] —IL (9, a2, J) L= E—D (4 p }

(s—n) (q—n)

=L (p— 1) — T, o2 1) [q—p] + I (o o, D -— - =B (1 —m) |

(q—n) (p—n)

A—n)@-—n) s )

TABLEAU 1

L o Pk 5= (s 1) — T (o, 02, k) 5 — 1 (o, 2% k)
D b S———-«n ’ b
I4+h q—1

D"' T F((Psk) q—n

A s—r

D T F —Fle k) s—n
1/4]511::—_«; F (¢, k) ;_-

—% =) —F (e k) —;— (g, 02 k) s <+ 10 (g, as2 k)

s—n n |

Les valeurs de o, k2, o2, 32, «,2 sont inscrites dans le tableau II ci-apres.
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TaBrLEAU II
@ :k2 o2 &32 Glz
L || Aressin \/~ﬁ::1L_ G—qp —p | _pn—s
D pis—1) s—pgq s—p ns—p
I+h | Aresin (/4—=1 G—qp P p(r—q)
b pl@—1 (s—p g q q n—p
A Aresin /8—P Q@—p) __ = (@q—p)s qg—p |(n—s)(q—p)
D q—p—p) 2| —pgq s—p |(n—q) (s—p)
U4 R | Avesin (s—pr—q s—q@p s—q |[(n—p)s—q)
D s—q@ —p (s—pq s—p |(n—q) (s—p)
L Arcsin | /948 —=1) s—qp q-—s n(s—gq)
D (s—aq)r (s—p)q q q(s—n)
Pour rendre symétrique le champ de la fi- 4
gure 3, nous pouvons définir la correspondance K
enire le plan ¢ et un plan y, la transformation
conservant le rapport anharmonique (cf. fig. 4).
@‘r @) K+ig3 t e n 3
1P q r s 4o §
n o d
~-j -1 -b -f +f  +e 41 4g a
X
@ Is) K®-—’ \ v Nl 0 Fl A
Fie. 4
F1e. 5

Le rapport anharmonique s’écrit :

t—1, —1 _ wtb , —14b
f—w ~ —o  utg  —1—g
v+g9 @ b—1

Dans la suite de 'exposé, nous envisageons une
configuration symétrique du champ, plus ima-
gée, obtenue par une inversion appropriée.

Considérons, figure 5, le champ de la figure 3
auquel on superpose le cercle d’inversion passant
par A, de rayon g, choisi de telle facon que les
inverses des troncons — oo n et AF soient égaux.
Le point rejeté 4 — oo se trouve au centre du cer-
cle O.

On s’impose AF’ = ON’ qui est un cas d’écou-

lement autour de deux plaques,
connu.

soit en posant AF =¢, AN =n’:

OF” X OF == ¢2

ON’ X ON = g2

s’=s[-—1—|—\/ s

$—n

p:—~s+\/m

symétrique

]
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L’abscisse du point I est:
n\s
2+Vs-—n

Pour trouver I'équation du champ ¢ (fig. 5), on
pose :

OP’ X OP — ¢?
OP = +¢
0P/=01+t.—_--9ﬂ;—si+t

en développant et en remplacant ¢ et 8’ par leurs
valeurs.
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L’équation du champ s’écrit :

_ S[2s—n—2Vs(s—n)]
{—s 4 Vs(s—n)

n s
45— <s_7> \/S_n (3)
nous établissons la transforma\tion :
t = adnf 4)
avec :
f=4& - i¥

Nous formons le tableau de variation (III) :

TaBLEAU III

xer | G
f 1——iK’ _;K 0 K K—% K — K| K— 2 iK’ _21'1('-_—23‘-1'10—1'1{'
t/a=dnf| + oo |+ VI +k 1 -+ VI—k2 —{—\/1——1{‘ 0 |——\/1—Ic2 —1 | —V1+k—
Les figures 6 et 7 illustrent le tableau et mon- A P’aide des relations (4), (3), (1), nous pouvons
trent la correspondance des plans ¢ et f. écrire I’expression de la vitesse complexe dans
le plan z, ol figure dF/df, expression de la vi-
tesse complexe dans le plan f; elle est portée par
;s une ligne de courant du damier; si donc le da-
t v mier (0, K, 2i K’) représente le champ z par les
K transformations successives, la vitesse :
) Ve W R dF Q
-®  _a _aVikt oVik +a . *® izK K—%_,K d FF = 5K
-iK K-iK'
® -2 K'sé—KG) ol Q est le débit de fuite total se produisant dans
-2iK K-2iK’ le plan z de — o au point A.
Mais nous savons d’autre part que :
F1c. 6 Fie. 7 31" 9K
Q—H-F _H
(o4 K
Nous posons :
d(d VI — —y d’ot1 il résulte que :
B n df __ 3H
a=—5 df K
remplacons s’ et n’ par leurs valeurs : L’expression générale de la vitesse complexe
en un point quelconque du plan z est alors, tous
g Vs ‘ calculs effectués :
2vVs—n /} (5) )
. . dfF __in 1 _MH V= C—p C—q
k:;l—\/s(s—n) [Vs —Vs—n] dz 2 Vs—n—+s|KM C—1) E—r)
i

(6)
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CALCUL DU DEBIT DE FUITE :

En appliquant la transformation de Gauss :
K (k) = (1 + ko) K (ko)
ol :
1 VI
14 VvV1—k?

on transforme le débit de fuite Q = 3H (2K'/K),
qui s’écrit :

C1:=

Q= . K (ky)
s—n-vic—m Hxa | @

avec K (k) = intégrale compléte de premiére es-
péce avec k donné par la formule
(5);
K (ky) = intégrale compléte de premiére es-
péce avec ky, = V—n/(s— n).

la formule (7) peut étre établie directement en
partant de Texpression de v :

n 1

H VE—n) E—p T—q)

2 [Vs—n—+/s] KM

0 0 dZ
Q_[m vdzﬁﬁ v Gt

Sous-pressions :

C—1) C—r)

Nous avons vu que l'’écoulement régi par la
loi de Darcy s’exprimait par la relation :

dH
ds

='—‘)\

d’ou :

H=H, _,jl_-/ vds

Joe

si done, nous calculons Yintégrale curviligne
f.vds relative au contour de I'ouvrage, nous con-
naitrons en chaque point la charge résiduelle H,
d’ott la possibilité d’estimer la stabilité de l'ou-
vrage eu égard aux sous-pressions.

H
/Ouvmge
axe de référence
A' A des z
C s}
L
Y4 L E
B B
Fia. 8
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Considérons sur la figure 8 un point M situé
sur le contour de I'ouvrage :

1 M
By — hy = — TA vds

1 M
My = H — ~——/ vds
A A

d’autre part :

h= L. -} z,
T
d’ou1 la pression en M :

] ~AL
B —H— o [ vdst|nl @)

Pour établir le diagramme des sous-pressions,
la marche & suivre est la suivante :

— On commence par faire varier { entre 0
et g, de A &4 D; on peut construire la courbe
H—(1/}) fvds (courbe A’ B’), puis nous portons a
partir de A’ B’ la cote z,; = M/z. Le segment Mz
mesure la sous-pression.

Détermination de (1/)) fvds :

Nous remarquons que la distribution des sous-
pressions est intéressante & connaitre le long de
CD. Nous calculerons done l'intégrale :

~ dF “y dF dz )
-/ dz d~“,/(, 4 ar

pour y compris entre p el q :

“v dF dz in 1 »H
-/u dz dg di= 5 Vs —n—vs K X
v V=) (p—0 (G0
X/, i—oo o
> A—5 -7 dz
TVt -0 D G -0
U [ odgee L H
T,/,, vdz = — 5 Vs —n—\/s K X

<Y<y dg )
X>/‘: Vi —n) (s—10)

—L/ ndz = — nH M
A Je s—n—\Vsis—n K&

)]

. §s—n 1
ko=\/sin . == Arc sin \/? S ym—l—n

I donné par la formule (5).




Deuxié¢me cas . Cas B : considérons le cas B
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dF i H n—im <
de la figure 1, la figure 5 devenant la figure 9 : dz = 2 KM Vg—n-—\g—m
% 1 [ E—n) (0—8 (p—0@G—78(—7
7 t—mic—1n V (g—0 (m—19
e (1)
- \/m b i Aux formules (2), il faut ajouter les formules
n 0 otpgrs g @ ,
. (2) :
; e _ g T . 0= —n
Fic. 9 _ﬁ-—u{F(cp,k)L 1+n—p—r+ 820
) _ pd—n)@—n 2 1l
Dans ce cas : + p (e, o2 k) n p—n T (¢, 0% k)§
d m—-n g—m ’ ‘ . oo IE?')
- = £ s gy AR
2 g—n D~T(F<@,k>t 1+n—rtq+ 420 ]
ke AVg—m @g—n[Vg—n—Vg—m]
- (m —n)? + (s — @) II (o, a2, k)
(10)
on établit de la méme facon que précédemment _A—me—n(—qg ¢ (0, a5? k!
dF/dz : (s—n) (g—n) P
@ k2 «? ag?
£ 1 Ave si (s —p)(—m)| (q—p) s (n—ps
D AICSIH\/ s(p—m) (s—p)q|s—p|n(s—p)
¢ o q(g—s) q—ps| s |r—qQs
D Are sin \/s 9 —a s —p)q M{n sy
Le débit de fuite s’établit comme précédem- [ X
ment : B = 0,10634
0 m—n g gy Ik o11746
g—n—\{g—m) (g—n) K&
(12) £ = 0,93882
formule dans laquelle :
sintéer ; 3 e a
K (k) est Tintégrale compléte de premiére es- D = 0,01302
péce avec k donné par la formule (10);
K (ko) intégrale compléte de premiére espéce ro_ 0.006686
D Y3

avec ky =/ (m —n)/(s — n).

Application [7]
s = -}- 60,8888
n=— 2468468
p=-+ 25137615
q = + 57,20879
r = - 59,40708

La formule (7) donne Q/2H = 0,5229.
La formule (8) donne 1 /ifodz :

en C au début du radier horizontal

1/)fvdz == (,3009 H;

en D a Yextrémité aval du radier horizontal

1/xfvdz == 0,9160 H.
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CONCLUSION

L’ensemble des considérations exposées ci-
dessus permet de dégager une série d’expres-
sions, dans lesquelles interviennent un nombre
déterminé de paramétres, n, m, p, q, ... Ces ex-
pressions établissent les relations qui existent
entre :

1° Les dimensions des ouvrages de prolection
rapportées a la profondeur de la couche per-
méable amont;

2° Le débit de fuite total sous P'ouvrage;

3° La charge résiduelle et les sous-pressions
qui en résultent & différents points de 'ouvrage
et notamment sous le radier principal.

Les différentes expressions sus-mentionnées
tiennent compte des différents arrangements des
¢léments géométriques des ouvrages de protec-
tion que l'on peut réaliser a partir de deux cas

.

fondamentaux, 4 savoir :
1° Deux écrans verticaux amont et aval;

2° Deux écrans verticaux amont et aval res-
pectivement précédés et suivis par des radiers
secondaires imperméables horizontaux.

Nous remarquons que I'expression de débit de
fuite total fait apparaitre seulement les poles n
et s ou n, m, g, suivant les cas. Son calcul est
immédiat dés que la valeur de ces paramétres
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est fixée. Pour un débit de fuite imposé a
Pavance, la variation des parameétres p, g, r, dans
I'intervalle os, avec la condition r > q > p, dé-
termine différentes dispositions équivalentes des
protections. A ce stade, tous les paramétres n, s,
p, ¢, r, ... étant choisis, le calcul des sous-pres-
sions est immédiat.

La seule partie du calcul demandant un cer-
lain tatonnement est la détermination des para-
meétres en fonction des dimensions des ouvra-
ges de protection qu'impose un avant-projet. La
construction de tables donnant les différents
rapports :

__l_ A l’—[—h' ot 14 e e
D’ D ’' D’ D D’D’D

permettra de dégager deux séries de valeurs suf-
fisamment voisines encadrant les données du

projet; il sera alors possible de procéder a une
interpolation conduisant aux valeurs exactes.

Une table établie au moyen de 'LLB.M. 704 de la
SOGREAH relie les parameétres de la transforma-
tion aux dimensions de I'ouvrage et de ses pro-
tections. Il devient donc possible de concilier,
dans le choix des divers éléments & prendre en
considération, les facteurs économie, efficacité
des protections et sécurité, par le controle du
diagramme des sous-pressions.
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