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Méthodes de topologie qualitative : 
applications á l'étude 

des cheminées d'équilibre 
Qualitative topology methods : 

their applications to surge tank design 
PAR L. S I D E E I A D É S , 

M A I T R E D E C O N F É R E N C E S A L A F A C U L T É D E S S C I E N C E S D E M A R S E I L L E 

On éiudie le probléme des cheminées d'équi-
libre dans le cas du montage hydraulique clás-
sique comportant d'amont en aval un réservoir 
dont le niveau est consideré comme fixe, une 
galerie d'amenée débouchant dans la cheminée 
d'équilibre á la base de laquelle se situé la 
conduite forcee reliée aux turbines. II s'agit 
essentiellem.ent d'un problém,e non linéaire de 
vibrations, en ce qui concerne la masse d'eau 
de la cheminée, el on recherche ¡a section cri­
tique de la cheminée séparant-les oscillations 
slables des oscillations instables, sachant que 
ceite seclion est celle de Thoma dans le cas 
linéaire. Les méthodes de l'analyse topologique 
qualitative permettent d'obtenir une informa-
tion assez poussée du systeme hydraulique dans 
son fonctionnement en lant qu'oscillaleur non 
linéaire, pouvant revétir un aspect varié par 
le jen des asservissements. On étudie successi-
vement les oscillations libres, l'asservissement 
classiqne pour lequel la seclion de Thoma appa-
ratt comme section minimale d'un ensemble, et 
enfin un asservissement nouveau oii, par rap-
port an précédent, il est lenu comple de la 
perte de charge due a la conduite forcee. Les 
resultáis ihéoriques de ce dernier cas se révé-
lent intéressants (possibilité de fonctionnement 
stable avec une cheminée de section pratique-
ment nulle), et montrent une analogie possible 
avec les systémes éleclroniques. 

The case of a conventional hydraulic layout for 
a surge tank system. is considered, ivith, from 
upstream (o downstream, a réservoir with an 
assumed constant level, a supply tunnel dis-
charging into the surge tank, and a penslock 
leading from the bottom of the surge tank to 
the turbines. Where the mass of water in the 
surge tank is concerned, Ihe problem is essen-
tially one of non-linear vibrations, involving 
the determinalion of the critical surge tank 
cross-section at ivhich separation occurs beliveen 
stable and unstable oscillations, it being knoivn 
that this cross-seclion is the sam,e as ihat 
Thoma gives for the linear case. By applying 
the qualitative topological analysis methods 
described, it is possible to obtain fairíy com-
prehensive informal ion on the behaviour of the 
hydraulic system as a non linear oscillalor, Ihe 
pattern of ivhich may vary depending on feed-
back effects. The following are considered: 
1) free oscillations, 2) the classical form of 
feedback, for ivhich Thoma's cross-seclion re-
prcsenis the mínimum cross-seclion for Ihe 
arrangement, and 3) a neiv foi'm, of feedback in 
ivhich, conlrary to the conventional one, pen-
stock losses are allomed for. The theoretical 
resnlts obtained for the lalter are inleresting, 
as Ihey poínt to the possibility of stable opera-
iion milh a surge tank having an in/inilely 
small cros-section, as mell as shoming a pos­
sible analogy ivith electronic systems. 

I N T R O D U C T I O N 

L e p r o b l é m e de l a s tabi l i té des c h a m b r e s d 'é­

qu i l ib re s 'est posé p o u r la p r e m i é r e fois en 

1904, p e u a p r é s la c o n s t r u c t i o n de l ' u s ine 

d ' H e i m b a c h (g roupe des i n s t a l l a l i o n s de la 

R u h r ) qu i c o m p o r t a i t , d ' a m o n t en aval , s u i v a n t 

le s c h é m a simplifié de la figure 1, u n lac a r t i -

ficiel, u n o u v r a g e de p r i s e d 'eau , u n e galer ie 

d ' a m e n é e d é b o u c h a n t d a n s u n e c h e m i n é e d ' équ i ­

l ibre d 'oü p a r t a i e n t deux c o n d u i t e s forcees al i-

m e n t a n t s ix t u r b i n e s F r a n c i s qu i , sous u n e 

c h u t e de 70 m , déve loppa i en t 1 500 ch c h a c u n e . 

L ó r s q u e le n iveau d u lac r é se rvo i r é ta i t b a s á 

la fin de l 'été, le n iveau de l 'eau d a n s la che ­

m i n é e d ' équ i l ib re osci l lai t l e n t e m e n t , f a i san t 

v a r i e r la p r e s s ion a u x m a c h i n e s de 90 á 110 m 

et, p o u r m a i n t e n i r c o n s t a n t e la p u i s s a n c e four -

nie p a r la cén t r a l e , les r é g u l a t e u r s o u v r a i e n t et 

f e r m a i e n t la t u r b i n e s u i v a n t le n iveau va r i ab l e 

d a n s la cheminée . 

E n 1910, le p ro fes seu r T h o m a a t r a i t e le p r o ­

b l é m e d ' u n e m a n i e r e qu i est cons idérée a u j o u r -
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Fio. 1 
Schéma simplifié 
de l'installation hydraulique. 

d ' h u i c o m m e c lass ique [ 1 ] . E t depuis , de n o m -
b r e u x i n g é n i e u r s et s a v a n t s é m i n e n t s se sont 
in t é res sés á ce p r o b l é m e cap i ta l p o u r les ins ta l -
la t ions hyd ro -é l ec t r i ques , et de t r e s n o m b r e u x 
ar t ic les et ouvrages on t été écr i t s á ce sujet . 

T o u t r é c e m m e n t , en d é c e m b r e 1959, au cours 
d ' u n e r e u n i ó n de 1'American Society of Mecha-
nica l E n g i n e e r s , á New-Je r sey , le doc teu r C. J a e -
ger a m i s l ' accent s u r la nécess i té de definir, 
p o u r l o u t e sec t ion adop tée p o u r u n e cheminée 
d 'équi l ibre , u n fac teur de s tabi l i té [ 2 ] . Car, 
depu i s l ' é tude de b a s e de T h o m a , qu i a le p r e ­
m i e r d e t e r m i n é t h é o r i q u e m e n t u n e sect ion cr i ­
t i q u e s é p a r a n t les osci l la t ions s tables des oscil-
l a t ions ins t ab les , u n g r a n d n o m b r e d ' é tudes 
théor iques et de vérif icat ions expe r imen ta l e s 
l a n t au l abora to i r e q u ' a u chan t i e r , on t m o n t r é 
p e r l i n e m m e n t que , s u i v a n t les cas, on p e u t 
s 'écar ter f r a n c h e m e n t d a n s le sens d ' u n e d i m i -
n u t i o n de la sect ion de T h o m a (exemple de 
J o u q u e s ) , ou au con t r a i r e , é t re forcé de s 'y 

m a i n t e n i r et, m é m e de m a j o r e r cet te sec t ion 
(exemple de Cordéac) . 

Le p rob léme est loin d ' é t re s imple , et il a p p a -
ra i t que les lois déf in issant les pe r t e s de c h a r g e 
a ins i que les divers a s s e r v i s s e m e n t s u t i l i sés 
j o u e n t u n role p r i m o r d i a l , c o m m e on p o u r r a le 
cons ta te r d a n s ce qu i sui t . Mais n o u s p e n s o n s 
q u e p o u r b ien c o m p r e n d r e le p r o b l é m e des 
cheminées d 'équi l ibre , u t i l i sées d a n s la p r a t i q u e 
avec a s se rv i s semen t s , il est nécessa i re , c o m m e 
l 'avai t dé já p récon i sé M. Ai l lere t en 1957, á la 
su i te d ' u n e c o m m u n i c a t i o n de MM. Cheval ier et 
H u g [ 3 ] , d ' é tud ie r u n e cén t r a l e j u s t e á la l imi te 
de l ' instabi l i té , ou m é m e m i e u x , en r é g i m e l ibre , 
i n d é p e n d a m m e n t de tout a s s e r v i s s e m e n t . C'est 
u n p r o b l é m e q u e les m é t h o d e s de l ' ana lyse t opo -
logique qua l i t a t ive p e r m e t t e n t de r é s o u d r e , et 
l ' in format ion appor t ée p a r cet te p r e m i é r e é t u d e 
p e r m e t d 'écla i rer la difficulté d u e á la non- l inéa -
r i té lorsque i n t e r v i e n n e n t ensu i t e les a s se rv i s se ­
m e n t s . 

I. — O S C I L L A T I O N S LIBRES 

L a p r e m i é r e nécess i té es t de préc i se r les 
pe r t e s de cha rge qu i i n t e r v i e n n e n t p o u r les 
m a s s e s d 'eau couplées e n t r e elles p a r le nceud 
h y d r a u l i q u e r a c c o r d a n t la galer ie d ' amenée , la 
cheminée d 'équi l ib re et la condu i te forcee. Ces 
pe r t e s de cha rge sont q u a d r a t i q u e s , et en s u p -
p o s a n t q u ' e n rég ime var iab le (cela est u n e a p p r o -
x ima t ion ) les r e l a t ions qu i les définissent sont 
les m é m e s q u ' e n r ég ime p e r m a n e n t , on t r o u v e 

p o u r la m a s s e d 'eau de la ga ler ie u n e p e r t e 
q u a d r a l i q u e P W 2 tel le q u e : 

2gP = (l + i) c o s 2 ( { ) 

et p o u r la m a s s e d 'eau de la c o n d u i t e forcee u n e 
pe r t e q u a d r a t i q u e X Q 2 tel le q u e : 

2 g f X = ?+ + l ) sina <,> 
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avec 

f> <P 

P e r t e de c h a r g e d a n s la galer ie d ' a m e -
n é e ; 
P e r t e de c h a r g e d a n s la c o n d u i t e forcee 

P 
et E+ = - V S : 

P a r a f n é t r e de c o u p l a g e ; 
Sec t ions d e la ga ler ie d ' a m e n é e et de la 
c o n d u i t e forcee. 

Les é q u a t i o n s r é g i s s a n t le sy s t éme h y d r a u l i -
q u e son t d é t e r m i n é e s 
— p a r l ' équa t i on de c o n t i n u i t é : 

fW = F V + Q avec V = dZ/dt 

— p a r l ' app l i ca t ion d u t h é o r é m e de l ' énergie 
c inef ique a u x m a s s e s d ' eau de la ga ler ie 
d ' a m e n é e et de la c o n d u i t e forcee : 

L d W 

9 di 
+ Z + P W á = 0 

99 dt 
0 

O n t r o u v e a in s i u n s y s t é m e d y n a m i q u e équ i -
va len t : 

dx _ dy 
X "~ Y 

X = — f (z + P i 2 ) 

•H) 

z -(y — fx) 

en p o s a n t : 

x = W , i/ = Q, Z . 

Les r é s u l t a t s de l ' é tude topo log ique m o n t r e n t 
qu ' i l exis te u n seul p o i n t s ingu l ie r d a n s le 
d o m a i n e c o r r e s p o n d a n t au f o n c t i o n n e m e n t p h y -
s ique q u ' o n p e u t definir p a r Q > 0. Ce p o i n t 
est u n nceud-foyer s tab le (fig. 2) . L a p r o p r i é t é 

r : constante de temps 
de l'axe moyen des 
oscillations 

en fonction du temps 

f u n d a m é n t a l e — d 'a i l l eurs p h y s i q u e m e n t evi­
d e n t e — est q u e le sy s t éme est t o u j o u r s s t a b l e ; 
les osc i l la t ions son t t o u j o u r s a m o r t i e s . O n p e u t 
fa i re u n e é tude comple t e d a n s le cas t r e s gene­
r a l oü : 

( p / D « c<?/VL') 
et : 

( f /L) « <<p/L') 

et m o n t r e r q u e la loi des osc i l la t ions es t sens i -
b l e m e n t de la fo rme : 

Z = Ae-P* eos (wí + c?) + Be-

L ' a x e m o y e n des osc i l la t ions es t u n e courbe 
exponen t i e l l e : c 'est u n e so lu t ion réel le q u ' o n 
p e u t t o u j o u r s vérifier. II f au t c e p e n d a n t r e m a r -
q u e r que d a n s la p r a t i q u e , la c o n s t a n t e de t e m p s 
de cet axe m o y e n est t r es faible. De sor te q u ' o n 
peu t r a m e n e r avec u n e b o n n e a p p r o x i m a t i o n le 
p r o b l é m e t r i d i m e n s i o n n e l á u n p r o b l é m e seule-
m e n t b i d i m e n s i o n n e l . Les r é s u l t a t s g é n é r a u x de 
ce t te é tude p l a ñ e , que n o u s r é s u m o n s ici, sont 
les s u i v a n t s : 
— L a pé r iode est é v i d e m m e n t s u p é r i e u r e á la 

pé r iode p r o p r e 2 % (¡LF/gf)1/z; 
— II exis te u n ensemble de v a l e u r s de F p o u r 

lesquel les le sy s t éme s tab le d o n n e lieu á des 
osc i l l a t ions ; e n d e h o r s de ce t te zone, le 
r ég ime est a p é r i o d i q u e . I n t u i t i v e m e n t , on 
peu t i m a g i n e r q u ' u n tel r é g i m e a p é r i o d i q u e 
exis te p o u r des sec t ions de c h e m i n é e s t r e s 
faibles (la cheminée est a lo r s u n t u b e de 
P i t o t ) , et p o u r des sec t ions t res g r a n d e s (la 
c h e m i n é e est a lors u n g r a n d r é se rvo i r ) . II 
est c u r i e u x de c o n s t a t e r q u e les d e u x sec t ions 
l i m i t a n t cet ensemble p o u r lequel les osci l­
l a t ions ex is ten t , son t g é o m é t r i q u e m e n t i nve r -
ses d a n s u n e i nve r s ión d o n t la p u i s s a n c e est 
d é t e r m i n é e p a r u n e va l eu r vo is ine ( t an ló t 
s u p é r i e u r e , t an tó t in fé r ieure ) de la sec t ion de 
T h o m a . 

— E n r ég ime p e r m a n e n t , la loi de l ' é cou lemen t 
est : XQ2 = H -4- Z. II es t i n t é r e s s a n t de 
r e m a r q u e r q u ' a u coeíficient X p ré s , ce t te re la -
t ion est celle de Torr ice l l i , et q u e le coeífi­
c ient X s ' expr ime s i m p l e m e n t en fonc t ion de 
la sect ion v a n n é e q u e p e u t r e n f e r m e r la con­
du i t e forcee. On a e n effet : 

X = X 0 4 -
1 — - a 2 

2 gaW-

(1® 

Xn 

Sect ion de la condu i t e forcee ; 

Sect ion v a n n é e ; 

Coeíficient de pe r t e de c h a r g e p o u r la 
condu i t e forcee seule . 

F i o . 2 

Ce r é s u l t a t es t t r e s u t i le p o u r l ' app l ica t ion a 
ce r t a in s types d ' a s s e r v i s s e m e n t s . 
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II. — A S S E R V I S S E M E N T Q (H + Z) = O 

Le sys t éme h y d r a u l i q u e que n o u s venons d'é-
tud ie r p r é s e n t e l ' avan tage de d o n n e r des oseilla-
l ions qu i sont t o u j o u r s s tables , quel le que soit 
la sec t iou de la e h e m i n é e d 'équi l ibre . Mais si on 
e x a m i n e l 'énergie a ins i recueil l ie en ag i s san t su r 
une tu rb ine , cet te énergie est fluctuante. P o u r 
la s tabi l iser , on a i m a g i n é u n as se rv i s sement tel 
q u e le p r o d u i t de la h a u t e u r d 'eau to ta le d a n s 
la e h e m i n é e p a r le débi t soit c o n s t a n t ; a ins i on 
fixe u n e énerg ie vois ine ( supér ieure ) de l 'éner­
gie po len t ie l le du sys t éme . E t t h é o r i q u e m e n t on 
p e u t pa s se r sous si lence les pei ' tes de cha rge 
dues á la condu i t e forcee. L ' é q u a t i o n différen-
tielle due á la m a s s e d 'eau de la condu i t e forcee 
est a ins i r emplaeée p a r une s imple re la t ion , 
celle de l ' a s se rv i s semen t ; et le p rob léme est 
p l an . Mais il est ici e ssen t ie l l ement n o n l inéaire . 
E t seules les m é t h o d e s topologiques p e r m e t t e n t 
de le t r a i t e r c o m p l é t e m e n l . 

T h o m a a m o n t r é le p r e m i e r qu ' i l existe u n e 
sect ion c r i t ique de la eheminée s é p a r a n t les 
osci l la t ions s tables des osci l la t ions ins tab les . 
Mais Pexpér ience m o n t r e que cet te sect ion esi 
va lable l o r sque : 

— la p u i s s a n c e d e m a n d é e (valeur de la cons­
t an te de la r e l a t ion d ' a s se rv i s sement ) est 
fa ib le ; 

— la h a u t e u r de c h u t e to ta le H est t res g r a n d e 
devan t la pe r t e de cha rge t r a d u i t e en h a u ­
teur d 'eau P W 2 : 

H > > P W 2 . 

Q u a n d la p u i s s a n c e dev ien t g r a n d e , ou q u e la 
h a u t e u r de c h u t e dev ien t faible, a lors , Pexpé­
r ience m o n t r e que , p o u r ce fype d ' a s se rv i s se ­
m e n t exc lus ivement , la sect ion c r i t i que est t ou ­
j o u r s supér ieure , et pa r fo i s n o t a b l e m e n t , á la 
sect ion de T h o m a . 

Nous al lons m o n t r e r q u e les r é s u l t a t s d u p r o ­
b léme non l inéai re sont f o r c é m e n t d i spe r se s et 
que p o u r ce type d ' a s se rv i s semen t , la sec t ion de 
T h o m a est u n e sect ion m i n i m a l e d ' u n ensemb le . 

Les équa t ions son t les su ivan t e s : 

fW = F V 

L rfW 
g dt 

Q 

+ Z + P W 2 

! Q (U 4 Z) = K 

E n p o s a n t x = W et y = Z, on ob t i en t le sys ­
téme d y n a m i q u e su ivan t avec cou rbe f ron t i é re 
[ 5 ] : 

X = — F (H + y) (y + P .T 2 ) 

dx di, dt } Y = — T/.T (H 4 - y) — K] 
- — j .</ 

I T = ^ ( H 4 - S ) 

X Y T ' 

y = z 

F I G . 3 
Disposition graphique des courbes X, Y, T. 

L a discuss ion topologique fai t a p p a r a í t r e les 
r é su l t a t s c i -aprés : 

— Le sys téme c o m p o r t e u n e cou rbe f ron t i é re 
T = 0 qu i est la d ro i te y = •—H. Cela n ' e s t 
p a s génant , car la zone de f o n c t i o n n e m e n t 
est p r éc i s émen t définie p a r y > — H ; 

— L a pa rabo le y — — P x 2 est le l ien des pos i -
t ions d 'équi l ibre (si elles e x i s t e n t ) ; sa pos i -
t ion ne dépend p a s de l 'énergie u t i l i sée K; 

— L a courbe de réglage est l ' hyperbo le équi la -
té re fx (H 4 - y) = K don t les a s y m p t o t e s son t 
cons t i tuées p a r la dro i te f ron t ié re et l ' axe dea 

— Ces deux courbes se coupen t en general en 
deux po in t s d o n t A (ñg. 3) est u n foyer et 
B u n col. Su ivan t que le sy s t éme est s t ab le 
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Stabilité 

Systéme stable Systéme instable 

F I G . 4 

ou ins t ab le , les courbes i n t ég ra l e s p r é s e n t e n t 
la d i spos i t ion i n d i q u é e s u r la figure 4. 

D u p o i n t de vue de la s tabi l i té , seul le p o i n t 
A p e u t c o n s t i t u e r u n e pos i t i on d ' equ i l ib re s tab le 
si la cond i t ion s u i v a n t e es t sa t i s fa i te : 

F ^ — 
2 gP (H + yA) 

L a cond i t i on de T h o m a c o r r e s p o n d á u n e 
p u i s s a n c e K = 0, d o n e á y A = 0. L o r s q u e la p u i s -
sance K croi t , le p o i n t A t e n d ve r s le p o i n t C 
oú la p a r a b o l e et la cou rbe de rég lage co r r e s -
p o n d a n t á la p u i s s a n c e m a x i m a l e son t t a n g e n t e s . 
E n éc r ivan t q u e P é q u a t i o n a u x abscisses des 
p o i n t s d ' i n t e r sec t ion a u n e r a c i n e double , on 
ob t i en t la v a l e u r m a x i m a l e de K et la cote m i n i -
ma le du po in t A c o n f o n d u a lo rs avec C. 

y K M = 0,38 f H ( H / P ) 1 / 2 

) Y c = — H / 3 

L o r s q u e A est en C, le s y s t é m e est á la l imi te 

de F ins tab i l i t é , et la sec t ion c r i t i que m a x i m a l e 
de la c h e m i n é e es t : 

soi t 3 F 0 / 2 en d é s i g n a n t p a r F 0 la sec t ion de 
T h o m a . 

De so r t e q u e s u i v a n t la v a l e u r de la p u i s s a n c e 
K c o m p r i s e e n t r e 0 et K M , i l exis te u n e sec t ion 
c r i t i que de la c h e m i n é e c o m p r i s e e n t r e la sec­
t ion de T h o m a et n o t r e sec t ion m a x i m a l e F 0 M . 
C'est la F u n des a spee t s d u p r o b l é m e n o n l iné-
a i r e q u e c o n s t i t u e n t les c h e m i n é e s , et d o n t les 
c a r a c t e r e s essen t ie l s le r a t t a c h e n t au p r o b l é m e 
p l u s g e n e r a l des osc i l l a t eu r s n o n l inéa i res . Mais 
il exis te u n a u t r e a spec t de cet te n o n l inéar i t é 
d o n t l ' expl ica t ion es t p u r e m e n t topolog ique . 

Le p o i n t s ingu l i e r c o r r e s p o n d a n t des courbes 
i n t ég ra l e s (dans le p l a n W , Z) est a lors u n cen­
tre et le eyele l imi te de la théor ie de P o i n c a r é 
[4] es t r é d u i t á ce po in t . D a n s son vois inage , 
les cou rbes i n t ég ra l e s son t celles d ' u n foyer 
répulsif : le s y s t é m e est done en fait i n s t ab l e et 
il es t imposs ib le d 'obse rve r p h y s i q u e m e n t les 
osc i l la t ions . P o u r obse rver des osc i l la t ions s ta -
bles d ' u n e ce r t a ine a m p l i t u d e , il est nécessa i r e 
dé m e t t r e en évidence u n eyele l imi t e i n s t ab l e 
e n f e r m a n t u n e zone au c e n t r e de laque l le 
le p o i n t s ingul ie r dev ien t a lo rs u n foyer s tab le . 
E n d ' a u t r e s t e r m e s , il est nécessa i r e de m a j o r e r 
la sec t ion c r i t i que p r é c é d e m m e n t o b t e n u e . Sui­
v a n t les t r a v a u x d e M a r r i s [6] a p p l i q u a n t les 
m é t h o d e s d ' a p p r o c h e de Kryloff et Bogoliuboff 
[7] e t d ' a p r é s des r é s u l t a t s p e r s o n n e l s , n o u s 
avons adop té u n coeffieient m o y e n de m a j o r a t i o n 
égal á 1,15. De so r t e q u e la sect ion c r i t i q u e 
m a x i m a l e dev ien t a lors égale á 1,72 fois la sec­
tion de Thoma. 

Nous avons app l iqué ees r é s u l t a t s á l ' exemple 
(fig. 5 ) m e n t i o n n é p a r M a r r i s [6] c o n c e r n a n t les 

F I G . 5 
Courbes théoriques 
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va leurs expe r imen ta l e s r ég i s san t les osci l la t ions 
pe rpé tue l l e s d a n s le p l a n : 

X = P W (gF/Lfy/2, Y = P W V C H — P W 2 ) , 

et l eur c o m p a r a i s o n avec les courbes t héo r iques 
p roposées p a r Mar r i s , P a y n t e r et J aege r [ 8 ] . II 
a p p a r a i t n e t t e m e n t q u e la rect i f icat ion d u e á la 
p r é sence d ' u n cycle l imi te n ' ag i t q u e s u r la sec-
t ion de T h o m a en t a n t q u e sect ion m i n i m a l e 
d ' u n ensemble , done égale á F c : la p l u p a r t des 
po in t s e x p é r i m e n t a u x son t s i túes en d e h o r s des 
courbes p roposées . Si on app l ique ensu i t e la 
rect i f icat ion n o n l inéa i re su ivan t le double aspect 
q u e n o u s avons envisagé , n o u s ob tenons deux 
nouvel les courbes s u r cet te m é m e figure : 
— L a courbe no tée n" 5 re la t ive á la sect ion 

3 F c / 2 avec cycle l imi te p o n c t u e l ; 

— L a courbe no tée n° 6 re la t ive á l a sec t ion 
ma jo rée 1,72 F 0 avec cycle l imi te effectif : 
t o u s les po in t s e x p é r i m e n t a u x son t s i túes au -
dessus de cet te d e r n i é r e courbe . 

On no te ra éga l emen t la va l id i té de la sec t ion 
de T i loma lo r sque la p u i s s a n c e K est fa ible . 
Alors, á cause de la c o u r b u r e de la p a r a b o l e a u 
vois inage de son s o m m e t (A en 0) , qu i se p r é ­
sen te u n p e u c o m m e u n e c o u r b e de r é s o n a n c e 
en électr ici té , « Paffaibl issement », c ' es t -á -d i re la 
cote de ijA est á peu p r é s n u l l e ; et tout se passe , 
du po in t de vue de la s tabi l i té , c o m m e si le 
sys t éme éta i t l inéa i re . Mais des q u e la cote de 
y A n ' e s t p l u s négl igeable , a lo r s la sec t ion de 
T h o m a d e t e r m i n e u n s y s t é m e ins tab le , c o m m e 
on p e u t le voir su r la f igure 6 oú o n a t r a cé les 
courbes in tégra les d ' u n s y s t é m e p o s s é d a n t u n e 

Fio. 6 
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sect ion de T h o m a , m a i s d o n t la p u i s s a n c e d 'u t i - g ra les du raéme s y s t é m e d a n s le p l a n W , Q. Ce 
l isat ion est lo in d ' é t r e négl igeable d a n s le p l a n d e r n i e r p l a n se ra t r e s u t i l e á cons idé re r p o u r le 
W , Z. L a figure 7 r e p r é s e n t e les courbes inte- t ype su ivan t d ' a s se rv i s s emen t . 

I I I . — A S S E R V I S S E M E N T Q (H + Z — XQ2) = K 

L ' é t u d e de l ' a s s e r v i s s e m e n t p r é c é d e n t m o n t r e 
p e r t i n e m m e n t q u e la s tab i l i t é es t a s s u r é e m o y e n -
n a n t des sec t ions de c h e m i n é e s s u p é r i e u r e s á la 
sect ion de T h o m a . Or des i n s t a l l a t i o n s fonc t ion-
n e n t d ' u n e m a n i e r e s tab le avec des sec t ions b ien 
in fé r i eu res á celle de T h o m a ; p a r exemple á 
J o u q u e s , la sec t ion de T h o m a se ra i t de 650 m 2 

et l ' i n s t a l l a t ion fonc t ionne avec t ro i s cheminées 
en pa ra l l é l e de 50 m 2 c h a c u n e , soit u n to ta l 
de 150 m 2 . II n ' y a a u c u n e c o n t r a d i c t i o n avec 
les r é s u l t a t s q u e n o u s v e n o n s de p r é s e n t e r ; seul 
le t ype d ' a s s e r v i s s e m e n t envisagé , q u i p e u t é t re 
p l u s ou m o i n s complexe , est différent. Nous 
a l lons exposer , d a n s ce q u i sui t , les r é s u l t a t s 
d ' é tude topo log ique d u s y s t é m e oü on asserv i t á 

d e m e u r e r c o n s t a n ! le p r o d u i t du débi t de la con-
du i t e forcee ( c o m m e d a n s le cas p r é c é d e n t ) pai­
la h a u í e u r d 'eau ( H 4 - Z — XQ 2), X é t a n t u n 
p a r a m é t r e de p e r t e de c h a r g e q u e n o u s a v o n s 
p r é c é d e m m e n t défini (á la différence d u cas p r é ­
cédent , ce t te h a u t e u r d ' eau se ra i t l ' i nd ica t ion 
d ' u n t ube de P i to t p lace á l ' ex t rémi té i n f é r i eu re 
de la condu i t e forcee) . 

Les é q u a t i o n s son t les s u i v a n t e s : 

l / W = F V + Q 

L d W 
9 dt 

Q ( H + Z 

-f Z + P W 2 = 0 

XQ2) = K 
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E n p o s a n t x = W el y = Q , on obt ient le sys­
t éme d y n a m i q u e sn ivan t avee courbe f ront ie re : 

dx di¿ jli 
X ~~ Y ~" T 

X = — F (K — 2 lif) (Pyx* + Xys — Hy + K) 

Y = — j-y* (fx — y) 

T = — y(K — 2Xy 3 ) 

L a d i scuss ion topologique fai t a p p a r a í t r e les 
r e s u l t á i s c i -aprés : 
— Le sys t éme est fo r t emen t n o n l inéai re et 

c o m p o r t e u n e courbe f ron t ie re qu i se déeom-
pose su ivan t les deux dro i tes : 

y = 0 et 0 = ( K / 2 X ) 1 ' ' 8 ; 

— Ii existe deux po in t s s ingul ie rs A et B (cf. 
flg. 8) , s epa res p a r la d ro i te f ront ie re , qu i 
p e u v e n t d o n n e r lieu á des pos i t ions d 'équi l i -
b r e s t ab l e ; 

— L a s tabi l i té est d é t e r m i n é e p a r le signe de 
l ' express ion su ivan t e : 

(K — 2 lif) ( 2 P F (K 2 Xi/3) — — f2x J g 1 

\ 
> Frontiere 

F I G . 8 

La d iscuss ion d é p e n d des v a l e u r s de K : 
1. Si K est faible (les p o i n t s A, M, N son t d i s -

t inc ts ) , la condi t ion de s tabi l i té s 'écri t : 

F > 
LPx 

2 #PTH 

en p o s a n t : T + = K — 2 Xy3. 

E n A cet te condi t ion es t t o u j o u r s vérifiee : le 
sys téme est done s table quclle que soit la sec-
tion F. Mais la non- l inéa r i t é l imi te ce t te va l i -
dité á u n e zone d é t e r m i n é e du p l a n W , Q c o m m e 
on p e u t le cons t a t e r su r l ' exemple de la figure 9 , 
p a r u n a re de la courbe in t ég ra l e a b o u t i s s a n t 
en M et u n segmen t de la d ro i t e f ron t i e re p a s -
san t p a r M. 

4 . _ -
2) 1 q ( H + Z - X q V k 1 { K 

= 5 
'A 

0,805 

FIG. 9 
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FIG. 10 

E n B, le s y s t é m e est s t ab le si F est s u p é r i e u r 
á u n e ce r t a ine sec t ion cr i t ique. : 

F 0 = L / * x ( B ) / 2 <?PT+ (B) 

et le s y s t é m e est a lo r s bistable c o m m e on p e u t 
le c o n s t a t e r s u r F e x e m p l e de la figure 10 oú les 
deux p o i n t s A et B son t des foyers a t t r ac t i f s . 
L a n o n - l i n é a r i t é l imi t e la encoré cel te va l id i té 
á u n e doub le zone d u p l a n W , Q ( d é d o u b l e m e n t 
de la zone p r e c e d e n t e de p a r t et d ' a u t r e de la 
d ro i te f ron t i é r e ) . 

De so r t e q u e le r é s u l t a t f u n d a m e n t a l est le 
s u i v a n t p o u r ce p r e m i e r cas : 

P o u r K faible , le s y s t é m e est monostable si F 
est i n f é r i eu r á u n e ce r t a ine v a l e u r c r i t i que F c , 
et bistable si F es t s u p é r i e u r á F c . II exis te u n e 

zone du p l a n W , Q p o u r laque l le le s y s t é m e est 
s tab le quel le q u e soi t la va l eu r de F . 

2. K 0 1 < K < K c 2 : 

E n d é s i g n a n t p a r K C 1 la va l eu r de K p o u r la ­
quel le les t ro i s po in t s A, M, N son t c o n f o n d u s 
— et p a r K C 2 la va l eu r de K p o u r l aque l le les 
deux po in t s A et B son t c o n f o n d u s , on observe 
d a n s ce d e u x i é m e cas les r é s u l t a t s s u i v a n t s : 
— Le p o i n t A est t ou jou r s u n col, d o n e i n s t ab l e , 
— Le po in t B est u n foyer s tab le si F > F c . 

3. K > K 0 2 : 

II n ' y a p l u s de p o i n t s ingu l i e r réel et le sys ­
téme est t o u j o u r s i n s t ab l e quel le q u e soit la 
va l eu r de F . 

C O N C L U S I Ó N 

Les m é t h o d e s de l ' ana lyse topo log ique qua l i - l ' é tude des s y s t é m e s osc i l lan ts n o n l inéa i res , 
ta t ive se r évé len t a i n s i c o m m e u n i n s t r u m e n t n o n s e u l e m e n t d a n s le d o m a i n e de F H y d r a u l i q u e 
m a t h é m a t i q u e e x t r é m e m e n t i n t é r e s s a n t p o u r avec Fexemple des cheminées d ' équ i l ib re c o m m e 
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on vient de le voir, m a i s eneore d a n s de n o m -
b r e u x d o m a i n e s de la P h y s i q u e , et t o u t p a r t i -
cu l i é r emen t en E lec t ron ique , en Mécanique et en 
Acous t ique . Le double aspec t f o n d a n i e n t a l de 
ees m é t h o d e s est d ' u n e p a r t de préciser les sin-
gularités d u p r o b l é m e p h y s i q u e (ee qu i est sou-
ven t le p l u s difficile), et d ' a u t r e p a r t d ' appo r t e r 
u n e i n f o r m a t i o n genéra le s u r le fonctionnement 
non linéaire, en n i e t t a n t e n évidence des aspeéis 
i n s o u p c o n n é s de ce f o n c t i o n n e m e n t qu i p e r m e t -
t en t de m i e u x c o m p r e n d r e et d ' exp l iquer la r éa -
li té p h y s i q u e souven t complexe . 

Mais ees m é t h o d e s topolog iques son t égale-
m e n t u n i n s t r u m e n t p u i s s a n t , c a r elles p e r m e t -
t en t la synthése d'un sijstéme physique inconnu 
et s a c o n s t r u c t i o n effective, réel le , s u r la s imple 
p rev i s ión de son f o n c t i o n n e m e n t r e n d u poss ib le 

á p a r t i r de l ' i n fo rma t ion cons t i t uée p a r le t r a c é 
des courbes in tégra les . C'est a ins i q u e n o u s a v o n s 
été a m e n é á definir u n type d ' a s s e r v i s s e m e n t 
q u i p e r m e t t r a i t de conse rve r la s tab i l i t é d u sys -
t é m e h y d r a u l i q u e , t ou t en d i m i n u a n t f o r t e m e n t 
la sect ion de la cheminée . L a so lu t ion q u a l i t a -
t ive conf i rme le r é s u l t a t p r e s sen t i , a u p r i x d ' u n e 
légére pe r t e s u r la p u i s s a n c e d 'u t i l i sa t ion . De 
p lus ce n o u v e a u type d ' a s s e rv i s s emen t p e r m e t 
de réa l i se r u n osci l la teur á d e u x pos i t i ons d ' équ i -
l ibre d a n s ce r t a ins cas . C'est la u n r é s u l t a t q u i 
é ta i t connu avec les osc i l l a teurs é l ec t ron iques 
du gen re b a s c u l e u r s . E t il est á p r é v o i r que la 
p o r t e a ins i ouver te a u x ana log ies E l e c t r o n i q u e -
H y d r a u l i q u e d a n s ce d o m a i n e n e m a n q u e r a p a s 
de susc i te r d a n s Faveni r de f ruc tueuses r e c h e r -
ches . 

ANNEXE 

E t u d e m a t h é m a t i q u e d e s s y s t é m e s d u p r e m i e r ordre . 

A. TlIÉORIF. DES VALEURS PROPRES APPLIQUÉE 
AUX POINTS SINGULIERS . — Soit le sys t éme : 

-íu — \k\ u. (3) 

dx 
X (a;, y) Y (x, y) 

— di, (1) 

oü X, Y sont des p o l y n ó m e s en x, y, ou p lus 
g é n é r a l e m e n t des fonc t ions h o l o m o r p h e s de 
leurs a r g u m e n t s . Cons idé rons la t r a n s f o r m a t i o n 
définie p a r la m a t r i c e : 

D (X, Y) 
D (x, y) 

soit au = Su, 

D dé s igna n t le d é t e r m i n a n t jacobien , S é t a n t u n e 
g r a n d e u r sca la i re — app l iquée au vec teu r u en 
u n po in t s ingul ie r (point c o m m u n a u x deux 
courbes de base X = 0 el Y = 0 ) . Les va leu r s 
p r o p r e s sont les r ac ines de Féqua t ion ca rac té -
r i s t i que : 

S 2 + ES + -n = 0 . ( 2 ) (* ) 

Le p l a n ca r ac t é r i s t i que (ou p l a n des va l eu r s 
p rop re s ) est c o m m u n á tous les sys témes du 
type ( 1 ) ; la d i s t r i bu t ion du ou des po in t s s in­
gul iers d a n s ce p l a n ca rac té r i se qua l i t a t i vemen t 
les p rop r i é t é s d u sys téme . 

Les d i rec t ions p r o p r e s p e u v e n t é t re ob tenues 
á p a r t i r de Fégal i té : 

(*) On peut remarque!- que si Fon écrit l'équation 
caractéristique sous la forme : 

S 2 — (X'« + Y'„) S + (X'.Y'» — X'„Y'.) = 0, 
l'équation aux directions propres devient : 

+ <X', — Y'»)X — Y", = 0. 

L a m a t r i o e a liée á u n p o i n t s ingu l i e r fa i t 
a ins i a p p a r a i t r e deux couples de g r a n d e u r s fun­
d a m e n t a l e s : 

a) Les va leu r s p r o p r e s , qui , d u p o i n t de v n e 
d y n a m i q u e , j o u e n t le role de coefiicients de con-
t r a c t i o n ou de d i l a ta t ion a t t a c h é s a u p o i n t s in­
gul ier ; 

b) Les d i rec t ions p r o p r e s , q u i son t les d i r ec ­
t ions géomét r iques su ivan t lesquel les s ' exercen t 
ees con t r ac t ions ou ees d i l a t a t i ons . E t a n t évi-
d e m m e n t dépendan t e s , elles obé issen t á l a m é m e 
condi t ion de réal i té , d é t e r m i n é e p a r le s igne de 
la q u a n t i t é : 

$ 5 2 : E2 4 71. (4) 

L a figure 11 r e p r é s e n t e cet te courbe , q u i est 
une parabo le , d a n s le p l a n c a r a c t é r i s t i q u e . 

FlG. 11 
Courbe d'équation 
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Figuration des divers points singuliers des systémes non linéaires du 
premier ordre : 1, foyer; 2,-nceud; 3, col; 4, centre-foyer; 5, nceud-foyer; 

6, nceud-col; 7, centre-col; 8, noeud-centre-foyer. 

II est a ins i poss ib le de l ier á c h a q u é p o i n t 
s ingu l ie r d e u x v e c t e u r s u (qu i p e u v e n t é t r e i m a -
gina i res ) déf in i ssan t u n champ propre. U n te l 
c h a m p d e t e r m i n e c o m p l é t e m e n t la d i spos i t ion 
des courbes i n t ég ra l e s d a n s le vo i s inage d u po in t 
s ingu l ie r . 

L ' é t u d e de la n a t u r e des p o i n t s s ingu l i e r s es t 
basée s u r celle d u s igne des r a c i n e s S de l ' équa-
t ion (2) . 

N o u s u t i l i sons p l u s r a t i o n n e l l e m e n t le s igne 
des d e u x q u a n t i t é s v¡ et 3> p r é c é d e m m e n t définies. 
O n p e u t a in s i d é n o m b r e r h u i t p o i n t s s ingu l i e r s 
d o n t la class i f icat ion s'effectue de la m a n i e r e 
s u i v a n t e : 

a) Points á caractére simple : 

í> > 0, 7) > 0 : Les r a c i n e s réel les son t de 
m é m e s igne et d é t e r m i n e n t u n nceud. L e s cou r ­
bes i n t ég ra l e s son t t a n g e n t e s á d e u x d i r ec t ions 
p r o p r e s d i s t i nc t e s (ana logie p a r a b o l i q u e , fig. 
12-2). 

<& > 0, Y) < 0 : L e s r a c i n e s rée l les son t de s ignes 
c o n t r a i r e s et d é t e r m i n e n t u n coZ. Les d i r ec t ions 
p r o p r e s son t celles de d e u x in t ég ra l e s s ingu-
l iéres q u i seu les p a s s e n t p a r le p o i n t (analogie 
hype rbo l i que , fig. 12-3). 

$ < 0,7) > 0 : L e s r a c i n e s son t i m a g i n a i r e s 
con juguées et d é t e r m i n e n t u n foyer. Les courbes 
i n t ég ra l e s s ' en rou l en t ou se d é r o u l e n t a u t o u r du 
p o i n t á la m a n i e r e de sp i ra les (analogie el l ip-
t ique , fig. 12-1). 

b) Points á caractére double : L ' u n e des q u a n ­
t i tés \, TI ou $ es t nu l l e . 

7¡ = 0 : o n a u n nceud-col (fig. 12-6). 
(I> = 0 : o n a u n nceud-foyer (fig. 12-5). 

I = 0 : on a u n centre (deux t y p e s ) . L e cen­
t r e d u t y p e e l l ip t ique d o n n e l ieu á des c o u r b e s 
fe rmées (fig. 12-4 e t 7 ) . 

c) Points á caractére múltiple : L a c o n s t i t u -
t i o n d ' u n te l p o i n t es t la confus ión p l u s ou 
m o i n s complexe des c a r a c t e r e s p r é c é d e n t s . O n 
t r o u v e d a n s ce t te ca tégor ie les p o i n t s s ingu l i e r s 
essent ie l s . L a figure 12 i l lus t re ce qu i precede 
(fig. 12-8). 

B. COMPORTEMENT DES POINTS SINGULIERS AU 
COURS DE TRANSFORMATIONS . — Cons idé rons u n 

s y s t é m e p l u s general q u e (1) et de la f o r m e : 

dx di} dt 
X (x, y) Y (x, y) T (x, y) 

(5) 

Ce s y s t é m e est équ iva l en t á celui des d e u x 
é q u a t i o n s : 

— D x + B ? ; + X = 0 

C¿ — Ay + Y = 0 

d a n s lesquel les x = , y = ^ 

selon la n o t a t i o n de N e w t o n , avec : 

X = ÁX 4- BYT Y = CX 4 - 15Y7 T = AD — BC, 

soit enco ré sous f o r m e mat r i c i e l l e : 

[ « ] = [ T ] [Ti], [u] , et [ 5 ] , [ T ] = 
AB 
CD 

O n appe l le s y s t é m e u t a t i q u e le s y s t é m e : 

m = O 
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et sys t éme d y n a m i q u e le s y s t é m e [u] = 0. O n 
p e u t a lo rs énoncc r q u e l q u e s t h é o r é m e s rég i s san t 
le c o m p o r t e m e n t des po in t s s ingul ie rs aii cours 
de t r a n s f o r m a t i o n s . 

Théoréme I. — Les po in t s s ingul ie rs des cour­
bes in tégra les se d iv isen t en deux catégories : 

a) Les p o i n t s d ' abso rp t ion : ce sont les po in t s 
c o m m u n s a u x courbes de base . l is co r r e sponden t 
á u n s c h é m a p u r e m e n t « résis t i f » ( i n d e p e n d a n ! 
du t e m p s ) d u sys téme p h y s i q u e . l i s p e u v e n t 
cons t i t ue r des pos i t ions d ' équ i l ib re ; Fénergie 
fourn ie p a r les sourccs d ' a l imen ta t ion s 'écoule 
a tors p a r ees p o i n t s ; 

b) Les p o i n t s t r a n s f o r m e s : ils r é su l t en t de 
la t r a n s f o r m a t i o n d u s y s t é m e s t a t i q u e en sys ­
t é m e d y n a m i q u e p a r les é l émen t s « p u r e m e n t 
réact i fs » ( d é p e n d a n t s du t e m p s ) . Ils ne p e u v e n t 
j a m á i s cons t i t ue r des pos i t ions d ' équi l ib re . 

Théoréme II. — Un p o i n t d ' abso rp t ion p e u t 
d o n n e r l ieu, ap ré s t r a n s f o r m a t i o n , á u n nceud, 
á u n foyer, ou á u n col. 

Cette p r o p r i é t é r e su l t e de l 'égali té : 

a = [a]' x.„> = [ T ] [ a ] „ . . 

Théoréme III. — T o u t e pos i t ion d 'équi l ib re 
s table sa t i s fa i t a u x cond i t ions s imu l t anees : 

x - v . o , j 

(AD — BC) (X',. -{- Y' s .) \ (6) 

^ O s C . A I ) BC) <X',Y', X' .-Y'/) .] 

Théoréme IV. — T o u t e t r a n s f o r m a t i o n o r t h o -
gonale modifie la n a t u r e des noeuds et des foyers 
et conserve les cois . 

A p a r t i r de l ' équa t ion différentielle : 

Y — y' X = 0, 

u n sys t éme de t ra jec to i res o r thogona les est 
donné p a r l ' équa t ion X + Í/'Y = 0. 

Une telle t r a n s f o r m a t i o n n ' a l t é re pas le p ro -
du i t des v a l e u r s p r o p r e s . 

Théoréme V. — L a cond i t ion néces sa i r e et 
suf l isante p o u r q u ' u n p o i n t d ' a b s o r p t i o n d o n n e 
lieu á deux po in t s p s e u d o - o r t h o g o n a u x d a n s 
deux t i -ansformat ions [ T ] et [T-¡-] es t q u e les 
d é t e r m i n a n t s de [ T ] et [ T + ] so ient opposés . 

D ' ap ré s le p r é c é d e n t t h é o r é m e (4), l a t r a n s ­
f o r m a t i o n o r thogona l e n ' a l t é r e p a s le c a r a c t é r e 
essen t ie l l ement ins tab le , d u po in t de vue de 
l 'équi l ibre , qu i ca rac t é r i s e íes cois . II es t d o n e 
i n t é r e s san t de definir u n e a u t r e t r a n s f o r m a t i o n 
p e r m e t t a n t d 'ob ten i r u n e pos i t i on s tab le á p a r ­
t i r d ' une pos i t ion ins tab le , c 'es t -a-d i re p e r m e t ­
t a n t le passage d ' u n col á u n nceud ou á u n 
foyer, et r é c i p r o q u e m e n t . Une te l le t r a n s f o r m a ­
t ion, modif iant la n a t u r e des noeuds, des foyers 
et des cois, est d ' u n ca r ac t é r e p l u s gene ra l q u e 
la t r a n s f o r m a t i o n o r thogona l e : on lu i a d o n n é 
le n o m de t r a n s f o r m a t i o n p s e u d o - o r t h o g o n a l e . 

L c t h é o r é m e énoncé est basé s u r l 'égal i té : 

a = [ T ] 5. 
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