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Techniques mathématiques 

utilisées en mécanique des fluides 
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Le but de cet exposé est de présenter — sans 
suivre d'ailleurs un ordre logique très strict 
— quelques-uns des problèmes le plus fré­
quemment rencontrés en mécanique des fluides 
et quelques-unes des techniques adoptées pour 
les résoudre (calcul analogique — calcul numé­
rique). 
On a cherché à exposer les procédés usuels de 
résolution de ces problèmes et à discuter leurs 
chances de succès plutôt qu'à présenter de fa­
çon rigoureuse leurs fondements. 

A number of the more frequent problems of 
fluid mechanics and some of the techniques 
applied to them—i.e. analog and digiial com­
pulation—are discussed. No particularly strict 
order of logic is followed; the aim is nol to 
rigorously assess the reliability of the usual 
methods of approach to these problems, but 
rather to discuss the chances of their provid­
ing satisfactory answers. 

I N T R O D U C T I O N 

N o u s a l lons d ' abo rd s i tuer les m a t h é m a t i q u e s 
p a r r a p p o r t a u x a u t r e s m o y e n s d ' é tude d ' un p r o ­
b l ème d o n n é . Il est en effet possible d ' aborde r 
u n p r o b l è m e p a r t ro i s voies : 

a) E t u d e e x p é r i m e n t a l e d irecte . 

b) E t u d e e x p é r i m e n t a l e sur m o d è l e . 

L 'expé r i ence à fa i re est en généra l s chéma t i ­
sée (on négl ige u n ce r t a in n o m b r e de p a r a m è ­
t r e s ) , p u i s r e p r o d u i t e en s imi l i tude . C'est u n fait 
géné ra l q u e la s imi l i tude repose su r u n e ce r ta ine 
s impl i f ica t ion d u p rob lème . Les t e r m e s négligés, 
q u i n e son t p a s en s imi l i tude , d o n n e n t na i s sance 
à u n «effet d ' é c h e l l e » . 

c) E t u d e théor ique . 

L'expér ience est a lors schémat i sée d ' u n e m a ­
nière p lus poussée que d a n s le cas p récéden t et 
on a r r ive à la c o n s t r u c t i o n d ' u n modè le m a t h é ­
m a t i q u e . L 'exp lo i ta t ion de ce modè le cons t i tue 
la s imu la t i on de l ' expér ience in i t ia le . 

Les moyens d 'explo i ta t ion d ' u n modèle m a t h é ­
m a t i q u e sont de t ro is sor tes : 
— calcul ana log ique ( réseaux, cuve é lect rolyt i -

que , ca l cu la t eu r a n a l o g i q u e ) ; 
— calcul n u m é r i q u e ( o r d i n a t e u r s ) ; 
— réso lu t ion formel le , en généra l avec u t i l i sa­

t ion de tables n u m é r i q u e s ou de fonc t ions 
« é l émen ta i r e s ». 

Nous n ' i n d i q u o n s que p o u r m é m o i r e les mé­
thodes p u r e m e n t g r a p h i q u e s . 

Le choix en t re les m é t h o d e s a) b) ou c) ne 
peu t se faire que selon c h a q u e cas d 'espèce. On 
p e u t d i re (sans que cela soit a b s o l u m e n t géné-
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ra l ) q u ' u n e é tude t h é o r i q u e est p lus é conomique 
q u ' u n modèle , l u i -même p l u s é conomique q u ' u n 
p r o t o t y p e . P a r con t re , la p a r t d ' a rb i t r a i r e et de 
s c h é m a t i s a t i o n est de p lus en p l u s g r a n d e q u a n d 
on pas se de la p r e m i è r e à la seconde, p u i s à la 
t ro i s i ème m é t h o d e . Le m a n q u e de confiance de 
l ' u t i l i sa teur se ra donc lu i auss i , de p lus en p lus 
g r a n d . 

Avan t de p o u s s e r p l u s loin la d i scuss ion des 
m é t h o d e s m a t h é m a t i q u e s , n o u s a l lons e x a m i n e r 
u n e classif icat ion des p rob l èmes don t n o u s n ' a ­
vons p a s t e n u c o m p t e ju squ ' i c i , et qu i va p r é ­
ciser les cond i t ions d 'u t i l i sa t ion de c h a q u e m é ­
thode . Il n o u s fau t en effet d i s t i ngue r : 

a) Les p r o b l è m e s g é n é r a u x . 

Les h y p o t h è s e s envisagées va r i en t d a n s u n 
d o m a i n e la rge . On che rche donc : 
— à c o n s t r u i r e des so lu t i ons ; 
— à c lasser les types de so lu t ions , l eu r s condi ­

t ions généra les d 'ex is tence et l eurs ca rac tè ­
res essent ie l s . 

O n u t i l i se ra d o n c des modè les m a t h é m a t i q u e s 
s imples . 

A t i t r e d ' exemple , c i tons l ' é tude généra le des 
d ivers g é n é r a t e u r s d 'é lectr ic i té poss ib les en 
M.H.D. 

b) Les p r o b l è m e s « d e B u r e a u d 'é tude ». 

Les h y p o t h è s e s v a r i e n t d a n s u n d o m a i n e r e s ­
t re in t . O n che rche : 
— les c a r a c t é r i s t i q u e s n u m é r i q u e s de c h a q u e 

so lu t ion ; 
— leur d é p e n d a n c e p a r r a p p o r t a u x hypo thèse s . 

T r è s souven t on y a jou t e r a u n e r e c h e r c h e 
d ' o p t i m u m . 

Sauf except ion, on p e u t d i re q u ' o n est ici d a n s 
le d o m a i n e d 'é lect ion du modè le r é d u i t ou d u 
calcul ana log ique . Il s e r a facile de t es te r les dif­
férentes « v a r i a n t e s » de la so lu t ion . Comme, 
d ' a u t r e p a r t , on che rche des r é s u l t a t s n u m é r i ­
ques significatifs, les modè les m a t h é m a t i q u e s 
son t n é c e s s a i r e m e n t complexes . 

c) Les p r o b l è m e s d e carac tér i s t iques b i en 
d é t e r m i n é e s . 

Les h y p o t h è s e s sont fixées u n e fois p o u r t ou ­
tes . On c h e r c h e : 
— à ca rac t é r i s e r le m i e u x poss ible la so lu t ion ; 
— à vérifier u n ce r t a in n o m b r e de r é s u l t a t s et 

de calculs t h é o r i q u e s ; 
— c'est ici le d o m a i n e d u ca lcul n u m é r i q u e e t 

de l ' é tude d i rec te . 
Le calcul des r é a c t e u r s , les é tudes d 'écoule­

m e n t s s o u t e r r a i n s p o u r la r e c h e r c h e ou le s toc­
kage de gaz n a t u r e l en sont des exemples . 

Après cette cour te i n t r o d u c t i o n , n o u s a l lons 
m a i n t e n a n t évoquer que lques u n e s des q u e s t i o n s 
essent iel les qu i se posen t à l ' i ngén ieu r et a u 
m a t h é m a t i c i e n , et définir q u e l q u e s n o t i o n s c las ­
s iques . No t r e bu t est s i m p l e m e n t de p r é s e n t e r , 
s ans o rd re logique s t r ic t , u n c e r t a i n n o m b r e de 
difficultés p a r m i les p l u s f o n d a m e n t a l e s , u n cer ­
t a in n o m b r e des t e c h n i q u e s adop tées p o u r les 
r é soud re . 

I. — P R O B L È M E S D E R E P R É S E N T A T I O N 

Sous ce t i tre, n o u s r é u n i s s o n s t ou t e s les q u e s ­
t ions re la t ives à la « p r é s e n t a t i o n » des r é s u l t a t s 
d ' u n calcul . Si n o u s c h e r c h o n s u n e fonc t ion 
/ (x) p a r exemple , p a r quo i a l lons -nous la c a r a c ­
tér iser? Nous p o u v o n s h é s i t e r e n t r e la r e p r é ­
sen ta t ion g r a p h i q u e c o n t i n u e (calcul ana log i ­
que) , l ' ensemble d i sc re t des v a l e u r s en x p o i n t s 
( n u m é r i q u e ou r é seau ana log ique ) ou les coef­
ficients d ' u n déve loppemen t en sér ie ( n u m é r i ­
que) . Le choix e n t r e les d ivers m o d e s est lié a u x 
impéra t i f s de la m é t h o d e de r é so lu t ion , m a i s 
auss i (et s u r t o u t ) a u x r e n s e i g n e m e n t s que n o u s 
dés i rons conna î t r e . Il est r a r e en effet que l 'on 
ai t besoin de f (x) en t ou t po in t . O n c h e r c h e r a 
p lu tô t u n e fonct ionnel le liée à / . P a r exemple : 
— dans les p rob l èmes de r é s o n n a n c e , de f lam-

bemen t , etc., on c h e r c h e la p l u s g r a n d e va­
leur p r o p r e d ' u n o p é r a t e u r . C'est u n n o m b r e , 
ma i s c 'est aus s i : 

x - m a x SLML 

Il n 'es t donc p a s i n t e r d i t de p e n s e r q u e 
l 'on p o u r r a ob ten i r p a r ca lcul ana log ique la 
fonct ion p r o p r e c o r r e s p o n d a n t e , p u i s i n t é ­
grer n u m é r i q u e m e n t p o u r avoi r p l u s de p r é ­
cision su r X m a x ; 

— d a n s les p rob lèmes d ' h y d r o d y n a m i q u e , le sys ­
t ème des efforts s u r u n obs tac le s ' exp r ime 
p a r : 

(2) é t a n t u n e sur face q u e l c o n q u e e n t o u r a n t 
l 'obstacle . 

On t o m b e là encore s u r u n e fonc t ionne l le q u a ­
d r a t i q u e . Il n ' e s t peu t -ê t r e p a s nécessa i r e d ' avo i r 
u n e préc is ion « locale » t r è s g r a n d e . 

A ces p rob lèmes , se r a t t a c h e la no t ion de c r i ­
tère d ' écar t des so lu t ions que n o u s a l lons ob te ­
n i r . Qu 'es t -ce q u i va déc ider q u ' u n e so lu t ion 
ob tenue est b o n n e ? S u p p o s a n t la so lu t ion v ra ie 
connue , on p e u t ca rac t é r i s e r p a r u n seul n o m -
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b r e l 'écar t des deux so lu t ions . On peu t a ins i 
définir : 

Ej. = m a x |f — g\ 

f so lu t ion approchée , 

g so lu t ion vra ie . 

ou encore , si les dér ivées i n t e r v i e n n e n t : 

E 2 == m a x |f — g + m a x \f — g'i 

Mais on peu t définir des c r i t è res m o i n s 
s t r i c t s : 

ou : 

f \f — g\*+ f •(' 

Ce d e u x i è m e type d ' éca r t est p lus souple . Il 
p e r m e t n é a n m o i n s d 'ob ten i r des bo rnes d ' e r r eu r 
p o u r les fonc t ionnel les l inéa i res ou q u a d r a t i ­
q u e s liées à la so lu t ion . Il convient , en p a r t i c u ­
lier, p o u r j u g e r de la p réc i s ion du calcul ana lo­
g ique . 

Le cho ix de la r e p r é s e n t a t i o n et du cr i tè re 
d ' éca r t p e u t avoir u n e t r è s g r a n d e i m p o r t a n c e . 
Il e n est a ins i en pa r t i cu l i e r p o u r les p rob lèmes 
« m a l posés ». P o u r ce type de p rob lème , des 
cond i t ions a u x l imi tes en a p p a r e n c e vois ines 
p e u v e n t e n g e n d r e r des so lu t ions différentes. 
Nous a l lons en d o n n e r u n exemple t r è s s imple . 

Soit d o n c u n e fonct ion f (x, y) h a r m o n i q u e , 
p é r i o d i q u e en x (de pér iode 2 n ) . Nous supposons 
que l 'on conna î t f (x, 0) et df/dy (x, 0). Il s 'agit, 
p a r exemple , d ' u n p rob lème de conduc t ion où 
l 'on impose le flux df/dy (x, 0) et où l 'on mesure 
la t e m p é r a t u r e f (x, 0) . Peu t -on en dédu i re f p a r ­
t o u t ? 

O n v e r r a fac i l ement que p o u r f que lconque , 
il n ' e n est r i en , m a i s que l 'on peu t app roche r f 
p a r des fonc t ions fn p o u r lesquel les cela est pos­
sible. O n voit ici l ' impor t ance du choix d u cr i ­
tère d ' écar t . Si l 'on chois i t u n écar t q u a d r a t i q u e 
(espace de Hi lber t ) on obt ien t u n p rob l ème d ' ap ­
p r o x i m a t i o n q u a d r a t i q u e c lass ique . Si l 'on choi­
sit l ' écar t , on ob t ien t le p rob lème , p lus général , 
de l a r e c h e r c h e de la « me i l l eu re so lu t ion » 
d ' u n e é q u a t i o n d a n s u n espace de B a n a c h . 

O n c o n s u l t e r a à ce su je t [2] où sont d é m o n ­
t r é s les r é s u l t a t s f o n d a m e n t a u x rela t i fs à ces 
p r o b l è m e s . 

II . — P R O B L È M E S A U N E D I M E N S I O N 

Ce t y p e de p rob l èmes est assez r a r e en méca ­
n i q u e des mi l i eux con t i nus (par opposi t ion a u x 
é q u a t i o n s a u x dér ivées par t ie l les qu i sont la 

règle) . Il est p a r con t re t r ès f r équen t dès que 
l 'on fait i n t e rven i r u n e s chéma t i s a t i on suffisante 
des p h é n o m è n e s ( h y d r a u l i q u e , r és i s t ance des 
m a t é r i a u x , etc.) . On é tud i e r a a lors l 'évolut ion, 
au cours du t e m p s , d ' un sys tème à u n n o m b r e 
fini, m a i s g r and , de p a r a m è t r e s . On abou t i r a 
donc à des é q u a t i o n s différentielles ou à des 
équa t ions de convolu t ion . P réc i sons d ' abord u n e 
classification de ces p rob l èmes : 

P r o b l è m e s d e cond i t ions in i t ia les (conditions de 
Cauchy). 

Le t r a i t emen t se ra n u m é r i q u e ou ana log ique 
selon que l 'on r eche rche la p réc i s ion ou la 
r ap id i t é . 

P r o b l è m e s d e cond i t i ons a u x l imi tes (conditions 
de Sturm-Lionville). 

Le t r a i t e m e n t se ra e s sen t i e l l ement n u m é r i ­
que , ca r on r eche rche avec p réc i s ion les v a l e u r s 
p r o p r e s qu i condu i sen t à des s ingu la r i t é s ( réson-
nances , flambemenl, e tc . ) . 

P r o b l è m e s a s y m p t o t i q u e s . 

On é tud i e r a l 'évolut ion finale d ' u n sys t ème 
(avec second m e m b r e ) i n d é p e n d a m m e n t des con­
d i t ions in i t ia les . C'est ici le d o m a i n e de la s imu­
la t ion ou d u calcul ana log ique . 

Il fau t ins i s te r su r le fait que p r a t i q u e m e n t 
tous les p rob lèmes (à u n e d imens ion ) de méca­
n i q u e des fluides (ou dér ivés de sys tèmes où 
in te rv ien t la m é c a n i q u e des fluides) sont solu-
bles p a r s imu la t i on et ca lcul ana log ique . 

Qu ' i l s 'agisse de cheminées d 'équi l ibre , de r é ­
seaux h y d r a u l i q u e s , ou d ' ins t a l l a t ions t h e r m i ­
ques , etc., on p e u t cons idé re r q u e tous ces sys tè­
mes ont leur équ iva len t ana log ique et que les 
m é t h o d e s d ' é tude , auss i b ien t h é o r i q u e s que p r a ­
t iques , son t à c h e r c h e r de ce côté. 

Avant d ' a b a n d o n n e r ce su je t s o m m e toute 
bien connu , n o u s a l lons d i re que lques m o t s 
d ' u n e m é t h o d e d ' a p p r o c h e c lass ique des p rob lè ­
mes l inéa i res et des r e l a t ions e n t r e cet te m é ­
thode et les m o y e n s de calcul . 

Trans format ion d e Four ier e t filtres l inéa ires . 

L o r s q u e les p rob lèmes à u n e d i m e n s i o n sont 
l inéai res et homogènes p a r r a p p o r t au t emps , ils 
s ' expr iment au m o y e n d ' o p é r a t e u r s de convolu­
t ion : ce sont des filtres l inéa i res . 

Cons idérons donc le p r o b l è m e type : 

K*f = g 
K : opéra t ion de convo lu t ion ; 
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/ : fonct ion i n c o n n u e , 

g : fonct ion donnée . 

Si n o u s s u p p o s o n s que : 

/ ( 0 = f ciat d<3> (<r) g(f) = f dT (er) 

Nous p o u r r o n s en généra l i n t r o d u i r e u n e fonc­
t ion K (c) et n o u s a u r o n s : 

dr (a) ==K(<r ) . d* (w) 

L ' in t é rê t de la t r a n s f o r m a t i o n d e F o u r i e r est 
donc , en c h a n g e a n t la r e p r é s e n t a t i o n de la 
fonct ion, d ' a b o u t i r à u n e é q u a t i o n a lgébr ique 
t r è s s imple . Réso lvan t l ' équa t ion sous la fo rme : 

do O) = a (cr) dT (cr) a (cr) 
1 

K(ff) 

on p o u r r a , sous ce r t a ines cond i t ions , écr i re : 

/ = Kg-

A sera a lo rs la « r é p o n s e impu l s ionne l l e » du 
sys t ème . 

L ' in t é rê t de ce genre d ' ana lyse est t r ip le : 
— d ' u n e pa r t , il a m è n e à c h a n g e r de r e p r é s e n ­

ta t ion . D a n s le cas t r è s f r équen t où f et g 
sont des var iab les a léa to i res s t a t i o n n a i r e s , 
la r e p r é s e n t a t i o n de F o u r i e r p r é s e n t e u n t r è s 
g r a n d in t é rê t et l ' ana lyse faite r e s t e valable 
s ans c h a n g e m e n t . D 'a i l l eu rs les phys i c i ens 
u t i l i sen t t r ès n a t u r e l l e m e n t ce m o d e de p r é ­
s e n t a t i o n ; 

— d ' a u t r e p a r t , il r a m è n e l ' é tude d u sys t ème à 
l ' é tude de la convolu t ion A, é tude que l 'on 
p e u t faire t r è s fac i lement p a r voie ana logi ­
que , de m ê m e que l 'on p e u t t r è s fac i lement 
t r o u v e r K (cr) la « fonct ion de t r a n s f e r t » d u 
fi l tre; 

— enfin, il ne f au t p a s oubl ie r q u ' u n g r a n d 
n o m b r e d ' opé ra t i ons fai tes t h é o r i q u e m e n t 
d a n s l 'espace des p h a s e s on t leur co r respon­
d a n t d a n s l 'espace de d é p a r t sous la fo rme 
d ' u n e convo lu t ion qu i se p r ê l e b ien au calcul 
n u m é r i q u e : 

Si : 

E t si 

da> (a) = A (cr) dT O) 

f = Kg-

A (cr) = SA„e t o T » 

/ - 2A„<7 a + f„) 

L ' a p p r o x i m a t i o n s u r l ' opé ra t eu r de convolu­
t ion A. doit t o u j o u r s ê t re fai te en t e n a n t compte 

de l ' a p p r o x i m a t i o n c o r r e s p o n d a n t e d a n s l ' espace 

des p h a s e s [ 3 ] . 

Nous a l lons d o n n e r u n exemple d ' app l i ca t ion 
de ces r e m a r q u e s . 

RESTITUTION DE LA HOULE : 

Soit u n e hou le cy l ind r ique r ep ré sen t ée sous la 
fo rme : 

h (X) = f " efl» dY (k) 

A la p r o f o n d e u r z, n o u s a u r o n s : 

h (x, z) = f°° e i f e» dYi (k) 
*J — 00 

avec : 

ou : 

d Y i ( * ) = e-\*\'dY(k) 

dY(k) = c + H ' d Y i C f t ) 

Si n o u s définissons ; 

k (x) = j " eikx e~\k\s dk 

2 z 
k(x) 

D'où 

h (x, z) = — f 

x2 + z2 

z h (u) du 
z 2 + (x — u)2 ' 

( 1 ) 

f o r m u l e d ' a i l l eu r s tou t à fait c l a s s ique . P a r 
c o n t r e : 

A* (x) = f eika>e+\k\zdk n ' e s t pas convergen te 

(2) 

Mais c o m m e n o u s n ' é t u d i o n s q u ' u n e h o u l e 
don t les f réquences son t bornées , n o u s p o u v o n s 
pose r : 

J -7c„ 
^vim-ox. = / e^el^dk 

et n o u s a u r o n s : 

, 1 

Tî (x 2 + z2) 
[ e V (z cos k0x -\- x s in k0x) •— z] 

Nous avons a p p r o c h é l ' opé ra t eu r e\k\s p a r l 'opé­
r a t e u r t r o n q u é : 

e| f c|= p o u r | k | ^ k0 et 0 p o u r \k\ ^ k0 

L a fo rmule a ins i ob t enue est b o n n e p o u r u n e 
hou le d o n t les f réquences sont in fé r i eures à : 

N koco _ Vk~äg 
2 TC 2 TC 
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De la m ê m e façon, on p e u t m o n t r e r qu ' i l es t 
poss ib le de pa s se r de h (t, z) à h (;t, 0) . L ' opé ra ­
t ion a ins i i n t r o d u i t e est, de m ê m e que (2), en 
généra l d ive rgen te . Mais il est possible d'en 
trouver des approximations convergentes va la­
bles p o u r des hou le s d o n t les f réquences sont 
l imi tées à u n e b a n d e (N 1 ( N 2 ) . Ceci réhab i l i t e u n 
peu la « r e s t i t u t i o n » de la hou le po in t p a r po in t . 

III . — P R O B L È M E S L I N É A I R E S 
D A N S L A T H É O R I E D E S É Q U A T I O N S 

A U X D É R I V É E S P A R T I E L L E S 

Il est r e m a r q u a b l e de cons t a t e r q u ' a v a n t l 'u t i ­
l i sa t ion ex tens ive d u ca lcul n u m é r i q u e , les seuls 
p rob l èmes abordés p a r les m a t h é m a t i q u e s appl i ­
quées é t a i en t les p r o b l è m e s l inéa i res . Bien qu ' i l s 
a ien t m a i n t e n a n t p e r d u ce monopo le , ils r e s t e n t 
e x t r ê m e m e n t i m p o r t a n t s . 

Linéar i sa t ion a u v o i s i n a g e d'un p r o b l è m e . 

S o m m a i r e m e n t définie, la l i néa r i sa t ion est 
l ' é tude des p e r t u r b a t i o n s a u vois inage d ' u n écou­
l e m e n t c o n n u . Nous a l lons i n d i q u e r que lques 
types de l inéa r i sa t ion . 

Soit l ' équa t ion de Navier : 

DU 
p d T 

e r a d P + v V 2 U 

et l ' équa t ion de He lmotz qu i s 'en dédu i t : 

DH 
D f 

G r a d U . Î Î = v V 2 n 

(3) 

(4) 

Cons idé rons u n écou lemen t Û 0 vér if iant l ' équa­

t ion (3) et cons idé rons u n écou lemen t U voisin. 

P o s o n s : 

U = U 0 + u 

et déf inissons 

i l = fl0 -f- co li"il/l |üol| « 1 

J ^ * JL£ - f G r a d X . U o 
Df dt ^ 0 

Nous ob tenons , en ne r e t e n a n t que les t e r m e s 
d u p r e m i e r o r d r e d a n s l ' équa t ion (4) : 

DCJ 

Df 
+ Grad ü.0-u — Grad u. i î 0 — Grad U„. w 

Si l ' écoulement es t à deux d i m e n s i o n s : 

™ - > - > - > 

u = k A gi'ad cp (x, y) Grad U.tt = 0 u — V2cp/e 

U 0 = k A gi'ad cp0 (x, y) i \ = V-<p 0^ 

On a r r ive d o n c à : 

^ - ( V 2 c p ) + g rad (V 2 cp 0 ) № A grad cp) 

: v V 2 V 2 c p 
( 5 ) 

cel te équa t i on est l ' équa t ion d 'Or r -Sommcr fe ld . 
Si nous s u p p o s o n s : 

U 0 = Cte fl0 = 0 Grad U 0 = 0, 

nous ob tenons : 

Do 
D f 

= v V 2 w (6) 

c'est la m é t h o d e p roposée p a r Oseen . 

Enfin, si n o u s a d m e t t o n s que U 0 = 0 nous 
ob tenons : 

( 7 ) 

c'est la m é t h o d e p roposée p a r Stokes . 
Il se ra i t facile de m o n t r e r que ces m é t h o d e s 

de l inéa r i sa t ion s ' é tendent a u x p rob lèmes com­
press ib les s u p e r s o n i q u e s ou subson iqucs ( théo­
r ie de P r a n d t l - G l a u e r t p a r exemple) a ins i q u ' a u x 
p rob l èmes à sur face l ibre . Il s 'agit donc d ' une 
m é t h o d e généra le d ' é tude des équa t ions a u x 
dér ivées par t ie l les de la Mécan ique des fluides. 

Nous a l lons m a i n t e n a n t préc iser q u e l q u e s no ­
t ions qu i sont f o n d a m e n t a l e s d a n s l ' é tude des 
p rob l èmes l inéa i res . 

P r o b l è m e s auto -adjo in t s . 

Nous a l lons définir ce t te no t ion su r u n 
exemple : 
Soit l ' écoulement d ' u n l iquide c o n d u c t e u r sou-

-» 
m i s à u n c h a m p m a g n é t i q u e B 0 cons t an t . Moyen­
n a n t ce r t a ines a p p r o x i m a t i o n s [ 1 ] , les é q u a t i o n s 
é lec t r iques déc r ivan t le p h é n o m è n e sont : 

: V V 2 U 

j = <7 [e - j - H A B 0 ] 

I ~* -* 
div j = 0 ro t e = 0 

(J.n) = 0 a u x f ron t iè res i so lantes . 

(8) 

(9) 
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Nous supposons , p o u r simplifier , l ' écou lement 
fini et e n t i è r e m e n t e n t o u r é p a r des pa ro i s n o n 
conduc t r i ces . 

—> 

Soient a lors d e u x écou lemen t s u et u', et les 
—» -> -> 

c h a m p s / , ]', e, e' c o r r e s p o n d a n t s . O n p e u t m o n ­
t r e r que , si (V) est u n v o l u m e e n t i è r e m e n t 
c o n t e n u d a n s l ' écoulement , (S) la f ron t iè re de 
ce v o l u m e : 

f } (a A B 0 ) — fj. (u' A B 0 ) = £(jV' — / V ) . n dcr 

( 1 0 ) 

ce qu i m o n t r e que , p o u r l ' ensemble de l 'écoule­
m e n t : 

f J (a A B 0 ) dv — y * ' / - A B 0 ) dv = 0 ( 1 0 W S ) 

ou encore : 

f e' (u A B 0 ) a dv — J~e.(ii'/\ B 0 ) adv = 0 ( 1 1 ) 

Oi% cons idé rons la r é so lu t ion de (8). Nous 
avons : 

e — — g rad V 

V ? V = div (u A B 0 ) 

Ains i : 

3 V 

dn 
(u A B „ ) . n = 0 

V = X (div u A B 0 ) 

\ é t a n t u n o p é r a t e u r l inéa i re , 
et de m ê m e : 

—> -> -> 
e = L (u A B 0 ) 

L é t a n t aus s i u n o p é r a t e u r l inéa i re . 
Si n o u s définissons le p r o d u i t sca la i re de 

—> -» 
deux c h a m p s de vec teu r s X et Y c o m m e : 

(X, Y) = f X.Y*<rdv (l) 

n o u s t r o u v o n s que , d ' ap rè s ( 1 1 ) , 

[L (u A B 0 ) , u' A B„] = [u A B 0 > L (u ' A B 0 >] 

soit 

[L (X), Y] = [ X , L ( Y ) ] ( 1 2 ) 

Les o p é r a t e u r s p o u r lesquels on p e u t définir 
u n p r o d u i t sca la i re , et q u i vérifient, p o u r ce p r o ­
dui t , l 'égal i té ( 1 2 ) sont appelés au to - ad jo in t s . 

M o n t r o n s u n e p r o p r i é t é essent iel le de ces opé­
r a t e u r s ; soit : 

<p = f ( f / 2 <r) dv 

Cons idérons t o u s les po ten t i e l s qu i vérif ient : 

—> —» -» 
+ (u A B 0 ) n da 

3 V A 

372 

et posons : 

e A = — grad V A fA = a (eA + U A B 0 ) 

m a i s : d iv / A ^ 0 

Cherchons le m i n i m u m de : 

—> H> 

<I> (V A , j A , u) l o r sque V A va r ie 

Nous ob t enons : 

t d ,t d® / / A - — ( /A) = JJA. d e . 

•• — f JAdVA.n + Jdiv] A .dV A 

m a i s : 

d 'où 

donc 

d€> = / div U d V A , 

d<ï> = 0 < = > div j A = 0 (2) 

Ceci est u n e p rop r i é t é généra le . Tout problème 
linéaire auto-adjoint est équivalent à une recher­
che d'extremum. L ' i n t e r p r é t a t i o n p h y s i q u e de 
cet te r e c h e r c h e est souven t i n t é r e s s a n t e et se ra 
érigée en « p r inc ipe » p a r les i n g é n i e u r s . 

F o r m e i n t é g r a l e é q u i v a l e n t e d'un p r o b l è m e 
d ' équat ion a u x d é r i v é e s p a r t i e l l e s . 

R e p r e n o n s n o t r e exemple , et p lus p r é c i s é m e n t 
l ' équa t ion ( 1 0 ) . 

(1) Y* d é s i g n e le vec teur c o m p l e x e c o n j u g u é de Y. 

(2) Il est f a c i l e de vo ir que l 'on a u r a i t p u cons idérer 

les c h a m p s JB à d ivergence n u l l e : (JB) = 0 e s t a l o r s 
-> -> 

é q u i v a l e n t à (3VB/3H) = (a A Bo) .n ; vo ir à ce s u j e t [ 4 ] . 



DÉCEMBRE 1963 - N" 8 P. CASEAU 

Cons idérons [1] les s p h è r e s de r a y o n E —» 0 
—> 

e n t o u r a n t 2 po in t s A et B et soit /* le c o u r a n t 
engendré , en l ' absence de t o u t écou lemen t : 

(n* == 0) 

p a r u n e source u n i t é p lacée au po in t A et u n 
p u i t s un i t é p lacé au p o i n t B. Nous d é m o n t r e r o n s 
a lo rs q u e : 

V A — V B = / " f* (iT A B 0 ) dv = f M* (« A B„) 

(13) 

L à encore , il s 'agit d ' u n r é s u l t a t généra l . A 
p a r t i r des égal i tés (12), on p e u t t r o u v e r des 
r e p r é s e n t a t i o n s in t ég ra le s complè tes de la solu­
t ion . D a n s u n e telle r ep r é sen t a t i on , le « n o y a u » 

qu i es t ici le c h a m p j * s 'appel le « fonct ion de 
Green d u p r o b l è m e ». 

On p e u t se d e m a n d e r que l s r e n s e i g n e m e n t s 
n o u v e a u x a p p o r t e la fo rmule (13). E n fait , i l 
est f r équen t , et c 'est le cas ici, q u e la fonc t ion 
de Green soit b e a u c o u p p l u s facile à d é t e r m i n e r 
p a r s imi l i t ude ou ana logie que la so lu t ion du 
p r o b l è m e in i t ia l . 

E n effet, o n est d i spensé de s imule r le « second 
-» —» 

m e m b r e » l ' écou lement u0 et le c h a m p B 0 . La 
—> 

fonc t ion e* ne dépend que de la géomét r ie d u 
p r o b l è m e et des po in t s A et B. O n p o u r r a ensu i t e 
explo i te r n u m é r i q u e m e n t la f o r m u l e (13). 

D a n s la fo rmule (13) le p r o b l è m e est complè ­
t e m e n t réso lu . Il p e u t a r r i v e r a u c o n t r a i r e qu ' i l 
n ' e n soit p a s a ins i et q u e l 'on essaie de r econs ­
t i t u e r la so lu t ion a u m o y e n de s ingu la r i t é s s im­
ples , ce qu i c o n d u i r a à des é q u a t i o n s in t ég ra le s 
d u t ype de F r e d h o l m . 

Celles-ci p e u v e n t ê t re de p r e m i è r e ou de 
d e u x i è m e espèce. Ains i la r e p r é s e n t a t i o n de 
l ' é cou lemen t a u vois inage d ' u n corps a x i s y m é t r i -
que effilé, p a r u n ensemble de doub le t s condu i t 
à u n e é q u a t i o n de p r e m i è r e espèce. 

Ces é q u a t i o n s on t eu, en généra l , m a u v a i s e 
p resse , ca r elles é ta ien t s ingu l iè res et difficiles 
à r é s o u d r e . E n fait, il conv ien t de s ' insp i re r des 
cons idé ra t i ons su r l ' a p p r o x i m a t i o n dé jà évo­
quées et de c h e r c h e r des so lu t ions vois ines de 
la so lu t ion cherchée , p a r exemple p a r combina i ­
son l inéa i re . I l est à r e m a r q u e r que c 'est j u s t e ­
m e n t à p r o p o s de p rob l èmes de po ten t i e l « m a l 
posés » que les r e c h e r c h e s s u r l ' a p p r o x i m a t i o n 
se son t déve loppées . L a r e c h e r c h e de so lu t ion 
p a r comb ina i son de s ingu la r i t é est c e r t a i n e m e n t 
u n e t e c h n i q u e f o n d a m e n t a l e p o u r les p rob l èmes 
l inéar i sés que n o u s évoqu ions au d é b u t de ce 
p a r a g r a p h e . 

P r o b l è m e s p a r a b o l i q u e s . 

Nous avons j u s q u ' i c i abo rdé des p rob l èmes du 
type : 

A/ = g 

A o p é r a t e u r l inéai re , g fonct ion connue , f i ncon­
n u e . 

Cons idé rons m a i n t e n a n t l ' équa t ion ; 

ou encore : 

ope-Si n o u s supposons que U = U (y, z) \ A 
A 

r a t e u r de x, no t r e p rob l ème sera h o m o g è n e en 
x et t. Res t r e ignons l ' é tude a u x p rob lèmes h o m o ­
gènes et p e r m a n e n t s : 

U A/' 

Posons a lors 

Nous a u r o n s 

Af ou \f = -jj- f 

Si l ' opé ra t eu r A / U est auto-adjoint (et de p lus 
c o m p l è t e m e n t c o n t i n u ) , n o u s a u r o n s les théorè ­
mes su ivan t s : 
— les v a l e u r s de X admiss ib les f o rmen t u n e 

su i te d i s t inc te de « va l eu r s p rop res » rée l les ; 
— les fonct ions p r o p r e s associées sonL o r t h o ­

gonales et fo rment , sous ce r t a ines condi ­
t ions , u n sys t ème comple t . 

L a so lu t ion généra le s 'écrit donc : 

/ = Ea^e-V* gn (y, /) 

«„ = (/. g») 
(M) 

Les p rob lèmes p h y s i q u e s s tables (du type dif­
fusion) sont ca rac té r i sés de p lus , p a r des opéra ­
t e u r s A définis négat i fs , ce qu i e n t r a î n e que les 
va l eu r s \ n sont néga t ives et que les p e r t u r b a ­
t ions déc ro i s sen t c o m m e e-V», 

Les app l ica t ions t h é o r i q u e s ou p r a t i q u e s de 
ces p rop r i é t é s son t t r è s n o m b r e u s e s . C'est p o u r ­
quo i la r e c h e r c h e des p r e m i è r e s va l eu r s p r o p r e s , 
qu i m e s u r e n t l ' a t t énua t ion de la q u a n t i t é / le 
long de l ' écoulement , est u n p rob lème fonda­
m e n t a l . 

I n s i s tons su r le fait que c'est u n p rob l ème 
a u t o n o m e , i n d é p e n d a n t du calcul « b r u t a l » de 
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l ' évolut ion de f. T r è s souvent , les spécia l is tes du 
calcul n u m é r i q u e cons idè ren t avec méfiance la 
fo rmule ( 1 4 ) qu i n ' e s t pa s , effectivement, u n e 
f o r m u l e de calcul n u m é r i q u e (la r é so lu t ion di­
rec te est souven t me i l l eu re ) . Mais — et c 'est ici 
que la co l l abora t ion e n t r e i n g é n i e u r s et ca lcu la­
t eu r s p r e n d t o u t son sens — t r è s souven t la 
fo rme ( 1 4 ) est p l u s i n t é r e s s a n t e que le r é s u l t a t 
n u m é r i q u e b r u t . El le p e r m e t , p o u r l ' é tude de 
l ' évolu t ion a s y m p t o t i q u e en pa r t i cu l i e r , de b ien 
savoir ce qu ' i l f au t m e s u r e r ou ca lcu ler et d 'u t i ­
l iser le m o d e d ' a p p r o c h e le p l u s a p p r o p r i é . 

ÍV. — R E T O U R 

S U R LES M É T H O D E S N U M É R I Q U E S 

P o u r t e r m i n e r , n o u s a l lons p a s s e r en r e v u e les 
t e c h n i q u e s n u m é r i q u e s de r é so lu t i on des équa ­
t ions a u x dér ivées pa r t i e l l e s . 

M é t h o d e c l a s s i q u e - D i scré t i sa t ion . 

On r e p r é s e n t e l a fonc t ion che rchée p a r ses va ­
leurs n u m é r i q u e s a u x n œ u d s d ' u n r é s e a u r ecou­
v r a n t le d o m a i n e de réso lu t ion . Le r é s e a u est, en 
généra l , régul ie r . Res t en t d a n s cet te ca tégor ie : 
— les r é s e a u x mai l l és ana log iques ( équa t ion de 

la cha leu r , ou é q u a t i o n de Lap lace ) ; 
— les m é t h o d e s c lass iques de r é so lu t i on s u r 

o r d i n a t e u r . 

R e p r é s e n t a t i o n p a r d e s s ingu lar i t é s - Equa­
t ions i n t é g r a l e s . 

O n r e c o n s t i t u e la fonct ion che rchée c o m m e 
s o m m e de so lu t ions é l émen ta i r e s . L a cons idé ra ­
t ion des cond i t ions a u x l imi tes condu i t en géné­
ra l à u n e é q u a t i o n in tégra le . M a l h e u r e u s e m e n t , 
ce t te m é t h o d e n e s ' app l ique q u ' a u x p r o b l è m e s 
l inéa i res . 

Bien qu ' i l ne soit p a s i m p e n s a b l e d 'explo i te r 
cet te idée en calcul ana log ique , l ' app l ica t ion se 
fait en géné ra l su r o r d i n a t e u r . Les difficultés de 
r é so lu t ion sont du m ê m e o r d r e q u e p o u r la 
m é t h o d e A. 

T e c h n i q u e s h y b r i d e s . 

Les ca l cu l a t eu r s ana log iques é t an t o rgan i sés 
s u r t o u t p o u r r é s o u d r e les é q u a t i o n s différentiel­
les, il est t e n t a n t de se r a m e n e r à ce cas en r e m ­

p l a ç a n t l ' équa t ion de d é p a r t p a r u n e équation 
différentielle aux différences. Il suffit de d i sc ré -
t i ser p a r r a p p o r t à u n e seule des va r i ab les , e n 
g a r d a n t l ' au t r e con t inue . Mais p o u r q u e ce t te 
t e c h n i q u e soit appl icable , il f au t que l 'on p u i s s e 
m e t t r e en m é m o i r e le r é s u l t a t d u ca lcu l à c h a q u e 
pas . E n effet, o n a r r ive ra , p a r exemple , à u n e 
é q u a t i o n d u t ype : 

L a ( / B ) = D - ( / n _ 1 ) (15) 

/. . D.F o p é r a t e u r s différentiels e n i ; 

/„ = f (x, y = nh) / „ _ ! = / [x, y = ( n — 1) h]. 

P o u r r é s o u d r e l ' équa t ion en fn il f au t d o n c 
m e t t r e en m é m o i r e le r é s u l t a t d u ca lcul s u r f„..-i. 
Ce s tockage se fait, j u s q u ' à p r é s e n t , sous f o r m e 
n u m é r i q u e : ce qu i signifie q u e l 'on a effectué, 
en fait , u n e d i sc ré t i sa t ion éga l emen t e n x, p o u r 
pouvo i r s tocker fn. U n des a v a n t a g e s de la t ech ­
n i q u e p roposée d i s p a r a î t donc . 

M é t h o d e d e G a l e r k i n e - R e p r é s e n t a t i o n p a r 
d e s sér ies d e fonc t ions . 

Soit p a r exemple , l ' équa t i on : 

—¡7 — A / (16) 
dt 

On la r e m p l a c e r a p a r l ' équa t i on : 

dP 
~ = A P (17) 
dt 

où : 

P = I.xngn (g0, g1 . . . gs) 

sui te de fonc t ions a r b i t r a i r e s . 
O n a r r ive d o n c à u n s y s t è m e différentiel : 

[xn] = A [x„] (18) 

M a l h e u r e u s e m e n t , il convien t de s igna ler q u e : 
— les m é t h o d e s n u m é r i q u e s d ' i n t é g r a t i o n 

(Runge -Ku t t a ) sont longues et coû t euse s . 
L e u r app l i ca t ion a u sys t ème (18) a t o u j o u r s 
été p l u s l ou rde que la r é so lu t ion d i rec te p a r 
l a m é t h o d e c l a s s i q u e ; 

— les m é t h o d e s ana log iques , p o u r le cas de sys­
t è m e d 'o rd re élevé, ne son t p a s encore suffi­
s a m m e n t a u po in t . 

N é a n m o i n s , il semble q u e d a n s u n g r a n d n o m ­
b r e de cas (pa r exemple celui que n o u s avons 
cité) on p e u t i soler et ca lculer n u m é r i q u e m e n t 
que lques t e r m e s d o m i n a n t s de l ' évolut ion de 
/ (x, y, t). L a m é t h o d e de Ga le rk ine se ra i t p r é -
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c ieuse p o u r ca rac t é r i s e r l ' évolut ion du « re s t e ». 
Un pe t i t n o m b r e de fonct ions de base se ra ien t 
a lors nécessa i res . 

M é t h o d e s g r a p h o n u m é r i q u e s . 

Ce sont les m é t h o d e s c lass iques u t i l i s an t les 
ca r ac t é r i s t i ques , qu i ne son t donc appl icables 
q u ' a u x p r o b l è m e s hype rbo l i ques don t n o u s 
avons peu pa r l é . L e u r défaut est d 'ê t re r ap ide ­
m e n t t r è s complexes lo r sque le n o m b r e des di­
m e n s i o n s a u g m e n t e . 
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D I S C U S S I O N 

Président : M. GIBRAT 

M. le P r é s i d e n t r e m e r c i e M. CASEAU d'avoir fa i t le 
tour des u t i l i s a t i o n s des m a t h é m a t i q u e s par l ' i n g é n i e u r 
et d 'avoir m i s l 'accent sur ce qu' i l y a v a i t à ret irer , 
p o u r ce lu i qui s 'occupe s u r t o u t de m é c a n i q u e des fluides, 
des t e c h n i q u e s m a t h é m a t i q u e s . 

M. l e P r é s i d e n t o u v r e e n s u i t e la d i s c u s s i o n à p r o p o s 
des cr i t ères d'erreurs . Il r a p p e l l e que l 'on p e u t se con­
t e n t e r de la c o n d i t i o n très dure de la différence la p lus 
g r a n d e e x i s t a n t entre d e u x p o i n t s ( expér i ence et f o n c ­
t i o n t h é o r i q u e ) , à c o n d i t i o n que ceci c o r r e s p o n d e e x a c ­
t e m e n t au s u j e t cherché , p u i s i l m e n t i o n n e l ' intérêt de 
cer ta ins t e s t s s t a t i s t i q u e s c o r r e s p o n d a n t à des sér ies de 
p r o b l è m e s , ces t e s t s a y a n t p o u r b u t d 'ajuster des r é s u l ­
t a t s d 'expér ience à u n e f o n c t i o n t h é o r i q u e . P e u t - ê t r e l e s 
c o n s i d é r a t i o n s d é v e l o p p é e s par M. CASEAU p o u r r a i e n t -
e l l e s ê tre affinées à l 'a ide de t e s t s s t a t i s t i q u e s ? 

M. l e P r é s i d e n t d e m a n d e e n s u i t e des p r é c i s i o n s sur 
l e p r o b l è m e é v o q u é par M. CASEAU à p r o p o s de la c o n ­
d u c t i o n de la cha l eur : d 'après M. CASEAU, si l 'on p o s e 
le p r o b l è m e de f a ç o n s i m p l e et c la ire , a p p a r e m m e n t b i e n 
déf inie , l es difficultés r e n c o n t r é e s sont t e l l e s qu' i l n'y a 
pas de s o l u t i o n . Si l 'on se c o n t e n t e d 'une c e r t a i n e a p ­
p r o x i m a t i o n , qu'on se f ixe àj l 'avance , i l y a u n e s o l u ­
t i o n . Mais à q u e l m o m e n t l e s m a t h é m a t i q u e s i n t e r v i e n ­
n e n t - e l l e s p o u r s i n g u l a r i s e r la s o l u t i o n ? Et quel est le 
cr i tère qui f a i t que , p a r m i u n e inf ini té de s o l u t i o n s , 
l 'une so i t m e i l l e u r e ? 

M. CASEAU r é p o n d que , du point de vue général, i l a 
m o n t r é q u e le cri tère q u a d r a t i q u e p e r m e t d 'obtenir des 
b o r n e s d'erreurs sur certains résultats c o m m e les i n t é ­
gra les , m a i s que , p o u r l ' a n a l y s e d 'une courbe ent ière , il 
f a u d r a i t c e r t a i n e m e n t u t i l i s e r l e s cr i tères m e n t i o n n é s 
par M. l e P r é s i d e n t . 

En ce qui concerne l e p r o b l è m e d e l a c o n d u c t i o n de 
la cha leur , M. CASEAU r a p p e l l e que , si l 'on d é v e l o p p e la 
s o l u t i o n en sér ie de Four ier , c h a q u e h a r m o n i q u e se 
d é c o m p o s e en d e u x . U n e par t i e t end vers 0 c o m m e 

e~"', l 'autre vers l' infini c o m m e e*"". P o u r q u e la 
s o l u t i o n ait u n sens , il f a u t donc q u e le d é v e l o p p e m e n t 
e n sér ie de / et de 'df/dy ne so i t p a s q u e l c o n q u e . Mais , 
c o m m e / est le résu l ta t d'une m e s u r e , toute erreur sur f 
va engendrer des h a r m o n i q u e s d i v e r g e n t s . 

P r a t i q u e m e n t , si l'on tronque le développement jus­
qu'au degré n, et si l 'on i m p o s e u n cr i tère d'écart v a l a ­
ble , on peut avo ir u n e assez b o n n e idée de ce qui va 
se passer . L ' i n d é t e r m i n a t i o n , t o u t e f o i s , e s t assez s e m ­
b l a b l e à ce l l e qui e n t a c h e la r e p r é s e n t a t i o n d'une fonc­
t ion par u n p o l y n ô m e . A part i r d'un certa in ordre, l ' in­
f o r m a t i o n s u p p l é m e n t a i r e c o n d u i t à des r é s u l t a t s sans 
v a l e u r s . On n e p e u t o b t e n i r d e r é s u l t a t s p a r f a i t e m e n t 
s a t i s f a i s a n t s . Il f a u t n é a n m o i n s r e m a r q u e r que, très 
souvent , t ro i s ou q u a t r e h a r m o n i q u e s suffisent à repré­
senter c o n v e n a b l e m e n t le p r o b l è m e . 

M. l e P r é s i d e n t ra t tache ce p r o b l è m e à la théor i e des 
sér ies d i v e r g e n t e s et rappe l l e la m é t h o d e u t i l i s é e en 
a s t r o n o m i e par Henr i P o i n c a r é : ce l l e -c i c o n d u i s a i t à u n e 
série d ivergent e et la préc i s ion s 'amél iora i t , avec la 
prise en c o m p t e des t e r m e s succes s i f s , jusqu 'à u n cer­
ta in p o i n t pu i s s ' a m e n u i s a i t . M. le P r é s i d e n t d e m a n d e 
à M. CASEAU si , d a n s son art ic le , il s'agit de sér ies d iver ­
g e n t e s . 

M. CASEAU répond que ce n'est pas e x a c t e m e n t cela. 
U n e d e s difficultés e s s e n t i e l l e s , que M. LAGO a eu à 
résoudre , é ta i t d e m o n t r e r que , quel que soi t le cri tère 
d'écart i m p o s é , à c o n d i t i o n que l 'espace o b t e n u vérifie 
cer ta ines p r o p r i é t é s , il y a t o u j o u r s u n e s o l u t i o n ; la 
q u e s t i o n d e la convergence du p h é n o m è n e vers la s o l u ­
t i o n rée l l e , à supposer qu'e l le e x i s t e , es t p l u s difficile 
à r é soudre . 

M. l e P r é s i d e n t remerc ie M. CASEAU pour son e x p o s é , 
qui fera b e a u c o u p réfléchir, p e u t - ê t r e m ê m e sur des 
d o m a i n e s p l u s é l o i g n é s de notre ac t iv i t é que c e u x de 
la m é c a n i q u e des fluides. 


