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Technigues mathématiques
utilisées en mécanique des fluides

Mathematical techniques used in fluid mechanics

raR P. CASEATU,

INGENIEUR AU DEPARTEMENT MECANIQUE DES FLUIDES,
CENTRE DE RECHERCHES ET D’ESSAIS DE CHATOU, ELECTRICITE DE FRANCE

Le but de cet exposé est de présenter — sans
suivre d’ailleurs un ordre logique trés strict
-~ quelques-uns des problémes le plus fré-
quemment rencontrés en mécanique des fluides
et quelques-unes des techniques adoptées pour
les résoudre (calcul analogique — calcul numé-
rigue).

On a cherché a exposer les procédés usuels de
résolution de ces problémes et a discuter leurs
chances de succés plutét qu’a présenier de fa-
con rigoureuse leurs fondements.

INTRODUCTION

Nous allons d’abord situer les mathématiques
par rapport aux autres moyens d’étude d’un pro-
bléme donné. II est en effet possible d’aborder
un probléme par trois voies :

a) Etude expérimentale directe.

b) Etude expérimentale sur modéle.

L’expérience a faire est en général schémati-
sée (on néglige un certain nombre de parame-
tres), puis reproduite en similitude. C’est un fait
général que la similitude repose sur une certaine
simplification du probléme. Les termes négligés,
qui ne sont pas en similitude, donnent naissance
a4 un < effet d’échelle ».

A number of the more f[requent problems of
fluid mechanics and some of the techniques
applied to them-—i.e. analog and digital com-
pulation—are discussed. No particularly strict
order of logic is followed; the aim is not lo
rigorously assess the reliabilily of the usual
methods of approach to these problems, but
rather to discuss the chances of their provid-
ing satisfactory answers.

¢) Etude théorique.

L’expérience est alors schématisée d’une ma-
niére plus poussée que dans le cas précédent et
on arrive 3 la construction d’un modéle mathé-
malique. L’exploitation de ce modéle constitue
la simulation de 'expérience initiale.

Les moyens d’exploitation d’un modéle mathé-
matique sont de trois sortes :

—- calcul analogique (réseaux, cuve ¢lectrolyli-
que, calculateur analogique);

— calenl numérique (ordinateurs);

— résolution formelle, en général avec utilisa-
tion de tables numériques ou de fonctions
« élémentaires ».

Nous rn’indiquons que pour mémoire les mé-
thodes purement graphiques.

Le choix entre les méthodes «) b) ou ¢) ne
peut se faire que selon chaque cas d’espéce, On
peut dire (sans que cela soit absolument géné-
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ral) qu'une étude théorique est plus économique
qu'un modéle, lui-méme plus économique qu’un
prototype. Par contre, la part d’arbitraire et de
schématisation est de plus en plus grande quand
on passe de la premiére & la seconde, puis a la
troisi¢me méthode. Le manque de confiance de
I'utilisateur sera donc lui aussi, de plus en plus
grand.

P
ok

Avant de pousser plus loin la discussion des
méthodes mathématiques, nous allons examiner
une classification des problémes dont nous n’a-
vons pas tenu compte jusqu’ici, et qui va pré-
ciser les conditions d’'utilisation de chaque mé-
thode. Il nous faut en effet distinguer :

a) Les problémes généraux.

Les hypothéses envisagées varient dans un
domaine large., On cherche donc :

— & construire des solutions;

— a classer les iypes de solulions, leurs condi-
tions générales d’existence et leurs caracté-
res essentiels.

On utilisera donc des modéles mathématiques
simples.

A titre d’exemple, citons I’étude générale des
divers générateurs d’électricité possibles en

M.H.D.

b) Les problémes « de Bureau d’étude ».

Les hypothéses varient dans un domaine res-
treint. On cherche :

— les caractéristiques numériques de chague
solution;
-— leur dépendance par rapport aux hypothéses.

Trés souvent on y ajoutera une recherche
d’optimum.

Sauf exception, on peut dire qu’on est ici dans
le domaine d’élection du modéle réduit ou du
calcul analogique. Il sera facile de tester les dif-
férentes « variantes» de la solution. Comme,
d’autre part, on cherche des résultats numéri-
ques significatifs, les modéles mathématiques
sont nécessairement complexes.

¢) Les probléemes de caractéristiques bien
déterminées.

Les hypothéses sont fixées une fois pour tou-
tes. On cherche :
— & caractériser le mieux possible la solution;
— a vérifier un certain nombre de résultats et
de calculs théoriques;
-- c’est ici le domaine du calcul numérique et
de I'étude directe.
Le calcul des réacteurs, les études d’éeoule-
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ments souterrains pour !a recherche ou le stoc-
kage de gaz naturel en sont des exemples.

Aprés cetie courte introduction, nous allons
maintenant évoquer quelques unes des questions
essentielles qui se posent a l'ingénieur et au
mathématicien, et définir quelques notions clas-
siques. Notre but est simplement de présenter,
sans ordre logique strict, un certain nombre de
difficultés parmi les plus fondamentales, un cer-
tain nombre des techniques adoptées pour les
résoudre,

[. — PROBLEMES DE REPRESENTATION

Sous ce titre, nous réunissons toutes les ques-
tions relatives i la « présentation » des résultats
d’'un calcul. Si nous cherchons une fonction
{ (x) par exemple, par quoi allons-nous la carac-
tériser? Nous pouvons hésiter entre la repré-
sentation graphique continue (calcul analogi-
que), 'ensemble discret des valeurs en x points
(nnmérique ou réseau analogique) ou les coef-
ficients d’'un développement en série (numéri-
que). Le choix entre les divers modes est lié aux
impératifs de la méthode de résolution, mais
aussi (et surtout) aux renseignements que nous
désirons connaitre. Il est rare en effet que I'on
ait besoin de f(x) en tout point. On cherchera
plutot une fonctionnelle liée a f. Par exemple :
—- dans les problémes de résonnance, de flam-

bement, etc., on cherche la plus grande va-

feur propre d’un opérateur. C’est un nombre,
mais c’est aussi:

¢, Af)
N
Il n’est donc pas interdit de penser que
Pon pourra obtenir par calcul analogique la
fonction propre correspondante, puis inté-
grer numériquement pour avoir plus de pré-
cision sur Ag.y; ;
— dans les problémes d’hydrodynamique, le sys-
téme des efforts sur un obstacle s’cxprime
par :

Pmax == MAX

- - - ~_)2 -3
F=¢< _u?
9 u®u 5 )ndo—

(Z) étant une surface quelconque entourant
I'obstacle.

On tombe la encore sur une fonctionnelle qua-
dratique. Il n’est peut-étre pas nécessaire d’avoir
une précision «locale » trés grande.

A ces problémes, se rattache la notion de cri-
tére d’écart des solutions que nous allons obte-
nir. Quest-ce qui va décider gu'une solution
obtenue est bonne? Supposant la solution vraie
connue, on peul caractériser par un seul nom-
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bre Yécart des deux solutions. On peut ainsi
définir :
£, = max |f — g
f solution approchée,
g solution vraie.

ou encore, si les dérivées interviennent ;

& = max |f — g| - max [f* — ¢’

Mais on peut définir des critéres moins
stricts :

-~

gg= [ If —gP

= fIf—ge+ [iF—ge

Ce deuxiéme type d’écart est plus souple. Il
permet néanioins d’obtenir des bornes d’erreur
pour les fonctionnelles linéaires ou quadrati-
ques liées 4 la solution. Il convient, en particu-
lier, pour juger de la précision du calcul analo-
gique,

Le choix de la représentation et du critére
d’écart peut avoir une irés grande importance.
Il en est ainsi en particulier pour les problémes
<« mal posés». Pour ce type de probléme, des
conditions aux limites en apparence voisines
peuvent engendrer des solutions différentes.
Nous allons en donner un exemple trés simple.

Soit donc une fonetion f (x,y) harmonique,
périodique en x (de période 2 n). Nous supposons
que Pon connait f (x, 0) et 9f /oy (x, 0). 11 s’agit,
par exemple, d’'un probléme de conduction on
Pon impose le flux 9f /0y (x, 0) et ot 'on mesure
la température f (x, 0). Peut-on en déduire f par-
tout?

On verra facilement que pour [ quelconque,
il n'en est rien, mais que l'on peut approcher f
par des fonctions f, pour lesquelles cela est pos-
sible, On voit ici I'importance du choix du cri-
tére d’écart. Si Pon choisit un écart quadratique
(espace de Hilbert) on obtient un probléme d’ap-
proximation quadratique classique. Si 'on choi-
sit écart, on obtient le probléme, plus général,
de la recherche de la « meilleure solution»
d’une équation dans un espace de Banach.

On consultera 4 ce sujet [2] oli sont démon-
trés les résultats fondamentaux relatifs a ces
problémes,

ou :

II. — PROBLEMES A UNE DIMENSION

Ce type de problémes est assez rare en méca-
nique des milieux continus (par opposition aux
équations aux dérivées partielles qui sont la

P. CASEAU 835

régle). Il est par contre trés fréquent deés que
Pon fait intervenir une schématisation suffisantc
des phénomeénes (hydraulique, résistance des
matériaux, ete.). On déludiera alors Pdévolution,
au cours du temps, d'un systéme & un nombre
fini, mais grand, de paramétres. On aboutira
donc a des équations différentielles ou a des
équalions de convolution. Précisons d’abord une
clagsification de ces problémes :

Problémes de conditions initiales (conditions de
Cauchy).

Le traitement sera numérique ou analogique
selon que Pon recherche la précision ou la
rapidité.

Problémes de conditions aux limites (conditions
de Sturm-Lionville).

Le traitement sera essentiellement numéri-
que, car on recherche avec précision les valeurs
propres qui conduisent a des singularités (réson-
nances, flambement, ete.).

Problémes asymptotiques.

On étudiera l’évolution finale d’un systéme
(avee second membre) indépendamment des con-
ditions initiales. C’est ici le domaine de la simu-
lation ou du calcul analogique.

Il faut insister sur le fail que pratiquement
tous les problémes (4 une dimension) de méea-
nique des fluides (ou dérivés de systémes ou
intervient la mécanique des fluides) sonl solu-
bles par simulation et calcul analogique.

Qu’il s’agisse de chemincées d’équilibre, de ré-
seaux hydrauliques, ou d’installalions thermi-
ques, ete., on peut considérer que tous ces systeé-
mes ont leur équivalent analogique et que les
méthodes d’élude, aussi bien théoriques que pra-
tiques, sont & chercher de ce coté.

Avant d’abandonner ce sujet somme toute
bien connu, nous allons dire quelques mots
d’'une méthode d’approche classique des problé-
mes linéaires et des relations entre celte mé-
thode et les moyens de calcul.

Transformation de Fourier et filtres linéaires.

"

Lorsque les problémes 4 une dimension sont
linéaires et homogénes par rapport au temps, ils
s’expriment au moyen d’opérateurs de convolu-
tion : ce sont des filtres linéaires.

Considérons donc le probléme type :

Kif =g
K : opération de convolution;
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f : fonction inconnue,
g : fonction donnée.

Si nous supposons que :

ft)= [ et do (@) g®) = [ ewt dr (o)

Nous pourrons en général introduire une fonc-
tion K (¢) et nous aurons :

dl' (¢) =K (¢) .d® (o)

L’intérét de la transformation de Fourier est
done, en changeant la représentation de la
fonction, d’aboutir a une équation algébrique
trés simple. Résolvant I’équation sous la forme :

1
K@)’

d® (o) == a.(¢) dT (o) a (o) =

on pourra, sous certaines conditions, écrire :

[ == Asg.

A sera alors la «réponse impulsionnelle » du

systéme.

L’intérét de ce genre d’analyse est triple :

—— d’une part, il améne 4 changer de représen-
tation. Dans le cas trés fréquent on f et g
sont des variables aléatoires stationnaires,
la représentation de Fourier présente un trés
grand intérét et ’analvse faite reste valable
sans changement. D’ailleurs les physiciens
utilisent trés naturellement ce mode de pré-
sentation;

-— d’autre part, il rameéne I'é¢tude du systéme a
Pétude de la convolution A, étude que 'on
peut faire trés facilement par voie analogi-
que, de méme que l'on peut trés facilement
trouver K (o) la « fonction de transfert» du
filtre;

— enfin, il ne faut pas oublier quun grand
nombre d’opérations faites théoriquement
dans l'espace des phases ont leur correspon-
dant dans l'espace de départ sous la forme
d’une convolution qui se préie bien au calcul

numérique :
Si -
d® (6) = A (g} dT’ (o)
f == A*g.
Et si:

A (o) = TA, el
[=ZA,g{+4 )

I’approximation sur l'opérateur de convolu-
tion A. doit toujours étre faite en tenant compte

Aa‘ prox, —
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de approximation correspondante dans I'espace
des phases [3].

Nous allons donner un exemple d’application
de ces remarques.

RESTITUTION DE LA HOULE :

Soit une houle cylindrique représentée sous la
forme :

h(zx) = / * eiko qY (k)

o/ — o

A la profondeur z, nous aurons :
hz,z) = f " e Y, (k)

avecg :

dY, (k) = e~[H dY (k)
ou :

dY (k) = e**7dY, (k)

Si nous définissons

k(x) = f " eitw g~|kle dl

o«

2z
k@ =m1z
D’ou :
Y = zh(u)du
h@,2) =— ‘[mw—zz_l_(x_u)z, ¢))

formule d’ailleurs tout & fait classique. Par
contre :

A* (1) = f N eitre+|kedk n’est pas convergente

- @

Mais comme nous n’étudions qu’une houle

dont les fréquences sont bornées, nous pouvons
poser :

X k() X
AAlm'ox, =j emkmelklzdk
—kq
et nous aurons :

1 .
m [eke (z cos kgx + x sin kyr) — z]
Nous avons approché I'opérateur e|%* par Popé-
rateur tronqué :
el*= pour ki< ky, et 0 pour [ki>=k,
La formule ainsi obtenue est bonne pour une
houle dont les fréquences sont inférieures 4 :

N, = koo __ Cod

2n 2m
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De la méme facon, on peut montrer qu’il est
possible de passer de h(t,z) & h({,0). L’opéra-
tion ainsi introduite est, de méme que (2), en
général divergente. Mais il est possible d’en
trouver des approximations convergentes vala-
bles pour des houles dont les fréquences sont
limitées a une bande (N;, N5). Ceci réhabilite un
peu la « restitution » de la houle point par point.

[II. — PROBLEMES LINEAIRES
DANS LA THEORIE DES EQUATIONS
AUX DERIVEES PARTIELLES

I1 est remarquable de constater qu’avant I'uti-
lisation extensive du calcul numérique, les seuls
problémes abordés par les mathématiques appli-
quées étaient les problémes linéaires. Bien qu’ils
aient maintenant perdu ce monopole, ils restent
extrémement importants.

Linéarisation au voisinage d’un probléme.

Sommairement dd¢finie, la linéarisation est
I’étude des perturbations au voisinage d’un écou-
lement connu. Nous allons indiquer quelques
types de linéarisation.

Soit ’équation de Navier :

DU

o hr = grad P - vW2U (3

et I'équation de Helmotz qui s’en déduit :

D§ ‘,—: - > o 2—> :
—D"t*“—GIadU.Q.—VV Q (4)

-
Considérons un écoulement U, vérifiant I'équa-

N
tion (3) et considérons un écoulement U voisin.
Posons :

O=0U,+1u Q=0,+ o la2i1/1Tlf < 1

et définissons :
DX 23, cn=1% 1
=2 = — X - Grad X.U
Dt or - TG ’
Nous obtenons, en ne retenant que les termes
du premier ordre dans P'équation (4) :

-

%(i;— -+ Grad 50 Z — Grad ZFZO — Grad Uo.a

-
=vV2w
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Si I’écoulement est 4 deux dimensions :
- - - = - - o 2
u =kAgrade (x,y) Grad U.Q =0w= V3l
- - - Y -
Uy =k A grad ¢, (x,y) Qq == Vipuk

On arrive done A :

Lo(V20) + grad (V2e0) (kA grad o) | )
=vWV2V2p

cetle ¢quation est Iéqualion d’Orr-Sommerfeld.
Si nous supposons :

U, = Cte Q=0 Grad Uy = 0,
nous obtenons :
Do g (©6)
e vV

c’est la méthode proposée par Oseen.

-
Enfin, si nous admeltons que U, =0 nous
obtenons :

Do

=Y w

c’est la méthode proposée par Stokes.

Il serail facile de montrer que ces méthodes
de linéarisation s'étendenl aux probiémes com-
pressibles supersoniques ou subsoniques (théo-
ric de Prandtl-Glauert par exemple) ainsi qu’aux
problemes & surface libre. Il s’agit done d’unc
méthode générale d’étude des équations aux
dérivées partielles de la Mécanique des fluides.

Nous allons maintenant préciser quelques no-
tions qui sont fondamentales dans I'étude des
problémes lindaires.

Problémes auto-adjoints.

Nous allons définir cette notion sur un
exemple :
Soit P’écoulement d’un liquide conducteur sou-

N
mis a un champ magnélique B, constanl. Moyen-
nanl cerlaines approximations [1], les ¢qualions
électriques décrivant le phénomeéne sont :

F=ocle+unB

divj=0 rote =0 (8)
(_]?.?1) == 0 aux frontitres isolantes. )
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Nous supposons, pour simplifier, I’écoulement
fini et entiérement entouré par des parois non
conductrices.

— -
Soient alors deux écoulements u et w, et les

- = -~
champs j, j/, e, ¢’ correspondants. On peut mon-

trer que, si (V) est un volume entiérement
contenu dans I'écoulement, (S) la frontiére de
ce volume :

[FanBo— [7.aAB) =§GV—FV) IZ;Z?

ce qui montre que, pour I'ensemble de I’écoule-
ment :

/]—;({l) A ﬁo) dv ——f})(;’ A ﬁo) dp =10 (10 ®¥)
ou encore :
fo @ A By) crdvmfZ.(Z’ ABy) odv =0 (11)

Or,
avons :

considérons la résolution de (8). Nous

€= —grad V
V2V — div (@ A By) %‘ni—(;?/\ Bo).n =0
Ainsi

V =\ (div u A By)

) étant un opérateur linéaire,
et de méme :

- g =
e=L(u A By

L étant aussi un opérateur linéaire.
Si nous définissons le produit scalaire de

deux champs de vecteurs X et Y comme :
XY = /X ¥*odv ®
nous trouvons que, d’aprés (11),

[L (l_l) A }—3)0>s l? AN go] == [;l) A ﬁo, L (lb)l' A Eo)l

soit :

! (LX), ¥] = [X, L] (12)

— —
(1) Y* désigne le vecteur complexe conjugué de Y.
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Les opérateurs pour lesquels on peut définir
un produit scalaire, et qui vérifient, pour ce pro-
duit, I’égalité (12) sont appelés auto-adjoints.

Montrons une propriété essentielle de ces opé-
rateurs; soit :

o= / (2/2 &) dv

Considérons tous les potentiels qui vérifient :

N — + @ ABYn do
on
et posons :
ey =—gradV, Ja=—o(es-+UABY

e d
mais : div j, =< 0

Cherchons le minimum de :

@ (V,, 7_4, Z) lorsque V, varie

Nous obtenons :

T d 2 -2 -
dq)z‘/"h_? (JA)=f]A.deA

=—fiAdVA-n —l—fdiv}i.dVA

mais :
Ja . It == 0
d’ott :
do = [ divj, dv,,
donc :

dD = 0 <=> div j, = 02)

Ceci est une propriété générale. Tout probléme
linéaire auto-adjoint est équivalent & une recher-
che d’extremum. L’interprétation physique de
cette recherche est souvent intéressante et sera
¢érigée en « principe » par les ingénieurs.

Forme intégrale équivalente d’un probléme
d’équation aux dérivées partielles.

Reprenons notre exemple, et plus précisément
Péquation (10).

(2) Il est tacile de voir que I'on aurait pu considérer

N
les champs js & divergence nulle : d® (js) = 0 est alors

X R - > -
équivalent & (dVs/9n) = (u A Bo).n; voir a4 ce sujet [4].
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Considérons [1] les sphéres de rayon £—0

5
entourant 2 points A et B et soit j* le courant
engendré, en 'absence de tout écoulement :

(r* = 0)

par une source unité placée au point A et un
puits unité placé au point B. Nous démontrerons
alors que :

Vi— Vo= f F@AB)do= [ ce* @A By
(13)

La encore, il s’agit d’un résultat général. A
partir des égalités (12), on peut trouver des
représentations intégrales complétes de la solu-
tion. Dans une telle représentation, le « noyau »

qui est ici le champ F‘ s’appelle « fonction de
Green du probléme ».

On peut se demander quels renseignements
nouveaux apporte la formule (13). En fait, il
est fréquent, et c’est le cas ici, que la fonction
de Green soit beaucoup plus facile & déterminer
par similitude ou analogie que la solution du
probléme initial.

En effet, on est dispensé de simuler le « second

. - —>
membre » I'écoulement u, et le champ B, La

> ‘
fonction e* ne dépend que de la géométrie du
probléme et des points A et B. On pourra ensuite
exploiter numériquement la formule (13).

Dans la formule (13) le probléme est compleé-
tement résolu. Il peut arriver au contraire qu’il
r’en soit pas ainsi et que 'on essaie de recons-
tituer la solution au moyen de singularités sim-
Ples, ce qui conduira 4 des équations intégrales
du type de Fredholm.

Celles-ci peuvent étre de premiére ou de
deuxiéme espéce. Ainsi la représentation de
Pécoulement au voisinage d’un corps axisymétri-
que eflilé, par un ensemble de doublets conduit
4 une équation de premiére espéce.

Ces équations ont eu, en général, mauvaise
presse, car elles étaient singuliéres et difficiles
4 résoudre. En fait, il convient de s’inspirer des
considérations sur Papproximation déja évo-
quées et de chercher des solutions voisines de
la solution cherchée, par exemple par combinai-
son linéaire. Il est a4 remarquer que c’est juste-
ment & propos de problémes de potentiel « mal
posés » que les recherches sur lapproximation
se sont développées. La recherche de solution
par combinaison de singularité est certainement
une technique fondamentale pour les problémes
linéarisés que nous évoquions au début de ce
paragraphe.
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Problémes paraboliques.

Nous avons jusqu’ici abordé des problémes du

type :
Al =g

A opérateur linéaire, g fonction connue, f incon-
nue.
Considérons maintenant I’équation :

of  ap
ot —Af=14
ol encore .
Df A Of of  ap_
of A=yt Ugr—Al=yg

Si nous supposons que U= U (y, z) \|/A == opé-
A

rateur de wx, notre probléme sera homogéne en
x et ¢, Restreignons I'étude aux problémes homo-
génes et permanents :

of

U= =Af
ox f
Posons alors :
/' = e?\a}

Nous aurons :

\Uf — Af ou M = % [

Si V'opérateur A/U est auto-adjoint (et de plus
complétement continu), nous aurons les théore-
mes suivants :

-— les valeurs de A\ admissibles forment une
suite distinete de « valeurs propres » réelles;

-~ les fonctions propres associées soni ortho-
gonales el forment, sous cerlaines condi-
tions, un systéme complel.

La solution générale s’écrit done :

g / = L, e~ M I (l/’ )
l Ay == (f: gn)

Les problémes physiques stables (dn type dif-
fusion) sont caractérisés de plus, par des opéra-
teurs A définis négatifs, ce qui entraine que les
valeurs A, sont négalives et que les perturba-
tions décroissent comme e—7,

Les applications ihéoriques ou pratiques de
ces propriétés sont irés nombreuses. Cest pour-
quoi la recherche des premicres valeurs propres,
qui mesurent Patténuation de la quantité f le
long de P’écoulement, est un probléme fonda-
mental.

Insistons sur le fait que c¢’est un probléme
autonome, indépendant du calcul «brutal » de

(14)
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Pévolution de f. Trés souvent, les spécialistes du
caleul numérique considérent avec méfiance la
formule (14) qui n’est pas, effectivement, une
formule de calcul numérique (la résolution di-

recte est souvent meilleure). Mais — et c’est ici
que la collaboration entre ingénieurs et calcula-
teurs prend tout son sens — trés souvent la

forme (14) est plus intéressante que le résultat
numérique brut. Elle permet, pour I'étude de
I'évolution asymptotique en particulier, de bien
savoir ce qu’il faut mesurer ou calculer et d'uti-
liser le mode d’approche le plus approprié.

IV. — RETOUR
SUR LES METHODES NUMERIQUES

Pour terminer, nous allons passer en revue les
techniques numériques de résolution des équa-
tions aux dérivées partielles.

Méthode classique - Discrétisation.

On représente la fonction cherchée par ses va-
leurs numériques aux neceuds d’'un réseau recou-
vrant le domaine de résolution. Le réseau est, en
général, régulier. Restent dans cette catégorie :
— les réseaux maillés analogiques (équation de

la chaleur, ou équation‘de Laplace);
— les méthodes classiques de résolution sur
ordinateur.

Représentation par des singularités - Equa-
tions intégrales.

On reconstitue la fonetion cherchée comme
somme de solutions élémentaires. La considéra-
tion des conditions aux limites conduit en géné-
ral a une équation intégrale. Malheureusement,
cette méthode ne s’applique qu’aux problémes
linéaires.

Bien qu’il ne soit pas impensable d’exploiter
cette idée en calcul analogique, I'application se
fait en général sur ordinateur. Les difficultés de
résolution sont du méme ordre que pour la
méthode A.

Techniques hybrides.

Les calculateurs analogiques étant organisés
surtout pour résondre les équations différentiel-
les, il est tentant de se ramener 4 ce cas en rem-
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placant I'équation de départ par une équation
différentielle aux différences. 11 suffit de discré-
tiser par rapport 4 une seule des variables, en
gardant l'autre conlinue. Mais pour que cette
technique soit applicable, il faut que 'on puisse
mettre en mémoire le résultat du caleul 4 chaque
pas. En effet, on arrivera, par exemple, & une
équation du type :

La; (fn) == D.c (fn—- 1) (15)
L., D, opérateurs différentiels en x;

fos==f @ y=nh)  fo={ [x,y=@—1)h].

Pour résoudre I'équation en f, il faut donc
mettre en mémoire le résultat du calcul sur f,_.;.
Ce stockage se fait, jusqu’a présent, sous forme
numérique : ce qui signifie que l'on a effectué,
en fait, une discrétisation également en x, pour
pouvoir stocker f,. Un des avantages de la tech-
nique proposée disparait donc.

Méthode de Galerkine - Représentation par
des séries de fonctions.
Soit par exemple, I’équation :
af A
T Af (16)

On la remplacera par I'équation :

dpP
ST AP (17
ou :
P =Zx,9, (Gos g1 -+ gw)

suite de fonctions arbitraires.

On arrive donc a un systéme différentiel :

L 2] =A (2] (18)
Malheureusement, il convient de signaler que :

— les méthodes numériques d’intégration
(Runge-Kutta) sont longues et cofiteuses.
Leur application au systéme (18) a toujours
été plus lourde que la résolution directe par
la méthode classique;

— les méthodes analogiques, pour le cas de sys-
téme d’ordre élevé, ne sont pas encore suffi-
samment au point.

Néanmoins, il semble que dans un grand nom-
bre de cas (par exemple celui que nous avons
cité) on peut isoler et calculer numériquement
quelques termes dominants de I’évolution de
[(x,y, 1. La méthode de Galerkine serait pré-
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cieuse pour caractériser 1’évolution du « reste ».
Un petit nombre de fonctions de base seraient
alors nécessaires,

Méthodes graphonumériques.

Ce sont les méthodes classiques utilisant les
caractéristiques, qui ne sont donc applicables
qu'aux problémes hyperboliques dont nous
avons peu parlé. Leur défaut est d’étre rapide-
ment trés complexes lorsque le nombre des di-
mensions augmente.
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DISCUSSION

Président :

M. le Président remercie M. CasEau d'aveir fait le
tour des utilisations des mathéinatiques par Pingénieur
et d’avoir mis Paccent sur ce qu’il y avait & retirer,
pour celui qui s’occupe surtout de mécanique des fluides,
des techniques mathématiques.

M. le Président ouvre ensuite la discussion & propos
des critéres d’erreurs. Il rappelle que ’on peut se con-
tenter de la condition trés dure de la différence la plus
grande existant entre deux points (expérience et fonc-
tion théorique), a4 condition que ceci correspnnde exac-
tement an sujet cherché, puis il mentionne Pintérét de
certains tests statistiques correspondant & des séries de
problémes, ces tests ayant pour but d’ajuster des résul-
tats d’expérience 4 une fonction théorique. Peut-étre les
considérations développées par M. Caseau pourraient-
elles étre affinées i V’aide de tests statistiques?

M. le Président demande ensuite des précisions sur
le probléme évoqué par M. CaseEau & propos de la con-
duction de la chaleur : d’aprés M. Caseau, si l'on pose
le probléme de facon simple et claire, apparemment bien
définie, les difficultés rencontrées sont telles qu’il n’y a
pas de solution. Si I’on se contente d’une certaine ap-
proximation, qu’on se fixe & l’avance, il y a une solu-
tion. Mais 4 quel moment les mathématiques intervien-
nent-elles pour singulariser la solution? Et quel est le
critére qui fait que, parmi une infinité de solutions,
T'une soit meilleure?

M. Caseav répond que, du point de vue général, il a
montré que le critére quadratique permet d’obtenir des
bornes d’erreurs sur cerfains résultats comme les inté-
grales, mais que, pour Yanalyse d’une courbe entiére, il
taudrait certainement wutiliser les critéres mentionnés
par M. le Président.

En ce qui concerne le probléme de la conduction de
la chaleur, M. Caseavu rappelle gue, si 'on développe la
solution en série de Fourier, chaque harmonique se
décompose en deux. Une partie tend vers ( comme

M. GiBrar

e, l'autre vers Pinfini comme e Pour que la
solution ait un sens, il faut donc que le développement
en série de f et de 3f/2y ne soit pas queleconque. Mais,
comme [ est le résultat d’une mesure, toute erreur sur [
va engendrer des harmoniques divergents.

Pratiquement, si Uon {ronque le développement jus-
qu'au degré n, et si Pon impose un critére d’écart vala-
ble, on peut avoir une assez bonne idée de ce qui va
se passer. L’indétermination, toutefois, est asscz sem-
blable & celle qui entache la représentation d’une fonc-
tion par un polynéme. A partir d’un certain ordre, I'in-
formation supplémentaire conduit & des résultats sans
valeurs, On ne peut obtenir de résultats parfailement
satisfaisants. II faut néanmoins remarquer que, Lrés
souvent, trois ou quatre harmoniques suffisent & repré-
senter convenablement le probléme.

M. le Président ratfache ce probléme & la théorie des
séries divergentes et rappelle la méthode utilisée ¢n
astronomie par Henri Poincaré : celle-ci conduisait & une
série divergente et la précision s’améliorait, avec la
prise en compte des termes successifs, jusqu’a un cer-
tain point puis s’amenuisait. M. le Président demande
4 M. Caseav si, dans son article, il s’agit de séries diver-
gentes.

M. Caseau répond que ce n’est pas exactement cela,
Une des difficultés essentielles, que M. Laco a en a
résoudre, était de montrer que, quel que soit le critére
d’écart imposé, a condilion que Pespace obtenu vérifie
certaines propriétés, il y a toujours une solution; la
question de la convergence du phénoméne vers la solu-
{ion réelle, 4 supposer qu’elle existe, est plus difficile
4 résoudre.

M. le Président remercie M. Caseau pour son exposd,
qui fera beaucoup réfléchir, peut-éire méme sur des
domaines plus éloignés de notre activité que ceux de
la mécanique des fluides.



