I. — iIntroduction.

La propagation des ondes de crue a fait objet
de trés nombreuses études, I1 s’agit ici, simplement,
de faire une synthése des diverses facons d’aborder
le probléme et d’en montrer les liaisons en suivant
un double fil conducteur, 'un purement mathéma-
tique et Pautre un peu plus physique.

ji. — Crues et intumescences.

Il est bien connu que les ondes de gravité en
canaux, a condition qu’elles soient suffisamment
« longues », se propagent sur un tirant d’eau y, &
une célérité =+/gy par rapport au courant. Cest
ce que 'on observe effectivement avec des intumes-
cences, qui peuvent ainsi se propager & des vitesses
bien supérieures a celles du courant.

Les hydrologues savent, au contraire, que les
crues semblent se propager avec une célérité de
Pordre de grandeur de la vitesse du courant. La
formule donnée par Seddon fournit bien ce résultat,

Sur cette divergence, divers auteurs se sonl pen-
chés, en particulier Stoker [1], qui montre la vali-
dité de la formule de Seddon pour des ondes dites
« monoclinales » en satisfaisant rigoureusement a
toutes les équations du probléme.

Le chemin que nous suivrons ne veul pas élre
aussi rigoureux. Partant des ¢équations indéfinies
générales, nous essaierons de supputer lordre de
grandeur des termes qui interviennent dans I'équi-
libre dynamique. En négligeant ceux d’entre eux
qui sont faibles sous certaines hypothéses, nous
verrons se dessiner I'onde de crue qui n’apparaitra
plus comme une onde de gravité.

Il — Rappel des équations.

Elles sont au nombre de deux que nous rappel-
lerons sans démonstration :

équation de continuité :

°Q | g oz

x T B =0

* Electricité de France, Centre de Recherches et d’Essais
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~— ¢équation dynamique (Barré de Saint-Venant) :

12v , 1,2V, 2Z .
Eat+g‘ax+ax‘*‘J‘0

ou : Z représente la cote de la surface libre;
V la vitesse moyenne dans la section S;
Q = VS le débit;
B la largeur en surface;
J la pente de la ligne de charge;
X Pabscisse curviligne le long de la riviére;
et : t le temps.

Nous n’avons pas introduit les classiques coeffi-
cients tenant compte d’une répartition de vitesse
non uniforme dans la section, car ils n’apporte-
raient rien dans la suite du développement.

A ces équations, il convient d’ajouter des condi-
tions aux limites que nous ne préeciserons pas da-
vantage ici, si ce n’est que nous en tirerons un
« temps caractéristique Ty » qui pourrait élre, par
exemple, la durée de la crue, en tout cas un temps
qui fixe lordre de grandeur de la durée de I’évo-
Iution de la cote et du débit dans la section amont.
T, nous fixera 'échelle des temps, c’est-a-dire la
rapidité avec laquelle les phénomeénes évolueront.

Nous choisirons par ailleurs d’autres grandeurs
de base qui nous serviront de référence.

Pour les cotes, on prendra : Hy, tirant d’ean dans
la section amont avant le passage de la crue, en
régime permanent. '

Les distances seront rapportées 4 une longueur
de référence :

Ly = Ho/I,

I, étant en gros la pente de Ia surface libre ou de la
ligne de charge en régime permanent.

De méme, la largeur de référence sera B, lar-
geur en surface dans la section amont avant la crue
et la vitesse de véférence V,, vitesse dans cette
méme section et dans les mémes conditions.

On posera, dans ces conditions :

Z = Hyz
B = Byb
V = Vo
Q = V,BHoq
J = Ij
X = Ly
t = Tyt
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L’avantage de ce changement de variables est
de faire apparaitre des quantités voisines de
Punité * sauf évidemment pour les variables indé-
pendantes x et «.

Les équations s’écrivent alors :

o¢ 4 b oz _
b Er+lzaw“0
( .
F2OV | g, OO 0z 4
Eor T 705 £ 5 T1=0

en posant :
‘VOVI‘“ — ‘7()7‘[‘010

E —
L, H,
V.2 e \Y%
g2 = —" dott T = —2
9H, E 9Tl

iV. — Les diverses simplifications.

Remarquons tout d’abord que lorsque 'on fait
tendre T, vers I'infini, les équations du systéme (I)
tendent vers celles qui régissent le régime per-
manent.

Nous n’irons pas jusqu’a une évolution s’éten-
dant sur un temps infini, mais essayons de nous
rendre compte, sur une crue, de la rapidité d’évolu-
tion qu’elle représente.

Considérons une riviére pour laquelle :

Hy=10m
I,=5.10—¢
Ly=5km
By =500m
Vo=1m/s

Supposons que la ¢rue dure 10 jours :
Ty =28,64.107s

On en déduit que :

G2 = 10—2
E — 43,2
g2

ﬁl; #9.10—4

Conséquence :

Si Pon considére I'équation dynamique, on est
tenté d’y négliger le premier terme et méme a la
rigueur le second, vis-a-vis des deux derniers, qui
sont de lordre de lunité, attendu que les vitesses
en période de crue ne peuvent malgré tout pas étre
multipliées par 100.

Nous ne ferons pas la méme simplificalion dans
Péquation de continuité, qui ne comporte que deux
termes dont nous sommes obligés de supposer
Péquivalence sous peine de retrouver le mouvement
permanent.

Nous considérerons donc trois cas distinets, cor-
respondant & des conditions physiques différentes
que nous allons essayer de dégager.

PREMIER CAS :

2 2
F<F<I

*

A condition de prendre le plan de référence des cotes au
niveau du lit.
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Le parameétre :
F° _ VT,

E gl

compare l'accélération locale des particules, impu-
table a4 la variation du mouvement due a la crue,
4 Paccéléralion de la pesanteur sur le plan incliné
que représente la surface libre en régime perma-
nent. Dire que ce parameétre est trés inférieur a 1,
c’est dire que 'impulsion apportée par la crue est
trés négligeable devant les forces de pesanteur qui
entrent déja en jeu lors du mouvement permanent.

DEUXIEME cAS :
g2 « 1]

Le carré du nombre de Froude &* est lui-méme
petit devant Punité. Cette hypotheése ne met nulle-
ment en cause la crue, mais la rivitre elle-méme
en régime permanent. Cela suppose essentiellement
que de I’aval ne remonte aucune influence impor-
tante.

Négliger > devant l'unité, ¢’est supposer a leur
tour, les effets de mise en vitesse ou de ralentisse-
ment diis & la variation de la profondeur, faibles
devant l'accélération de la pesanteur sur le plan
incliné représenté par la surface libre.

Il n’est malheureusement pas possible, dans la
présente étude, de fixer une valeur a &2 4 partir de
laquelle on puisse faire cette hypothése. Mais 'on
peut tout de méme remarquer, pour les gens qui
ont habitude de calculer des courbes de remous,
que le domaine de validité de cette hypothese
doit étre vraisemblablement plus étendu qu’en
régime permanent. En effet, dans le calcul des
courbes de remous, I'équation dynamique seule
détermine la cote. Ici, ce réle sera dévolu essentiel-
lement & I'équation de continuité qui représente un
bilan de volume plus directement lié & la cote; il
suffira que I’équation dynamique lui apporte une
information complémentaire.

D’autre part, contrairement & la plupart des
problémes de remous, la perturbation, ici, vient de
Iamont et il est bien connu que 'équation dyna-
mique en régime permanent ne détermine pas, dans
ce cas-la, le remcus avec une trés grande préeision.
Il est alors heureux que, dans ces conditions,
I'équation de continuité puisse apporter la contri-
bution essentielle.

Ceci explique d’ailleurs la raison pour laquelle
la majeure partie des méthodes de « flood routing »
sont des méthodes volumétriques, essentiellement
basées sur I'équation de continuité ou de conserva-
tion du volume.

TROISIEME CAS :

Poussant plus loin les considérations dévelop-
pées dans le second cas, on peut méme aller jusqu’a
faire I’hypothése, dans certaines riviéres, qu’il suf-
fit de réduire le bilan dynamique & I'équation de
Chézy avec une perte de charge constante dans cha-
que section :

i=1@

Dans ce cas, nous devons constater qu’il existe,
en chaque section de la riviére, une courbe de jau-
geage Q= Q; (z), qui reste valable en temps de
crie,



VY. — Etude des caractéristiques.

a) Pente des caractéristiques.

Nous allons, ieci, étudier d’abord le caractére des
équations générales et leur évolution en fonction
des diverses simplifications signalées plus haut.
Nous tacherons ensuite d’en donner la signification
physique.

Etudions les caractéristiques du systéme (I).

On sait que cela revient & chercher les chemins
d’intégration dans le plan (z, 1), le long desquels
les dunccs premiéres sont mdctu minées,

Le long de ces chemins, on a :

‘ 0z Oz
1z = —= == dx
w \ ( o dv -+ o dx
dv = v dt - v dx

ot [}%

Avant de poursuivre le calcul des caractéristi-
ques, livrons-nous & une petite transformation de
Péquation de continuité afin d’éliminer le débit q :

q = sv
avec :
s=s(z;0) = / b (u; ) du
&y ()
ou

b (zy; v) = 0, z, étant Ia cote du fond.
Pour en tirer 9q/%x, nous aurons besoin de cal-

culer la dérivée totale de s par rapport & z, pour =
constant.

LIf = b (z; .1) + / ob du

dzr=cte
Nous poserons :

= ob

= du = ¢’
5 OX
Dans ces conditions :
2q
=8 —— - bv == - §'p
v + S

Mettons alors le systéme composé de (I) et (ID
sous forme matricielle pour en étudier I'indétermi-
nation par rapport & :

ov  Ov oz oz

ot " oxr Tor Tox

5’}::2 g2 0 1 I % i | —j
0 % iE v g—% B — Sb v

dv dx 0 0 -a—j o
0 0 dv de = dz
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Ecrivons d’abord la nullité du déterminant prin-
cipal :
62

g "
BT g% 0 1
s 1
0 B E v = (

dv dr 0 0
0 0 dz brs

En développant 'on trouve :
— dans le cas général :

dx:E[ ~C_V‘;Jdv

—- dans le cas out seul F2/E peut étre considéré
comme nul dans I'équation dynamique :

A 8 _
d E<v b53721)> dT]_o

-—— dans e cas ol 2 est considéré comme nul :

d~

x> =0

On ne terminera pas le calcul des caractéristi-
ques en achevant d’écrire la compatibilité, car on
peut suivre sur la pente des caractéristiques (C)
dans le¢ plan (x, ©), linfluence des diverses hypo-
théses faites.

.
cas général
c™ + 2
2 ..-z_ = O dans | équation
2 dynamique
.
c C
$%=0
» X
1/

Dans le cas général, on a deux caractéristiques
distinetes et non paralltles &4 Ox. Le systéme
d’équations est hyperbolique,

b) Cas ou I'on néglige %2/E devant 1.

Si lon supprime brutalement le terme d’inertie
locale 9v/2t en annulant F2/E dans ’équation
dynamique, les caractéristiques se couchent sur
Iaxe Ox, C*+ (qui descend le courant) jusqu’a étre
paralléle & Ox, C— (qui remonte le eourant) sans
atteindre cette direction. En fait, si I'on fait croitre
E dans le cas général, on s’apercoit que les carac-
téristiques s’inclinent de plus en plus sur Oz, C+
davantage que C—.

A la limite, lorsque E est infini, les deux caracté-
ristiques sont paralléles & Paxe Oz, et 'on a déja
vu que le probléme se¢ ramenait 4 une succession
de différents régimes permanents : le temps appa-
rait simplement comme un paramétre.

Le cas que nous avons considéré qui consiste 4
annuler 2/E dans I'équation dynamique seule,
revient & faire tendre les caractéristiques C+ vers
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des paralleles a 'axe Oz, sans que les caractéristi-
ques C— aientl atteint la méme direction, Il ne peut
donc pas étre obtenu a partir du cas général en
faisant tendre E vers Pinfini,

Le systéme reste hyperbolique.

c) Cas ou I'en néglige F2 devant 1.

Examinons le second cas ou Pon suppose 2
suffisnmment petit pour le négliger devant I'unité.
Les deux caractéristiques sont paralléles & Ox. On
pourrait, comme dans le cas précédent, suivre leur
évolution & partir du cas général lorsque F* tend
vers zéro. Mais, & la différence du cas ot E tend
vers Iinfini, les équations ne tendent pas vers cel-
les en régime permanent, car I'équation de conti-
nuité reste intacte : le temps n’apparait plus
comme un parameétre, mais reste une variable.

Le systéme se déduit bien par continuité du cas
général en faisant tendre &2 vers zéro, et devient
parabolique.

Nous allons étudier plus en détail ce dernier cas
et nous terminerons I'étude par le troisiéme cas ot
nous menerons les caleuls théoriques jusqu’au
beut,

Vi. — Onde de crue diffusante.

a) La diffusion.

Rappelons que, dans le cas étudié, on considére
que, dans I'¢quation dynamique, il est légitime de
prendre :

F* <1

Nous avons déja essayé de donner les fonde-
ments de cette hypothése,

Le fait que le systéme d’équations devienne alors
parabolique revét une importance particuliére que
nous allons tacher de souligner.

La nature méme de ces équations semble vouloir
rattacher la crue 4 des phénoménes de diffusion qui
sont également régis par des équations du type
parabolique.

11 est en effet, facile de montrer qu’on aboutit &
une équation de diffusion,

Le systéme initial s’écrit dans ce cas :

Q—}—B————O

oZ

ax 7

y

en revenant aux variables dimensionnelles.

Sans oublier que la perte de charge J est une
fonction de Q, Z et X, dérivons la seconde équation
& X == Cte et la premiére a t = Cte et éliminons les
dérivées croisées de Z. Il vient alors :

22Q 2J2Q , 2J °Z
X2 | 30ar T 2z atlBJr

4 B2z az_
a*( ?Z X, -

En tenant compte des valeurs des dérivées pre-
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micres de Z données par le systéme initial, on
obtient :

aQ ©2J/2Z | 1 2B/2X—JOB/2Z7|2Q
+ 2J/2Q T8 2J/2Q ] X

1 22Q

~ BoJ/oQ oX>

On reconnait effectivement une équation de dif-
fusion.

Tout se passe comme si le débit Q
— ¢tait transporté avec une vitesse :

C:

B 2J/2Q 2J/2Q

— et diffusait avec un coeflicient de diffusion égal
a:

1 [ °J/0Z 1 oB/oX —1J aB/E)Z]

1
B 2J,/3Q

b) Vitesse de « propagation ».

La vitesse de translation C du débit, que nous
appellerons vitesse de propagation, est la somme de
deux termes : le second terme est un terme de
forme qui disparait complétement dés que les ber-
ges sont verticales et restent paralléles.

Le premier terme représente la vitesse de propa-
gation donnée par Seddon.

En effet, si 'on considére la perte de charge li-
néaire dans une section donnée (X = Cte), en re-
gime permanent ou J = Cte, cette derniére rela-
tion définit implicitement la fonction Q= Q, (z)
dont on peut calculer la dérivée par lintermédiaire
de la fonction implicite J = Cte.

dQ, 2J/0Z

dz —  3J/2Q

Done, en riviére a berges verticales et paralléles,
ot 'emmagasinement de Pean ne se fail que par
des tranches de méme largeur B, la vitesse de pro-
pagation de la crue est alors donnée par la formule
de Seddon :

1d
C:C‘gzﬁd%

Dans le cas d’une section de forme quelconque, en

/
N Z\\¥]
B
/
\ /
\ /

2/



tenant compte du fait que J est une fonction para-
bolique de Q et que, par suite,

aJ
=2
sg =29/
la célérité de propagation du débit s’écrit :
B 9B\ |
C=Cy+ ¥ <a\ — 35 ) \

en posant, comme nous le verrons plus loin :

Yy =Q/2BJ

Remarquons (ue cette célérité ne fait plus inter-
venir la pesanfeur, mais uniquement le frottement
et la forme des sections, On a d’ailleurs quelque
scrupule 4 appeler C une célérité, car il ne s’agit
pas & vrai dire d’'une onde; en particulier, la possi-
bilité¢ d’une réflexion n’existe plus, ni celle d’une
remontée vers I'amont.

¢) Facteur d’atténuation.

Cest ainsi que nous nommons le « coeflicient de
diffusion » de la crue. En tenant compte, comme
précédemment, de la forme parabolique en Q de la
perte de charge linéaire, nous pouvons I'éerire :

Q/B

= Q/2BJ =
f

Pour avoir un ordre de grandeur de v, on peut
reprendre :

Q =5 000 m3/s

=500 m
J = 5.10—%, alors :
v=10m3/s

C’est ce terme v qui est responsable de I'atténua-
tion de la crue. C'est en effet parce que le débit
« diffuse » un peu par rapport a sa vitesse de trans-
lation que l'onde se déforme et s’aplatit,

Supposons en effet, que 'on suive le maximum
Q, du débit dans sa translation; on a alors :

9Qy
oX 0
et :
dQy _ ., 2*Q

dt = 8X2 en M
d) Applications.
L’équation de l'évolution du débit, qui s’éerit,
dans le cadre de la diffusion :

Q a‘Q
+ (-‘ aXf)

est & la base de trés nombreuses méthodes concer-
nant la propagation et 'annonce des crues.

Citons, en France, la méthode de Bachet [2],
qui bien que présentée en 1934 de facon un peu dif-
férente, est une application pratique de cette équa-
tion dont 'auteur avait recherché la solution & par-
tir de relevés expérimentaux ingénieusement
dépouillés.

Le calcul de 'atténuation de la créte de la crue,
tel que nous le donnons a la fin du paragraphe
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précédent, est mentionné par Forchheimer [3] et
présentée par Gilcrest [4].

C’est en 1951 que M. Shoitiro Hayami [5] a fait
un calcul complet des ondes de crues par cette
méthode de la diffusion, sans établir son équation
comme nous venons de le faire. Se placant dans
une riviére de section rectangulaire, de pente cons-
tante, et utilisant la méme approximation de
Iéquation dynamique, Pauleur avait pris comme
loi de perte de charge linéaire celle de Chézy. Au
lieu de former lcquatlon en Q, on peut également
¢tablir celle en y, profondeur d’eau. On trouve
alors :

81] 81/ 8~1]
+ C\’ a\( 2

Avec la formule de Chézy, il est classique que
Pon trouve la célérité de Seddon égale 4 :

Cy = g v

En conservant 4 V la valeur V, en régime uni-
forme avant le passage de la crue, et en p1enant Y
constant, on est ramené & un classique probléme
linéaire de diffusion. Si I’on se donne la loi de varia-
tion du tirant d’eau dans la section amont sous la
forme y=F (f), la solution qui est asymptote, a
Pinfini aval, au tirant d’eau y, en régime perma-
nent précédant le passage de Ia crue, s’éerit :

2 (Cg/2v)X o / Xz
y= .l/n + \/'_[t ¢ /;/)\/.\ \ 4 C2>

(Cy /o.\ age
e VT TaE de

Dans le cadre de la linéarisation des équations
ol Pauteur s’est placé, cette solution peut s’obtenir
en utilisant les transformées de Fourier.

VII. — L’onde de crue simple.

«) Elle s’obtient & partir du dernier cas, qui n’a
pas encore été étudié, celui out on réduit le bilan

.

dynamique & une perte de charge linéaire cons-
tante qu'on peut identifier & une pente du fond i.
Les équations sont alors intégrables :
( J=i (\’)
Q + B =0
D) Comme nous avons déja dit, Péquation J =1

est une définition implicite de Q en fonction de Z
paramétrée en 2. Se donner J =1 est donc équiva-

lent & se donner :
Q=0,(ZX)
ou la fonction inverse :

On en tire immédiatement :
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qui, par substitution dans I’équation de continuité,
donne :

°Q | oK 2Q _
ox tBaqat

REMARQUE :

En revenant & la définition de K (Q; X) par la
fonction implicite J =i, on déduit que :

oK 1 9JjoQ 1
2Q ~ °Qy/2Z  dJ/oZ  Cy
et Iéquation précédente s’éerit encore :
2Q °0Q _
5t T Cs X 0

|

Cs étant la célérité de Seddon définie plus haut
dans l'onde diffusante, dont D’équation ne différe
de celle-ci que par le terme d’atténuation.

¢) Cette équation est linéaire et du premier
ordre et peut étre traitée par les caractéristiques :
{ 1X
\di = 2
¢ Ce (Q, X)
/| daQ=0

qui s’intégrent dans les plans Q = Cte sous la
forme :

@ dX
=L@+ [ ey

0

Pour déterminer t,, il suffit d’avoir la loi de dé-
bit dans la section origine & Pamont :

Q=G
Cette fonetion peutl s’inverser sous la forme :
t=1,(Q)

Cela revient & connaitre les instants ¢, ol les dif-
férents deébits Q passent i la section amont.

L’intégrale écrite n’exprime rien d’autre qu'une
relation cinématique. Chaque débit Q est repéré
& son passage dans la section origine et comme l'on
connait sa vitesse Cy (X, Q), on en déduit aisément
Pinstant de son passage 4 une distance X a I’aval.

d) Ce résultat est tellement simple que I'on se
demande s’il peut effectivement s’appliquer.

Il suffit pour cela que les hypothéses soient véri-
fiées. On le contrélera en s’assurant qu’en période
de crue, les courbes de jaugeage Q,(Z) restent

32
/crue simple
crue "diffusante”
» Q
3/
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encore valables. Les points figuratifs (Q, Z) ne doi-
vent pas dessiner de boucle autour de la courbe de
jaugeage, comme c’est le cas dans «la crue diffu-
sante ».

Vill. — Conclusion.

Cette analyse qui voudrait présenter les divers
aspects des ondes de crue en partant de Saint-
Venant pour aboutir &4 Chézy, a surtout mis Paccent
sur la parenté que présente ce phénomeéne avec la
diffusion. Chaque époque a un peu sa mode, la
notre est a4 la diffusion. Nous avons rattaché ce
probléme de mécanique & ce vaste ensemble qu’est
la diffusion pour mieux le comprendre a la lumiére
de cette analogie. Il resterait encore 4 tenter de lui
appliquer des méthodes de traitement analogues.
Les études sont actuellement en cours au Centre
de Recherches et d’Essais de Chatou.

Nous ne voudrions d’ailleurs pas terminer cette
étude sans remercier les nombreux Ingénieurs du
Département « Laboratoire National d’Hydrauli-
que » avec qui ce probléme a souvent été discuté.
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Abstract

Some aspects of flood routing
by A. Daubert*

The autor refers to the classic equations of variable flow
in rivers and then transforms them by the introduction
of reference values, bringing in dimensionless variables. This
new form of the T/y system enables the various terms
involved to he compared and their relevance to be dis-
cussed.

The method of characteristics is next referred to and
applied to the dimensionless variables,” followed by an
account of the evolution of the characteristic curves when
the less important parameters are ignored.

One of the most interesting cases is that of the diffu-
sion-type flood equation obtained by the elimination of
the space and time partial differentials of discharge from
the dynamic equation. The system then becomes parabolic
and can be reduced to an equation of the heat transfer type.

From this are deduced the flood diffusion coefficient and
propagation velocity, the latter being composed of two
terms, one of which is geometrical and disappears when
the banks are vertical, which is a case where Seddon’s
formula applies. The author mentions the methods of
Bachet and Shoitiro Hayami, which are both based on the
diffusion equation.

In conclusion, the case of a simple flood wave is studied,
in which the energy slope is constant: in this case the
system becomes a first order linear partial differential
equation which integrates.

This case in which the maximum number of terms are
left out, though very simplified, nevertheless occurs under
actual conditions. It can be recognised by the fact that a
single-value Q (Z) relation obtains, which holds good even
under flood conditions.

* Electricité de France, Centre de Recherches et d’Essais de Chatou.



