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_ ’APPLICATION DU CALCUL DES
PROBABILITES AUX PROBLEMES D’EXPLOITATION

DES RESERVOIRS

| INTRODUCTION
AUX PROCESSUS DE MARKOFF

PAR
J. BERNIER *

Cette courte présentation est une préface aux ar-
ticles de MM. Roux : <« Relations entre la capacité
d’'un réservoir et son usage -— Applications aux
oueds d’Algérie », et Bernier : « La théorie stochas-
tique des réservoirs », qui font appel aux propriétés
fondamentales des processus markoviens.

En dehors méme de l'intérét qui s’attache a un
exposé plus détaillé de notions introduites, trop ra-
pidement peut-étre, dans les deux études citées,
cette présentation est justifiée par I'importance du
réle joué par les processus markoviens dans des
domaines aussi divers que : la physique nucléaire,
I’électronique, la chimie, l'astrophysique, la biolo-
gie, la démographie, I’économie, la recherche opéra-
tionnelle, etc.

Description

Le terme processus de Markoff désigne un modéle
mathématique propre a4 décrire 1’évolution dans le
temps de systéemes aléatoires particuliers,

Considérons un processus aléatoire X () fonction
du temps, c’est-a-dire une grandeur X pour laquelle
sont donnés, d’une part, un domaine (ensemble de
tous les états ou valeurs possibles de X) et, d’autre
part, une loi de probabilité qui, a4 chaque état, fait
correspondre la probabhilité que X soit.en cet état a
Pinstant ¢

On connait les modéles de probabilité basés sur
Phypothése d’indépendance que, en supposant une
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époque quelconque considérée comme l'instant pré-
sent, on peut transcrire ainsi : la loi de probabilité
des états futurs du systéme, connaissant les états
passés et présent (loi conditionnelle) est indépen-
dante de ces états passés et présent.

On sait que de nombreux phénomenes naturels
physiques ou autres sont en bon accord avec cette
hypothese.

Une restriction toute naturelle de cette hypothése
d’indépendance est la suivante :

La loi de probabilité conditionnelle des élats fu-
turs du systéme, connaissant les états passés et pré-
sent, est indépendante des états passés ef ne dépend
que de I'état présent.

Que cette hypotheése, dite markovienne, puisse
étre réaliste dans de nombreuses circonstances trés
variées, les exemples suivants, choisis parmi beau-
coup d’autres, le montreront.

Exemples

BrorociE. GENETIQUE. DEMOGRAPHIE (LES PROCESSUS
DE RENOUVELLEMENTS).

Considérons une population quelconque, humaine
ou bactérienne, etc. Les différents états E, du pro-
cessus sont définis par les différents effectifs n pos-
sibles pour cetie population. Les transitions possi-
bies sont E,—~E,,, ou E,—~E,_; ou E,—»E,. Si
donc le processus est dans I'état E, & Pinstant ¢ (ef-
fectif n) il passera, & Pinstant ¢+ Af, soit dans
Iétat E,,; avec une probabilité A, Af (naissance
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d’un individu), soit dans "état E,_, avec une pro-
babilité y, Af (mort d’un individu) soit dans 1’état
I, avec une probabilité 1—(\, 4 ) At (sfatu
quo).

PHYSIQUE NUCLEAIRE (REACTEURS NUCLEAIRES).

L’exemple présent concerne le probléme de la
variation d’énergie de neutrons évoluant dans un
milieu (modérateur) constitué de noyaux atomiques
de différentes sortes. Les variations d’énergie sur-
viennent au moment de la collision d’un neutron
avec un noyau d’un type donné. La probabilité de
cette collision dépend de I’énergie du neutron a cet
instant; s’il y a collision, la probabilité qu'une va-
riation d’énergie se produise, d’'une part, et la pro-
babilité de Pintensité de cette variation, de Tautre,
dépendent seulement de I’énergie du neutron aun
moment de la collision. Nous sommes donec ici dans
le cadre de I'hypothése markovienne.

RECHERCHE OPERATIONNELLE.

Le contenu d’un réservoir X (£) & un instant f est
un processus aléatoire dont Pévolution est réglée,
d'un coté, par le débit de sortie défini par une régle
de gestion lide au contenu du réservoir et, de 'autre
coté, par le débit aléatoire entrant Q (#). Si les Q (1)
successifs sont indépendants en probabilité, le con-
tenu du réservoir X (f) est un processus markovien.
Si les Q () sont eux-mémes markoviens, ce n’est
plus X (#), mais le couple [X (D), Q] qui est
markovien.

Historique et bibliographie

L’hypothése markovienne fut introduite par Mar-
koff en 1906 comme une généralisation de I’hypo-
thése d’indépendance en vue d’essayer d’étendre le
domaine d’application des théoré¢mes asymptotiques
classiques du calcul des probabilités comme la loi
des grands nombres, par exemple.

- On trouvera des exposés trés complets de la théo-
rie dans de nombreux ouvrages dont nous citerons :
-— M. FricHer. — Recherche théorique moderne
sur le caleul des probabilités; second livre
Méthode de fonctions arbilraires. Théorie des
événements en chaine dans le cas d’'un nom-
bre fini d’états possibles. Gauthier-Villars
(1938);

— Braxc-LariErie et Forrer, — Théorie des {fone-
tions aléatoires. Masson (1953);

— ‘W, FELLER. — An introduction to probability
theory and its applications. Wiley and Son,
New York (1957);

— BHarvcka Rem. — Elements of the theory of
Markoff processes and their applications. Mac
Graw Hill, New York (1960).

Les probabilités de transition

Pour la simplicité, nous ne traiterons iei que le
cas d'un processus ne pouvant prendre qu’une infi-
nité dénombrable d’états possibles : Ey, Eo ... Iy

.., et observé sur une suite d’instants discrets
fo by oo 1,
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de ce genre. Il en résulte que Py, obéit a la formule

L’évolution aléatoire du processus est caractéri-

sée par :

-— les probabilités initiales P;° des états E; a 'ins-
tant initial #,;

— les probabilités de transition P; d’un état E; &
linstant {,, a état E; a 'instant £, ;. On peut
arranger les Pj; sous forme de matrice P.

tn—!—l
e ™ eI~ e
o DR O
!
i > > > D
'E, P, P. P,
\ E. P,  Pn Py
t,
, Ek Pl.t] 1)1.‘2 PI.?I.:

Il est clair que les sommes en lignes donnent
Y P;; = 1. Cette propriété caractérise une matrice

J
dite sfochastique.

Dans le cas général, les P;; peuvent étre fonetion
de n. Nous traiterons ici le cas homogéne de Py in-
dépendant de n.

Une transition de E; 4 E, en ninstants ¢, ¢,,4 ...
t,., peut survenir & la suite de différentes séquences
du type :

Ef - Ejl - E.i-.' .. Ejn—l - E’-’
ol Jy, jo» .. Jju—1 est une séquence de n— 1 indices
quelconques d’états. La probabilité d’une telle tran-
211 *Aerit - D . . VT ahilité
sition s’¢erit @ Py, Py oo Py ()5 la probabilité
(n)
P, de transition de E; 4 E; exactement en n étapes
s’obtient en faisant la somme de tous les produits

de récurrence suivante :

)(n 1) 5 )(n )
ik = Z I iy I wh

ou plus généralement :

(n-+m) (n)__(m)
I)jlﬂ - Z I)jy 1)11]5 (1)

v

N n
Il est possible de considérer les P;-k.)connne les él¢é-
ments d’une matrice P™. On reconnait alors dans
la relation (1) la régle de détermination des coef-
ficients d’un produit matriciel, de telle sorte que
I'on peut écrire symboliquement :

P(m—i—n) — P(m) _I)(n)

L’application répétée de cette formule montre que
P peut étre interprétée comme la n° puissance de
la matrice P. On ne peut donc craindre d’ambiguité
en supprimant les parenthéses et en interprétant m
et n comme des puissances ordinaires.
pPmitn — Pm P»

Celte relation est caractéristique des processus de
Markoff.

11 est clair qu’un état B, peut étre atteint en par-

. (n) ..
tant de E; ’il existe un n tel que : Py, > 0. Si tel est
le cas de tous les états, le processus est dit irréduc-
tible. -



Les probabilités absolues

Les formules précédentes donnent les probabili-
tés de transition d’un état dans un autre. Mais il
importe également de connaitre la probabilité (non

s () , . .
conditionnelle) P, d’un état E; & un instant ¢, quel-
conque; on a :

(n) 0 (n)

PI.: — Z Pj ij (2)

J
Le processus homogeéne est dit stationnaire si cette

N

probabilité P; ‘ est indépendante de n. Un des pro-
bl¢mes importants est ’étude de Vinfluence de Iétat
initial sur la probabilité des états a I’époque t,. On
peut penser que cette influence diminue lorsque n
augmente, de telle sorte qu’il y a indépendance com-
plete & la limite. Cette propriété, valable sous cer-
taines conditions, est un des aspects de I'ergodisme
que nous discuterons plus loin.

Probabilités de retour

Considérons un instant initial ou le systéme est
dans I'état E;; lintervalle de temps n qui s’écoule
jusqu’au premier retour en E; est une variable aléa-

. g (0
toire dont la probabilité w;; s’éerit :

(n) )(n) n—1 (n—rp) )(I’J
Ty =y — LTy ji (3)

formule qui résulte simplement de ce que la proba-
bilité du premier retour 4 E; & I’époque ¢, esl égale
a la probabilité d’un retour a f, moins la probabilité
que le premier retour ait lieu & 'un quelconque des
instants &y, £, ... t,_; et qu’il soit suivi par un re-
tour ultérieur a t,.

La quantité :

représente la probabilité que, partant de E;, le sys-
téme retourne ultérieurement toujours a E,.
Si:

Pétat E; est alors persistant. Dans ce cas, il peut
étre caractérisé par son temps moyen de retour «; :

La formule (3) peut étre généralisée au cas ou, par-
tant de E;, le systéme revient & E; pour la premiére
fois & ,. La probabilité correspondante s’écrit :

(n) (n) n—1 (71—1/))(1/)

"n'ij = Iy — l/él ﬁij I ii (5)

Classement des états

Les probabilités =; et P(j;-l) permetient une clas-
sification des états, du plus grand intérét pour la
description de I'dvolution aléatoire du systeme.

On a déja vu que si =; =1, E; est persistant, de
telle sorte que, si le systéme part de E;, on a la
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quasi-certitude qu’il y reviendra ultérieurement. Si
w; < 1, Ej est dit fransitoire.

Un état persistant est un état nul si le temps
moyen de retour t; est infini. Il peut arriver que le
temps de retour de certains états ne puisse étre in-
férieur 4 une certaine limite. C’est le cas notam-
ment de certains niveaux d’un réservoir dans lequel
la loi des apports est périodique. La traduction ma-
thématique de celte propriété est la suivante :

— un ¢état E; est dit périodique de période T si

() . s

P; =0 pour tout n qui n’est pas divisible par
T (v étant le plus petit entier possédant celle
propriété).

Un état E; persistant qui n’est ni nul ni périodi-
que est dit ergodique. Cest le cas de I’ensemble des
niveaux d’'un réservoir pour lequel la loi des apports
est stationnaire.

Propriétés ergodigues
d’un processus markovien

I’ergodisme désigne un ensemble de propriétés
asymptotiques (n grand) concernant des processus
de Markoff irréductibles dont les ¢tats sont tous
ergodiques. L’importance pratique de ces propriétés
est liée au fait que, dans nombre de problémes phy-
siques, il importe d’étudier ’évolution du systéme
dans une situation stable, lorsque linfluence des
conditions initiales s’est atténuée au point de dis-
paraitre. Une telle situation peut-elle exister ? Sous
quelles conditions ? Comment la caractériser ? Clest
a ces diverses questions que I’étude de 'ergodisme
permet de répondre. En traduisant verbalement les
résultats mathématiques énoncés plus loin, on peut
dire que si le processus markovien est irréductible
et constitué uniquement d’états ergodiques, alors :
— une situation stable (stationnaire) unique est al-
teinte asymplotiquement; les probabilités sta-
tionnaires s’obtiennent directement a partir de
la matrice de {ransition;

— ces probabilités sont égales aux inverses des
temps moyens de retour.

Mathématiquement, les résultats suivants résul-
tent de I'hypothése d’états ergodiques :

. (n) 1

lim I)]']xf == . ==

N—> 0 T

e

Dans ce cas la distribution des x; est la seule sta-
tionnaire et elle vérifie :

Ly, = Z ;P

3

Une généralisation de ces propriétés, également va-
lable pour les processus ergodiques, est relative au
comportement asymptotique des moyennes « tem-
porelles » des P;; (sommes de Cesaro) :

. 1 () () s
lim — ¥ P;; = x;; finie
n—sow Il p=1

L’existence de ces limites a une importance pra-
tique trés grande, car elle justifie en particulier
Pusage qui est fait des moyennes temporelles cal-
culées sur une réalisation particuliére du processus.
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