Généraiités

Les caractéristiques les plus remarquables des
barrages a contreforts sont la légéreté et I’élégance.
A ces qualités sensibles & I’ceil du profane, les bar-
rages 4 voltes multiples ajoutent un facteur ration-
nel qui satisfait profondément ’esprit du technicien.

A la vérité, on concoit difficilement des disposi-
tions ol I'on tirerait un meilleur parti des possibili-
tés de la matiére et du choix des formes. Sauf en
quelques points des volites, et encore pourrait-on y
remédier aisément, 'ouvrage est partout sollicité en
compression. Sans pour autant compromettre la sé-
curité du barrage, on pourrait méme se dispenser
des armatures que l'on prévoit généralement dans
les votites sous la forme d’un « felralllaoe de peau »
et quelquefois & I'amont des conhefmts pour des
raisons constructives. Mais toujours, le colt des
aciers d’armatures est frés faible en regard de celui
de I'ouvrage.

La stabilité des barrages & contreforts est essen-
tiellement obtenue en inclinant par rapport a la ver-
ticale le plan moyen de Porgane étanche, cette incli-
naison pumettant de faire concourir la poussée hy-
drostatique & la stabilité.

Autre élément stabilisateur, le poids propre du
barrage ne représente généralement qu’une fraction
assez réduite de la résultante générale des forces
agissant sur Pouvrage.

Néanmoins, ce pmds propre et corrélativement le
volume du barrage sont en rapport direct aves le
coit d’investissement. Il est donc essentiel d’utili-
ser au mieux les matériaux mis en ceuvre.
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Or, il est facile de monfrer qu’il est généralement
conforme 4 Poptimum d’un projet, pour un poids
propre donné, de reporter sur I'élément d’étanchéité
amont —— appelons-le masque — le plus de béton
possible, au détriment des contreforts.

Il est également avantageux, pour une direction
de résultante fixée, d’incliner assez fortement I'axe
du masque sur la verticale.

La premiére opération a pour effet de déplacer
vers amont la résultante sans affecter les condi-
tions de stabilité au glissement, et conduit par con-
séquent & une meilleure distribution des contraintes
le long des joints horizontaux.

La seconde permet d’aceroitre la participation de
la poussée de 'eau & la stabilité, et autorise par la
une réduction du poids propre du harrage.

Bien entendu, on est rapidement limité dans cette
voie par 'augmentation des contraintes dans le mas-
que. Rappelons, en effet, en nous limitant au cas des
voiites, que la poussée hydrostatique agit sur les
arcs horizontaux (s’ils sont circulaires) non seule-

“ ment sous la forme d’une pression radiale uniforme,

mais aussi par Pintermédiaire d’une pression paral-
lele 4 Paxe de symétrie des arcs, et proportionnelle
au carré de linclinaison. L’influence du poids pro-
pre de ces arcs sur les contraintes est également
d’autant plus grande que la votte est plus inclinée
(fig. 1).

On peut toutefois faire remarquer, a4 cet égard,
que ni Pentrepreneur, ni plus tard Iexploitant, ne
se plaindront d’un surcroit d’épaisseur des vofites.

Du point de vue exéeution, la mise en ceuvre du
béton des volites peut s s'avérer assez laborieuse lors-
que celles-ci sont minces, en raison des sujétions
inhérentes aux armatures, aux dispositifs d’injec-
tion des joints, a la proximité des coffrages d’intra-
dos et d’extrados. Une votite donnée sera, au cours
de la vie de 'ouvrage, d’autant moins sensible aux
variations thermiques el vulnérable aux effets du
gel qu’elle sera plus épaisse. A composition identi-
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{/ Action de la pression hydrostatique sur un are horizon-
tal.
Action of hydrostatic pressure on a horizontal arch.

que du béton, la vofite la plus épaisse sera celle qui
présentera le plus de garanties d’étanchéité, notam-
ment parce que le bétonnage y aura été réalisé dans
les meilleures conditions.

En examinant les ouvrages actuellement en cours
d’exploitation, on est étonné par Pécart sensible
entre les contraintes maximales dans les voflites et
celles des contreforts. Alors qu’il est courant de re-
lever des sollicitations de l'ordre de 100 kg/cm?
dans les vottes, il est par contre fort exceptionnel
que les compressions dépassent 30 a 40 kg/cm? aux
points les plus sollicités des contreforts.

Des raisons constructives peuvent certes étre in-
voquées pour justifier les épaisseurs confortables
données aux contreforts. En particulier, la nécessité
de ménager I'appui des naissances des voltes sur la
face amont des contreforts. Egalement, le souci de
ne pas imposer au rocher sur lequel repose Pou-
vrage des contraintes locales trop importantes.

Mais il est facile de remédier 4 ces impératifs sans
avoir recours a4 un engraissement systématique des
contreforts.

En effet, on peut imaginer une définition particu-
liere de la zone amont des contreforts conduisant &
un ¢épanouissement local de la parlie qui recoit la
retombée des voiites. Cest d’ailleurs ce que V'on
fait trés souvent dans les autres types d’ouvrages &
contreforts. Il est également toujours possible
d’asseoir chaque contrefort sur une semelle de ré-
partition présentant une bonne rigidité transversale.

Cependant le probleme des contraintes n’est pas le
seul qui préoccupe l'ingénieur qui proceéde a I'étude
d’'un barrage & contreforts et particulicrement &
celle d'un barrage a vottes multiples.

Devant le dessin d’un ouvrage de ce type 4 la fois
important et tant soit peu hardi, on ne peut man-
quer de s’interroger sur la sécurité d’ensemble
offerte par un tel assemblage d’éléments en béton
aussi fréles en apparence et soumis a I'énorme pous-
sée de l'eau. Pris isolément, un contrefort jouit
d’une stabilité transversale extrémement précaire
(en général il n’est pas ou peu encastré dans le ro-
cher). On peut dire que s’il soutient les voiites, il
s’appuie également sur elles et ¢’est donce cette uni-
que liaison qui confére & 'ensemble une rigidité
convenable.
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Qu’un seul des éléments constitutifs du barrage
défaille, et tout l'ouvrage s’effondre alors instanta-
nément comme un chiteau de cartes. Cest dans ce
danger que réside, nous semble-t-il, un des aspects
fondamentaux du probléme posé par la théorie des
barrages a4 votites multiples.

Ce probléme englobe en particulier celui de la
stabilité élastique des contreforts, lesquels sont sus-
ceptibles, s’ils sont trop minces, de périr par voi-
lement hors de leur plan de symétrie.

Ces deux phénoménes, déversement d’ensemble
et instabilité élastique d’'un contrefort, peuvent
d’ailleurs coexister, le premier pouvant étre la con-
séquence du second. En effet, si un contrefort
amorce un mouvement de voilement, les vofites ad-
jacentes et de proche en proche les contreforts voi-
sins peuvent étre affectés par ce mouvement.

Dans le passé, afin de prévenir les risques de cette
nature, on est fréquemment allé¢ jusqu’a contreven-
ter entre eux les contreforts a 'aide de traverses ho-
rizontales disposées en plusieurs points de leur
surface latérale. Cette disposition probablement inu-
tile dans la presque totalité des cas, avait le double
inconvénient d’étre a coup str onéreuse et inesthé-
tique.

Ce sont ces problemes de stabilité¢ que nous nous
proposons d’aborder dans les lignes qui suivent.

Bien des hypothéses devront étre édmises au cours
de Pétude qui vise avant tout & préciser des ordres
de grandeur.

Nous ne parlerons pas de la stabilité élastique
propre des votites qui a préoccupé divers auteurs,
lesquels ont établi les formules donnant la charge
critique. En fait, on peut dire que cette stabilité est
toujours convenablement assurée en pratique pour
les dimensionnements usuels des volites de barrages.

La premiére partie de notre ¢tude traitera de la
stabilité d’ensemble d’un barrage &4 votites multiples
devant le danger de déversement généralisé. Les
contreforts seront alors supposés suflisamment ri-
gides pour ne pas flamber au cours du déversement.

Au contraire, la seconde partie sera consacrée 4
Pexamen de la stabilité élastique des contreforts.

Dans une troisiéme partie, nous effectuerons une
application qui montrera Pordre de grandeur des
coefficients de sécurité.

Enfin, dans une quatrieme partie, nous exami-
nerons briévement le cas des barrages & contreforts
et & masque d’étanchéité non constitué par des voti-
tes.

PREMIERE PARTIE

Stabilité d’ensemble au déversement d’un
barrage a voiites multiples

Nous considérons dans ce qui suit un barrage a
voiites multiples, sur Ia définition duquel nous pré-
ciserons les points suivants :
~— toutes les wvoutes et tous les contreforts sont
identiques, y compris en ce qui concerne leur
hauteur;

-— les faces latérales des contreforts sont triangu-
laires et leur épaisseur est uniforme;



— les votites sont des cylindres elliptiques dont les
sections horizontales sont circulaires et d’épais-
seur constante. L’épaisseur de la voiite varie li-
néairement de la créte au pied du barrage.

Afin d’entrer dans le détail des calculs numéri-
ques, il est indispensable de fixer ces données. Tou-
tefois, il n’y aurait aucune difficulté (dans le prin-
cipe tout au moins) a étendre les caleuls qui suivent
4 un barrage répondant & une définition différente.

A - HYPOTHESES DE L'ETUDE :

Nous nous appuierons, en outre, sur les hypothe-
ses suivantes :

1° Distribution de la poussée hydrostatique :

En quasi-totalité, la poussée de 'eau s’exerce di-
rectement sur les voiites. Dans le cas général actuel,
les poussées de celles-ci sont équilibrées, non seule-
ment par la réaction des contreforts, mais aussi par
le rocher situé sous leur fondation propre (fig. 2).

On peut calculer approximativement la part de la
poussée totale absorbée par la fondation propre
d’une voitite.

La composante horizontale H de cette force appa-
rait sous forme d’effort tranchant & la base des con-
soles que T'on met en évidence dans un caleul
d’ajustement de clé par exemple.

Géométriquement, H est donnée par le volume
compris entre la surface de charge totale (laquelle
est & génératrices rectilignes) et la surface de charge
intéressant les arcs. ,

La composante verticale V s’obtient en prenant
Pintégrale des contraintes normales agissant sur la
couronne circulaire, trace de 'appui de la vofite sur
le rocher. On sait que généralement on traite dans
le calcul T'ensemble voiites-contreforts comme un
monolithe auquel on applique 'hypothése de Na-
vier relative 4 la répartition linéaire des contraintes
le long de la surface de fondation.

La fraction de poussée totale absorbée directe-
ment par la fondation des vofites est loin d’étre né-
gligeable devant la poussée totale.

Néanmoins, on supposera que tout se passe
comme si la poussée de I'eaun était intégralement re-
poriée sur la face amont du contrefort.

Outre qu'un calcul plus exact serait fort com-
plexe, nous sommes ainsi assurés de nous placer
dans des conditions défavorables vis-a-vis de la réa-
lité. D’autre part, ce calcul deviendrait rigoureux si
Pon articulait correctement les vofites a4 leur base,
solution que nous considérons comme souhaitable,
puisqu’elle éviterait des contraintes de flexion et de
traction, et la fissuration de la hase au pied amont
des vofites.

2° Mode d’appui des contreforts :

Nous avons dit qu’en général les contreforts sont
simplement posés sur le rocher. La surface de con-
tact béton-rocher doit de ce fail étre considérée
comme une liaison unilatérale apte 4 transmettre
exclusivement des contraintes de compression.

Si le contrefort était simplement sollicité par une
flexion latérale, cette derniére donnerait lieu, au ni-
veau de 'appui, & des extensions incompatibles avec
ce mode de liaison.

Mais comme nous examinons la stabilité en
charge de I'ouvrage, un mouvement de déversement
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Charge supportée par les arcs - Load borne by arches and
transmifted to the butfress

et transmise au contrefort

Charge hydrostatique
totale - 7ofal hydro-
static pressure

2/ Répartition de la charge entre le contrefort et la fonda-
tion propre de la votte.
Load distribution between buliress and arch foundation.

éventuel ne pourra s’amorcer que lorsque le barrage
sera déja en état de charge avancé.

Dans ces conditions, le couple de flexion le long de
la base, consécutif 4 la rotation du contrefort, se
superposera a leffort de compression initial. Tant
que le rapport entre cet effort de compression et le
moment de flexion conservera une valeur assez
grande (dont la limite est facile & calculer : c’est le
moment ott apparaissent des tractions) il sera 1égi-
time de regarder la liaison béton-rocher comme
susceptible de transmettre ce couple.

Ce sera le cas dans notre étude ol les mouve-
ments envisagés autour de la position d’équilibre
seront toujours trés petits.

Le rocher sera considéré comme un matériau
¢lastique jouissant des propriétés d’homogénéité et
d’isotropie. Nous ferons usage des résultals obtenus
par Vogt en partant des formules classiques de
Boussinesq.

Nous ne nous préoccuperons toutefois que des
relations entre moment et rotation et ferons ainsi
abstraction des déformations complémentaires dues
A Veffort tranchant, faibles d’ailleurs.

3° Hypothése relative aux voiites :

Nous regarderons les volites comme étant cons-
tituées par un empilage d’ares horizontaux inca-
pables de se transmeltre mutuellement des efforts
de cisaillement dans leurs plans de séparation.

Cet artifice, bien souvent utilisé dans les calculs
de barrages, revient & négliger la variation d’énergie
due a I'existence effective de ces cisaillements el con-
duira également a des résultats péchant par excés
de pessimisme. .

Un caleul analogue mais plus complexe pourrait
étre fait en utilisant des arcs inclinés, correspon-
dant mieux au mode de travail réel des votites.

4° Hypothése concernant lUordre de grandeur des
déplacements :

Les déplacements seront déterminés par la con-
naissance d’un certain nombre de parametres a,, a@....
Nous supposerons que ces parametres sont des
quantités toujours assez petites pour que on puisse
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valablement faire abstraction, dans tous les calculs,
des termes ou ils interviennent affectés d’un degré
supérieur au second.

La stabilité de I'ouvrage devant finalement étre
vérifiée, il suffit pour les besoins de notre raisonne-
ment, d’imaginer des déplacements aussi petits que
nous le désirons. En réalité, si la condition de sta-
bilité n’était pas remplie, les déformations iraient
en s’accentuant et un nouvel état d’équilibre pour-
rait alors s’établir, en raison précisément de lin-
tervention effective 'des termes de degré supérieur
au second dont le réle serait de moins en moins
négligeable.

Mais il est bien évident que nos calculs seraient
impuissants a représenter les déplacements.

Nous conviendrons donc de définir la charge cri-
tique, non pas comme étant celle qui provoquerait
la ruine de I'ouvrage, mais comme celle susceptible
d’amorcer un mouvement.

B - BASES THEORIQUES DE L’ETUDE :

Les calculs qui suivent s’appuient sur le théoréme
de Lejeune-Dirichlet relatif a la stabilité de I’équi-
libre. Rappelons briévement ce théoréme qui indi-
que que lorsque les forces appliquées 4 un systéme
matériel, et les forces intérieures 4 ce systéme, déri-
vent d’un potentiel total V, les positions d’équilibre
stable du systéme sont celles pour lesquelles ce po-
tentiel total est minimal.

Ici, les forces intérieures seront les contraintes in-
ternes de 'ouvrage. On sait qu’elles dérivent d’un
potentiel U.

Les forces appliquées (poussée de I'eaun, réaction
du sol), la premiére étant une conséquence de la pe-
santeur, la seconde de caractére élastique, dérivent
également d’un potentiel U".

Le potentiel U’ est égal au travail total T, changé
de signe, des forces appliquées : U= —T.

V=U+U=U—T )

Les positions d’équilibre stable seront celles pour
lesquelles la variation de V s’annule :

5(U—T) =10 ©))

C - STABILITE AU DEVERSEMENT D'UN SYSTEME CONS-
TITUE D’UN CONTREFORT ET DES DEUX VOUTES
ADJACENTES (fig. 3) :

Les appuis A et B sont supposés fixes. Conformé-
ment & ce qui a été dit, nous ne prenons pas en
compte la déformation propre du contrefort dans
cette premiére partie, cette déformation étant con-
sidérée comme accessoire devant le phénoméne de
déversement.

Le probléme sera donc défini par la connaissance
d’un seul parameétre a, angle formé par le plan de
symétrie du contrefort déversé, avec la verticale.

L’abscisse z d’'un point M’ de ce plan sera donnée
par (ig. 4) :

z=uxsina s0it z = ax (a = sin @)

L’abaissement Ah du point M’ par rapport 4 son
altitude initiale s’éerit :

Ah=x ({1 —cosa)
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(soit, en négligeant les quantités d’ordre supérieur
a 2),

AR = ©%

o

1° Travail des forces appliquées :

a) Poussée de Ueau (fig. 5). — p, représente la
charge unitaire agissant & la base du contrefort.

Nous supposerons qu’il s’agit de la charge criti-
que, le coefficient de séeurité étant k, c’est-4-dire que
la charge réelle sera p, = hc = p,/k. (La densité
de I'eau étant prise égale & I'unité.)

Toutes les charges étant proportionnelles, on
aura :

p = po (h —x)
h

L’effort qui s’exerce sur la tranche de contrefort
d’épaisseur dx s’éerit :

der (h-—2x) dx
cosv, Po h cos V,

dp=p

dont les composantes ont respectivement pour va-
leur :
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1/ Déformation des voltes.
Arch deformation.

— suivant ox, ¢’est-a-dire la verticale :
2

dx .
d])v = P _(;)_S—\—’: sin \"1

(h—ux) . (h—x)
=potgV, —h dx == pyfy o
(en posant tg V, =f,);
— suivant 'horizontale :
_ . dx e (h—ua .
dpu=p cos V; cos ¥y = Do h dx

Au cours du mode de déplacement envisagé, seule
la composante verticale accomplit un {ravail, donné
par:

dT, — dp,ah — L0 gep (h— o) da

T, == Pof 14>

Do 1P

h
x(h—a) dr =
0 )
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b) Poids propre du contrefort. — dP étant le
poids de la tranche dz, on a :

dP = bepdx

ot b est la longueur de la section horizontale du
contrefort au niveau x et e sa largeur,
p est le poids spécifique du bhéton.

On a d’ailleurs :

b= (fy+ fo) (h—2x) (fo = tg Vo)
dP = ep (f; + fo) (h— ) dx

Le travail fourni par le poids propre est donc :

12

¢) Poussée latérale consécutive ¢ la variation de
courbure des votites adjacentes. — Tant que la sy-
métrie du systéme vofites-contrefort est rigoureuse,
la résultante R des efforts supportés par le contre-
fort agit dans le plan médian de celui-ci.

Les composantes normales au contrefort Q et
s’équilibrent alors exactement.

Si les cordes ¢ et ¢’ deviennent inégales, R est pra-
tiquement inchangée, mais Q et Q' ne s’équilibrent
plus (fig. 6). Leur résultante est alors, comme le
montrent les calculs qui suivent, une fonction crois-
sante du rapport ¢’/c.

Or, le déversement du contrefort a précisément
comme conséquence de détruire la symétrie, donce de
donner naissance i cet effort transversal dont nous
allons calculer une valeur approximative.

Au préalable nous admettons qu’au cours de leur
déformation, les arcs conservent la méme longueur
suivant leur fibre moyenne.

Une telle hypothése apparait d’autant plus 1égi-
time que Peffort normal qui les sollicite ne subit lui-
méme qu'une trés faible variation relative.

En outre, nous supposerons que la nouvelle figure
d’équilibre est également circulaire. II ne nous pa-
rait pas inutile d’insister sur les objections que peut
soulever cette seconde hypothése qui, toutefois, dans
lIe cadre de la présente étude, a cependant le mérite
de conduire & des résultats exploitables pour la suite
des calculs.

On sait que dans un arc mince, circulaire et en-
castré & ses naissances, les moments de flexion res-
tent faibles, la courbe des pressions ne s’éloignant
nulle part beaucoup de la fibre moyenne (sauf aux
naissances).

Les déformations autour de la forme initiale sont
donc également faibles. Modifier la longueur de la
corde de I'arc sous charge, revient a introduire des
flexions, donc des déformations parasites qui, du
fait de lexistence d’'un effort normal toujours im-
portant dii 4 la poussée de Peau, peuvent provoquer
une modification sensible de Iallure de la déformée.
Ces déformations disparaitraient si la votite était ar-
ticulée.

La signification des divers paramétres du caleul
est indiquée sur le croquis (fig. 7).
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La courbure de la votte de gauche diminue, celle
de la voiite de droite augmente.

On a: Q=F cos ¢ out F est trés peu différent du
produit R, et & étant la pression de 'eau au niveaun
de I'arc considéré (et en ne tenant compte que de la
pression radiale uniforme) :

/ ey
N c h )
Q=uwRcoso

En différenciant on obtient :
AQ = w (AR cos ¢ — R sin gAg)
La premiére hypothése permet d’écrire :
Re=3S (S étant la demi-longueur de P'arc)

On en déduit :

S
AR = — o A
e @
et :
AQ = (S_(_(’,‘_FQ, + Rsing ) Ag
p .\
E \*S;L‘(ls_‘(g” —I_ (
N

Exprimons A¢ en fonction du déplacement Az
(Az == Ac) :

2Rsing =¢ ou R

d’olt finalement, en posant :

A COs@ + ¢sing
$in @ — cos @

on obtient :

Les calculs qui précédent s’appliquent également a
Pautre arc pour lequel :

A7 = — Az
et:
AQ = mf Az

La résultante des deux forces a finalement pour va-
leur :

Aqg = AQ — AQ = wAAz (6)

Aq est proportionnel & Az (ce résultat n’étant dit qu’a
Passimilation des déformations a de trés petites
quantités).
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L’expression du travail accompli par Ag au cours
des déplacements est donnée par I'intégrale :

AT, = /‘_\c Aqd (Az) =
Jo

PA DN gy DA )
ch 0 azd (Az) = 2ch Az

<puisque w

_ Poh—2) >

ch

Si I'are considéré est compris entre les tranches ho-
rizontales aux cotes x et dx, la valeur ci-dessus de-
vient :

__ pAh—n)
dT, —9 o Az2dx
d’ot1 :
A2 It
T, = IJ‘J’AJ_ / (h — ) x3dx
2ch 0
soit
\ Ah? -
'Izzzl)()ma“ Q)

d) Travail accompli par la réaction du rocher le
long de la face d’appui des contreforts. — b et ¢
étant respectivement, rappelons-le, la longueur et la
largeur du rectangle d’appui des contreforts, et 'axe
du couple étant paralléle & b, Vogt a montré que la
rotation « de la surface de contact béton-rocher, et
le moment M dfit 4 la réaction du rocher, sont liés
par la relation :

m? ™

M == be*aE, —5——+ -
M be2a R, 118

a condition toutefois que le rapport b/e soit assez
grand, ce qui est notre cas.

Dans celte formule, E, est le coefficient d’élasti-
cité longitudinal du rocher et m = (1/p) est l'in-
verse du coefficient de Poisson de ce rocher. M étant
proportionnel & la rotation angulaire «, le travail
accompli par ce couple aura pour valeur :

T, = — be2k, — 2 ado
mi—1 18
orm m2 T
- — [)(33 Ly T o o2
m>—1 36
or :
o =a
et :
- - m? T
Ty =~ be?R, ————nn

@ -1 36 “

Il $’agit toujours d’un travail résistant, ce qui jus-
tifie le signe moins. Remarquons qu’un tel résultat
est trés optmnste Pégard de la valeur réelle de T
Admetire que la rotation « au niveau de la 1011df1—
tion est égale a I'inclinaison a du contrefort revient
a for temcnt surestimer Pintervention de la fon-
dation. En effet, la flexion latérale propre du contre-
fort, due justement au couple élastique M, atténuera
beaucoup Pamplitude de la rotation réelle et par
suite la valeur de T,.



Nous écrirons donc :

m=. b

B T

a? (8)

¢ étant un coefficient numérique, inférieur a 'unité,
que nous évaluerons au moment de ’application nu-
mérique.

e) Travail résultant des forces appliquées. — 1l
est égal a la somme :

T=T,+ T, 4+ T, + T, )

2° Variation du potentiel interne du systéme :

Le contrefort étant ici supposé incapable de se
voiler, seule Iénergie interne des votites est affectée
par le déversement.

Sous leffet de la seule poussée de Peau, cette éner-
gle interne a une certaine valeur U;. Lorsque les
appuis se rapprochent ou s’écartent I'un de I'au-
tre, I'énergie interne varie et atteint la valeur U,.

La variation U=U,-— U, est la quantité cher-
chée.

Nous admettrons que le principe de superposition
est valable dans le cas présent et considérerons que
tout se passe comme si U était identique a la varia-
tion d’énergie interne d’un are, ou seule agirait la
force tendant 4 modifier la longueur de la corde.

A toute variation Az imposée a la longueur de la
corde d’un arc circulaire correspond une modifica-

- tion Ag de I’angle au centre o, et réciproquement.

Or, les hypothéses précédemiment émises au sujet
du mode de déformation de Parc impliquent entre
Az et Ao la relation :

P
A = z
¢ 2 R (¢ cos ¢ — sin o) A
ou :
Ag == BAz (10)
avec :
B = k

2 R (p cos ¢ — sin ¢)

Dans le caleul qui suit, on ne tiendra pas compte
de Pinfluence de leffort normal et de Ieffort tran-
chant, faible pour ce cas de charge, devant celle du
moment fléchissant.

Compte tenu des conventions de signes précisées
sur la figure 8, on a :

M; = C - QR (cos & — cos @)

E étant le module d’Young du béton et I le moment
d’inertie de la section de I’arc considéré, le théo-
réeme de Castigliano permet d’écrire :

©8U s M M L,
\ﬁ‘ﬁ BT 50 05 =4
[oU oM
o) o EI 5Q T4
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Les intégrales étant étendues a toute la longueur de
Parc (2 o).

%:1; et %:R<COSG—~COS@);(1.9:R(1Q

d’ol :

2 /‘¢%[C+QR(cosa—cos<p)]Rda:_mp
Jo E

2/¢L[C—}—QR(cosa—»coscp)]
o EI
R (cos a — cosp) Rda = Az

e —————_— gl

et en intégrant :

; ElA
\ Co 4+ QR (sin ¢ — ¢ cos @) = — 5 R(p
? C (sin ¢ — ¢ cos @)
] e 3 e o ElAz
\ —}—QR<2 + ¢ cos (p—Tsln),cp>— o R

En tenant compte de la relation (10) et en posant :
sino —¢cos o =X;

_‘q;_ +<pcos2<p—% sin29=Y

on obtient le systéme linéaire :

(—_pElaz
\ Co + QRX = —B =4
l , _ ElAz
| CX+QRY = 5

M >0 S

8/
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dont la résolution donne :

EI X -+ RBY

C=—gm v—_x *°
EI RBX
Q=+ T9 4

SRE Y X2

Les formules de Clapeyron donnent la variation
d’énergie interne qui s’éerit :

Az
o Gt n Q2

~

c’est-a-dire :

El

=  __(2BX 2 iP_> 22
v 41{2<@Y—x2)< BX 4+ RBY +

Pour un arc compris entre deux plans horizontaux
distants de dz, I’égalité ci-dessus donne (I représen-
tant le moment d’inertie de ’arc d’épaisseur unité) :

El

_ 2 BX 4 RB?Y 4 2) acdy
U 4R2@Y__X2)<213\+RBY+R> v

soit, pour 'ensemble de la voiite :

h El - . 03 o
= —_— {9 B3 B2Y 2 VAZ2dx
U=/ ey 2B RBY 4 jazde

En général, les paramétres R et ¢ sont trés lége-
rement variables sur la hauteur d’une votite. Mais
nous négligerons cette variation en prenant dans les
calculs une valeur moyenne de ces paramétres.

L’intégrale ci-dessus peut alors s’écrire :

El . . ® ~h .
— 9 BX -+ RB2Y +-2) /" Iaz2da
1R (¢Y—x2>< + RB*Y A R>/o *
(1D

U

Or : I =1(e3/12); e, = épaisseur de I’arc au niveau
considéré.

Nous avons défini e, comme une fonction linéaire de
la cote x, de sorte que 'on peut écrire :

e h—u) x 9
ev - h + eh ]1 (1"')

ey étant I’épaisseur a la base et e, I'épaisseur en
créte.

d’ol :

I = 19 ] 3 I:e() (h t) + 671"8]3
et :
U= E (9B

‘¢ 2 (p‘\
BR (oY — X9 e | 2 BX + REY + R>/

Yoa? /” leg th— ) + ex]® x3dx
0

qui donne apreés intégration et en doublant la valeur
obtenue pour tenir compte de I'égalité de la varia-
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tion du potentiel inferne dans chacune des deux
volites :

Eh? [2 BX + RB%Y 4 (¢/R)] .
48 R? (Y — X?) 8

U:

N eo’ey, _Coly” el y
’<<30+ oo T t) e ad

3. Conditions d’équilibre :

Les quantités U et T sont 'une et 'autre propor-
tionnelles au carré de 'amplitude q, caractérisant le
déversement. Ecrivons que le potentiel est minimal
pour une valeur p, de la charge.

La relation (2) 8§(U—T) se réduit ici a
U—T =0, soif, compte tenu des calculs qui pré-
cédent :

fh: | AR
< 1 + 924 C> 0

+ e <w ebe’E, i‘_— ) —T—t—>

nz—1 36

" ER® [2BX + RBY + (¢/R)] |
I8 R2 (oY — X2)
=a (14)
N 30 eh 30671 %\
A < 30 +-5 t5 T 3 )

La valeur de p, satisfaisant a4 la relation ci-dessus
ou le paramétre a s’élimine, constitue la charge ecri-

‘tique cherchée.

Or, la charge réelle p, qui agit au pied de 'ouvrage,
a pour valeur, nous ’avons vu : p. = he (puisque h,
hauteur du barrage, est égale a la profondeur de la
fondation sous la surface libre et la densité de I'eau
étant supposée égale a I'unité).

Le coefficient de sécurité est donc égal au rapport :

h = Lo _ Po
D, he
Nous poserons :
fihde . Aht
12 7 24

p(f1 +fo) ehd _ 2 m? I
S R R T

(15)
Eh® [2 BX + RB?Y 4 (¢/R)]
48 R? (oY — X2) A
|
. [ e® e¢’ey ey’ _6_73> _ ‘
L’équation (14) s’écrit alors :
E@4+1+8=
d’olt :
{—3
k= (16)
B+~



9/ Déformations d’un barrage a voltes multiples.
Deformation of a multiple-arch dam.

D - STABILITE D’ENSEMBLE AU DEVERSEMENT D’'UN
BARRAGE CONSTITUE PAR TROIS CONTREFORTS
ET QUATRE VOUTES IDENTIQUES (fig. 9) :

Les ancrages des vofites extrémes sont considérés
comme étant rigoureusement fixes. Le systéme étu-
di¢ est, dans une position quelconque, compléte-
ment défini par la valeur individuelle des paramé-
tres a;, as et a; homologues pour chaque contre-
fort du paramétre a précédent, et qui fixent le dé-
vers par rapport & la verticale de chacun des trois
contreforts.

Ce systeme comporte donc trois degrés de liberté.

Nous utiliserons les résultats obtenus dans le pa-
ragraphe qui précéde. Le principe du calcul est par
ailleurs en tous points analogue. On évaluera suc-
cessivement le travail total des forces appliquées, et
Ia variation globale de la valeur du potentiel interne.

1° Calcul de T :

En raison de l'indépendance mutuelle des para-
metres a,, as et a; et par suite de la similitude des
contreforts, on aura :

Ty = po flh“ (as® + as? + ag?)
i o) 3 2
T, =0p s “*‘]/‘_;) eh (a2 + a? + az?)

m?2
T, = — ebe?E,

3 3(. 2 a? + a?)

a) Calcul de T,;. — La variation de longueur de
corde des arcs s’appuyant de part et d’autre d’un
méme contrefort est maintenant différente pour 'un
et autre de ces arcs.

Pour le contrefort C,, au niveau correspondant &
la cote x, la variation de longueur de la corde de
Parc de gauche est é¢gale 4 a,x, mais celle de 'arce de
droite a pour valeur (a; — as) x, de sorte que la
résultante suivant I'axe Oz des poussées sur C;, pour
un arc d’épaisseur dr est donnée par 'expression :

A(h—a)

(1R:p0 3 oh

2 a; — a,) xdx

LA HOUILLE BLANCHE/Ne 7-1985

Le déplacement de dR est égal & a;z et le travail
correspondant & :
dR X ayx
2
soit :

Ah—=«

ATyt = py === B (2 a2 — ayaz) 23da

Pour 'ensemble du contrefort :

- A (2 a® — aya) /7' N
P 1 — 17 — .13*(,7"
Ts Po 4 ch Jo ( ) *

Ah3

8C (2 a2 — aqa9)

Tyt = po

Par un raisonnement analogue, on trouve :
— pour le contrefort Cs :

i _— [)0 m (9 (l) - alaf) - a‘)as)

— pour le contrefort C;:

Al
5= p, I8C (2 ag® — a.ay)

d’ott finalement :

== Po 5 ‘)4 ((ll +a7 + ag — {As (12&3)

Calcul de U :
Ici encore, la variation d’énergie interne est diffé-
rente pour chaque votte. Un raisonnement en tous

points identique au précédent montre que U est
donné par expression :

Eh3 [2 BX + RB2Y - (¢/R)]
48 R2 (oY — X?)

. /603 en“eh 4 Zocn eo@h __+_ eh3> e
e .—4 < 7
\30

U= K

‘3
s (6112 + a® + a5 — a;a; — axay)
Compte tenu des égalités (15), la valeur de (U—T)

s’éerit :

(U—T) =—kB (a;® + a;® + a3*)
— Ky (2 + a® + a5® — a;00 — apty)
+ ¢ (a® + a? + ag® — aa; — asa)
— 8 (ay® + as* + ag?)

Les conditions de minimum s’expriment par :

SO — 24, (46 + 8] — [+ k]
! Q2a,—a,) =0
PE—D — 90, (1B + 8] — [5 + Ky
) Qay—a;—ay) =0
BU=D) 5y [k + 8] — £+ ky]
8(13

(2 a3 e a2) —_ 0
689
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qui peul s’écrire 2GIKE+F ) F8—El 4 @ E—ky) =0
S éerir o N ) . e _
et )&k 2 @+ +5—Cl 4 6 C— ) 0
\ az (& — k) +2a,[E@+v)+8—8]=0
Ce systéme linéaire étant homogene, la condition de compatibilité exige que le déterminant ci-dessous soit nul ;
2k@+v)+86—¢]  (E&—ky 0 l
(L —ky) 2k@+v)+8—¢] (&—ky) =0

0 (€ — kvy) 2[0kB4+7v)+86—¢

]
En développant, on obtient I'"équation : § [k (B 4 v) +8-—¢13—4 [k (B + v) +8§—L] [L—kyl*=0
qui est du troisi¢me degré en k.

Les racines se calculent d’ailleurs facilement et ont pour valeurs respectives :

oy = 28 b 5G/2—1) —/25 § dey — /24 1) —/23
B+’ TOVEZBFWEZ—Dy e BT V2B G2+ Dy

La plus petite de ces racines constitue le coefficient de sécurité cherché. On peut remarquer que la racine k; est
¢gale a celle trouvée dans le cas d'un contrefort unique. Elle correspond & un mode de déversement symétrique
par rapport au contrefort central, ot chaque demi-barrage se comporte comme I'élément précédemment étudid.

E - STABILITE D’ENSEMBLE AU DEVERSEMENT D'UN BARRAGE CONSTITUE PAR N CONTREFORTS ET n -~ 1 VOUTES
IDENTIQUES :

On a alors aflfaire & un systéme comportant n degrés de liberté. Il est aisé de généraliser les calculs qui
précédent.

On montrerait, par une extension du raisonnement utilis¢ dans le paragraphe ci-dessus, que le déterminant
de compatibilité prend la forme générale :

2[kB+1)+6—L] (G—kv) 0 0 0 0
(G—kv) 2[K(B+7)+8—L] (k) 0 0 0
0 (G—ley) 2LK(B4+1) +8—] 10 0 0
AIl: ................................................................................................................. .................................................................................................................
0 0 0 P2[RBHY)+5—C]  (Z—kY) 0
0 0 0 H(—kY) 2[kB+y)+6—¢]  (G—ky)
17 1o 0 0 0 (G—kY) 20 kB+y)+8—L]

Ce déterminant comporte n lignes et n colonnes. La résolution de 'équation obtenue en le développant four-
nira n racines, la plus pelite de ces racines étant la seule & retenir.

On peut observer qu’il n’est physiquement pas possible de trouver des racines négatives.

Pratiquement, cela voudrait dire qu’une instabilité généralisée pourrait apparaitre sous leffet d’une poussée
négative, c’est-a-dire appliquée sur le parement aval du barrage et dirigée vers I'amont.

Or, un tel mode de chargement, s’il était matériellement concevable, ne pourrait qu’étre trés favorable a la
stabilité, puisque, d’une part, la réaction latérale des votites s’opposerait alors au déversement du contrefort et,
d’autre part, la résultante de la poussée de Peau, agissant cette fois vers le haut, contrarierait une tendance au
renversement de ce contrefort que seul son poids propre (toujours relativement faible) solliciterait vers le bas.

De la forme du déterminant An, on dégage facilement la loi de récurrence ci-dessous :

An, =2 [k (B + Y) + & — C] An-—l - (t.a_ kY>2An—«2
qui peut faciliter la recherche des racines successives.

Les calculs qui précedent montrent que d’une facon générale, la valeur du coefficient de sécurité, toutes choses
¢tant par ailleurs égales, dépend du nombre de contreforts. Les caleuls numériques font apparaitre une dimi-
nution de k& lorsque n augmente.

Du point de vue théorique, il serail intéressant de savoir si la suite des valeurs k, est convergente et, dans
Paffirmative, d’en préciser la limite. Cette démonstration nous est apparue difficile et de plus, dans le domaine
des applications, le nombre de contreforts n’est jamais trés élevé.

Cest pourquoi, sacrifiant 4 la généralité, nous nous bornerons & appliquer, a la fin de cette étude, les résultats
obtenus ci-dessus a un barrage comportant un nombre de contreforts assez élevé pour montrer le sens et
Pimportance des variations du coefficient de sécurité.

F - Cas p’UN BARRAGE OU LES CONTREFORTS ONT DES HAUTEURS DIFFERENTES :

Nous avons supposé dans tout ce qui précéde que le barrage avait ses contreforts identiques.

Ce n’est pratiquement jamais le cas, puisque la configuration de la bréche & fermer et 1a profondeur du rocher
imposent la hauteur du barrage.

Mais il n’y aurait pas de difficultés A étendre les caleuls 4 un ouvrage doté de contreforts inégaux.

A chaque contrefort correspondra une valeur particuliére des quantités, 8, v, § et £ que l'on devra calculer.

(A suivre.)

The English abstract of this article will appear in our next issue at the end of the second part.
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