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ÉTUDE DES
MOUVEMENTS TRANSITOIRES

DANS
LES RÉSEAUX DE

DISTRIBUTION
D'EAU

PAR V. LABVE *

Nous nous proposons d'exposer ici les principaux
résultats de recherches qui ont fail l'objet d'une
thèse, de comples rendus et d'une note technique,
efTectués en collaboration avec M. le Professeur
Nougaro de la Faculté des Sciences de Toulouse.

!Etablissement
de relations d'équivalence sur

l'ensemble du réseau

On considérera que les variations de niveau dans
les réservoirs (en général, quelques dixièmes de mil­
limC?tre par seconde) sont assez faibles pour qn'on
puisse dans les équations négliger les termes d'iner­
tie, lorsque le régime n'est pas permanent. Plus pré­
cisément on considérera que Z:\I - Z:l1' =.J i (Q)
fonction de i et de Q, où le temps ne figure pas de
façon explicite, Avec les cOln'entions ci-dessus, on
a touj ours :

.V;(Q) =dJ;(Q)/dQ > 0

M'orienté positivement clans le sens MM' est dit
éqnivalent à un tronçon si, quel que soit Q déhit
algébrique en M', on a :

.J; (Q) = .J;o X Q

.J;" = .J;o+ > 0 si Q> 0, .J;o = .J,o.- > 0 si Q < 0

(fig. 1).

.J; (0) = 0; Y; (0) n'est pas défini en général.

Plus généralcmen l, un élément d'extrémités M et

.J;(Q)=.J;XQ~

--------::;,iL-------J> Q
si Q> 0,

s! Q < ()
.- pour iQi assez petil,
on a :

avec:

pour ,Qi assez granJ,
on a :

.J;=.J;+ > 0

.J; = .J i - < 0

sur cette surface libre qui vérifie donc la relation
z = Z. Les pertes de charge à l'entrée et à la sortie
clu réservoir ne sont pas négligées, mais reportées
sur le premier tronçon extérieur à ce réservoir. On
adoptera la notation (i) pour désigner un tronçon;
un tronçon CM --- M') est un élérnent sans dériva-·
lion, non muni de pompe et dont le débit Q est
constant. (M -1V1') est orienté, le sens positif étant
--0>

MM'. Q est positif ou négatif selon que le fluide cir-
cule dans le même sens ou dans le sens opposé au

vecteur J\fM';.

v = p = path m = 0

En les aiTectant d'un indice précisant à quel point
elles s'appliquent, les quantités z, Z, v, p désignent
respectivement l'altitude, la charge, la vitesse, la
pression.

S (z) sera l'aire de la surface libre d'Un réservoir
lorsque son altitude est z. Par hypothèse:

, Docteur ès Sciences, Ingénieur du Génie rUI'al, des Eaux
et Forêts, il la Section Techniquc Centrale de-; Travaux
d'Hydrallli(jue.

d (Z:I[ -- Z:I[,) / dQ > 0

Si (M -- 1\1') est un tronçon, (M'IV!) est un tron­
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Y. ILAI3YIE

çon car la permu tation de 1\1' et 1\[ change Z:11
en Z~v - Z~I et Q en -- Q.

Le cas où le troncon réel (C -- M') a son extrémité
réelle C, dans une hâche à niveau constant:

Œ)

(l)

(:2)

dQLEi _L = 0
i dq

ZA,
et :

hl (Q) = O.

Il est il noter que, comme nous raisonnons algé­
briquement, un réservoir il niveau constant consti­
tue une bâche il niveau constant.

OÙ Ei = -1- ], ou -] selon que le sens positif adopté
-> -->

pour (i) est AiR ou KA; (fig. 8).
Le débit algébrique entrant dans le réseau étant

q nous avons donc:

3. Equivalence d'un réseau maillé, sans réservoir avec un
tronçon (fig. 3).

K, qui est un nœud quelconque du réseau (Jt. est
l'extrémité commune il nI' tronçons (i), l'autre extré­
mité de (i) étant Ai' qK débit constant de la prise
en K, Qi débit sur (i), nE: ~ 2.

Nous avons:

n'est qu'un cas particulier de ci-dessus, où :

dI-I(EQ) > 0
d (EQ)

ce qui établit que la pompe est équivalente au tron­
çon (M _. M'), la loi de perte de charge sur ee tron­
çon étant:

On a Z~l Z~l' =--- EH (EQ), E {~tant {>gal il -1- ] ou
. --->

] selon que EF et MM' (iMMI = IEPI) son t ou non
de même sens, lorsque E désigne l'entr{'e de la
pompe ct F la sortie, ces deux termes ayant la signi­
fication hahituelle.

Par suite:

1. Equivalence d'une pompe et d'un tronçon.

Habituellement, lorsque Q est toujours positif,
la hauteur manométrique d'une pompe est H (Q).
Dans ce qui suit, nous imposerons il toute pompe
du réseau de ne pas fonctionner en turhine et de
fonctionner sur la partie stahle de la caractéristique.
Plus précisément on ünpose que H' (Q) soit négatif.
On a H' (Q) < 0 pour Q > Qs si Qs > 0 et H' (Q) < 0
quel que soit Q positif si Qs < 0, avec H' (QJ = O.
Ici où Qest algéhrique nous avons:

EQ > Qs SI Qs > 0, EQ > 0 si Qs < 0,
EQ < QIllIlX avec H (QIlIlX> = 0

soient non nuls et de même signe.

S'il existe au moins un (i) tel que dQ;jdq 'F 0, il
existe nécessairement un autre (i) noté (j) tel que

2. Equivalence d'un tronçon terminal avec un tronçon don! la
charge est Z == 0 à une de ses extrémités.

Un tronçon réel est dit terminal si une de ses
extrémités réelles se trouve dans une bâche à
niveau constant ou un puits il niveau variahle.

Avec les nota tions de la figu re 2, où A est le toi t
de la nappe et en appelant Q le débit algéhrique en

M' on a:

ct EidQ;jdq

(l.~z..!' ~::Z..:\~_
dq

Comme .J/; (Qil > 0, ·J'i (Qi) > 0 :

sont donc non nuls et de même signe.
En faisant jouer il Ai 'le rôle de K ci-dessus, on

voit qu'il existera nécessairement un tronçon
(K·--AjJ (l) tel que:

c

21

Zo

avec:

avec:

h /
J (Q) ~ 0,

h '2 (Q) > 0,
.J/DI • (Q) > 0

D'où:

d (Z ZrJ

dq
et

d (ZE-- Z,\

dq

On a donc:

.d(z,O=~__!-~IL =-c h' (Q) -j- N" (Q) -11- .J/. (f)) > 0dQ 1. - UI· '<.

Ce qui rnontre que l'élément situé «en aval» de
M' est équivalent il un tronçon (0 -.-- M') le point 0
étant situé dans une hùehe il niveau constant
Zo Zn ,= () la loi de perte de charge sur le tronç.on
étant:

soien t non nuls et de même signe.
En poursuivant l'opération, on obtient un chemin

.--..,

AiS noté CI ayant les propriétés suivantes (fig. 4,
et 5) :

1 0 P et P' étant deux points quelconques tels que
~ ~ ~

lorsqu'on parcourt AiS, PP' et AiS soient de
même sens on a :

.1 0 :11. (Q) = hl (Q) C) (K--A) ou (A)--K).
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lorsqu'on parcourt la houcle, alors que l'équili­
brage du nœud T implique:

d (Z~l

et, par suite:

En répl'tant l'opération, on obtiendra un troi­
sième chemin C:l ayant la mème propriétl'. Puis,
en continuant ainsi, on atteindra tout point P du
l'l'seau. On a donc pour tout point P du réseau:

Mo appartenant à Cl et Ml n'appartenant pas il
Cl' étant les extrémités d'un tronçon, on peut faire
jouer à Mo le rôle de Ai et à Ml le rôle de K. On
obtient ainsi un chemin C~ tel que pour tout point
P de ce chemin C~ on a :

dq

ZK)ri (Z

sont non nuls et de mème signe;

2" Le chemin Cl peut toujours ètre prolongé au­
delà de S, s'il existe au moins un autre tron(;on
ayant pour extrémitl's S et un point n'apparte-

nant pas à AiS;

ao I~e ehelnin (~l ne l)cut se referlner sur IUÎ-luèlne
en un point T appartenant il Cl car on aurait:

d (Z'j' - Z'j') i........................._ ..-! > 0
dq 1

d Zp)/dQ> 0

Considérons maintenant un réseau maille; [MM'];

en prenant "~-lM pour sens positif du tronçon (A1M)
on a :

N

> 0
d (.

dQ

9/

N

4. Equivalence d'un réseau maillé quelconque, à sortie unique
et sans réservoir à niveau variable avec un tronçon (fig. 8).

Chaque tronçon terminal réel est remplacé par
un tron(;on équivalent ayant pour extrémité com­
mune un point 0 de charge Zo'='" 0; on obtient le
schéma de la figure n où l'on fait jouer il 0 le rôle
du point M ci-dessus. Par suite, Q étant le débil
~dgl'brique sortant en N du l'l'seau on a :

8/

ce qui établit que le l'l'seau mailll' d'ex­
trl'mités M et M'est l'qllivalent il lin
tronçon (M ... 1\1').

(fig. () l-

En faisant jouer à Al et M, les rôles de Ai et lC
ci-dessus on voit que Cl est constitué par un arc

Al Ml\l'N. En eITet, en vertu du :3" ci-dessus, un
nfcud du l'l'seau maillé déjà atteint ne
le sera plus, u1tl'rieurement et en vertu
du ]" ci-dessus on pourra toujours pro­
longer Cl tant qu'il l'estera un nœud du
réseau. Comme le nombre de nœuds du
réseau est fini et que 1\1' est l'un d'entre
eux, on arrivera nl'cessairement au point
M', et Cl se prolongera ensuite jusqu'en
N (n1;= 2 sur M'N). Q l'tant le débit
algébrique sortant en M' ct Q*, qui est
une constante, la somme des débits des
prises entre M et IV1' (compris), on a
q = Q +- Q*. Par suite,
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et pour tout point P du réseau on a :

D'où:

(~~- < 0, riZ l' < 0
dQ

sur la maille est le même ou opposé au sens d'orien­
tation du troncon (i).

Le système> (2, 4), comporte 11 - 1 équations
indépendantes, s'il y a 11 variables Qi puisqu'on sait
que si l'on se fixe Q, qui est un Q;, débit sortant, les
autres Qi sont déterminés.

On associe au système (2, 4) le système (5, 6)

Il en résulte que le réseau est équivalent il un
tronçon ou il une pompe puisant dans un bac il
niveau constant:

Zo = Zo = 0

L aidQ;/dQ

'" ' J' iQ -) dQ;ft[)a;. ;\ ; dQ--

(5)

(6)

la hauteur manométrique de la pompe étant:

H(Q)=ZN(Q)·

Cette pompe travaille sur la partie stable de sa
caractéristique, puisque:

H' CQ) = dZ:-; CQL_ < 0
dQ

La relation (dZI'/dQ) < 0 montre qu'à une valeur
dl' Q correspond une valeur de Zl' et une seule
valeur de Z:-;. Par o,uite P et P' étant les extrémités
d'un troncon CP-- P') il une valeur de Q correspond
une seule-' valeur de (Zl' --- Zl',)' Ql'l" étant le débit
sur cP P'),

Comme:

(lui comporte 11 1 équations et (n 1) ineonnues
ear (dQidQ) = 1 pour Q; == Q.

Le déterminant des inconnues du système (5-6)
ne peut être nul; sinon, on serait en contradiction
avec le fait que la correspondance Q --7 Q; est univo­
que. Il est donc loisible dc résoudre ce système et
d'obtenir, pour tout i, (dQidQ) = Fi (.J'j (Q),
cette écriLure symbolique exprimant que dQidQ
est u ne fonction de :

Pal' suite sur un chemin quelconque C joignant
o il N, on a :

(7)

dZJi L a.J' (Q) (191. = ---- L a.J'· (Q) F [.J'. (Q)]dQ Cil - 1 dQ Cil" 1 J J

(8)

Les l'quations 7 ct 8 permettent d'expliciter:

équation d'équilibre des charges pour chaque maille
où a'; = ] ou- l, selon que le sens de parcours

il une valeur de Q correspond une seule valeur de
QI'I'" La réciproque n'est manifestement pas vraie.
Un contre-exemple très simple est fourni par le
l'l'seau de la figure 10 où ABCD est un losange AB,
BC, CI~, DA, BD portant le même diamètre.

Quel que soit - if, le débit entrant en A on a
Zl\ =ZD et par suite QBll = O. Donc il la valeur
QgD = 0 correspond non une seule, mais une infi­
nité de valeurs de Q. Il est facile de montrer que
cette circonstance peut sc rencon trer dans bien
d'autres cas.

Considérons le réseau il l'aval du point lVI'; nous
disposons du système des (;quatiol1s (2), et (4) ci­
dessous.

les valeurs Qi (0) correspondant il Q = QIl l~tant

données en utilisant pal' exemple la méthode Hardy­
Cross, qui peut êlre utilisée avec des lois .J; (Q)
quelconques et des débits algébriques. Tout ceci esl
l'videmment vrai pour un sous-réseau leI que
(M -1VI').

Un élément non maillé constitué de tronçons en
séries, muni de prise de débit « i/K », correspond au
cas où nI, = 2; il est par suiLe équivalenl il un
tronçon.

La délennination d'un rl~seau ramifié constitué
d'éléments équivalents il des tronçons, ou de sim­
ples tronçons réels esl partieulièrement simple. On
remplace tout d'abord les éléments terminaux par
leurs équivalents ]luisant dans un bac il niveau
constant.
1 étant terminal el 2 en série avec ], Cl + 2) est

équivalent il lU lcr:l1inal puisant dans un bac
où Zo = Zo = 0 (fig. ] 1).

ct :

L a;Q;= i/K
;

L a';.J; (Q) = Q,
(Ml

(2)

(4)

Z:-; (Q) ct dZl/ (Q) /dQ,

10/

5:34

q

A

8

o

c
Q

(11

III

( 21
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et : A

1 et 2 étant terminaux et en dérivation, on a :

13/

J\ (Ql) ..J'2 (Q2)
.J;1-C(1)+"T; (Q~)-.1' (Q) =

1'=2
Q(-l) (J) = 2: Q,.("-]) (J,.)

1'=1

et :

Si Q,.(-l) (JI') désigne la fonction inverse de J,. (Q,.)
on a :

D'où
1
(QJ

Donc, dans les deux cas, (1 + 2) est équivalent
il un terminal dont une extrémité a pour charge
Zo = Zo = O. Une suecession d'additions de ce type
permet de remplacer tout le n\seau par un tronçon
équivalent parfaitement détenniné. C'est en somme
une explication de la méthode dite des conduites
équivalentes avec des lois de pertes de charge
quelconques.

En revenant au cas général, on voit que la hau­
teur manométrique H (Q) de la pompe équivalente
il tout le réseau il «l'aval» de N est donnée par
l'expression ci-dessous, valable pour des valeurs de
Q éventuellement négatives.

L'ensemble des valeurs de Q où H (Q) est défini,
est limité par les bornes inférieures ZI' des valeurs
de Zp en tout point P du réseau, et éventuellement

les bornes supérieures ZI" Comme les équations (7)
permettent d'expliciter les Q; (Q) il est loisible de
calculer Zp (Q). On a en appelant (OP) un chemin
quelconque joignant 0 il P, Zp = 2: a;J; (Q).

(OP)

De plus les valeurs J; (Q) sont bornées puisque Qi
est bornée par Qi. (max) et 0 ou QiS lorsque le tron­
çon Ci) est constitué par une pompe.

Enfin, sur un tron(;on réel, on se fixe toujours
des bornes de vitesses inférieure et supérieure pour
les canalisations de ce tronçon, ce qui donne des
bornes pour IQ;I.

Il en résulte que le domaine de validit(~ de H (Q)
est parfaitement déterminé.

On a:

H' (Q) = (1~z.J(1~ = ~ ~ aJ' (Q.) F [J'. (QYI
. clQ 7s"'" j -.j"

Comme les fonctions .l'; (Q) sont discontinues
pour Qi = 0, ces valeurs -doi1nent les points de
discontinuité de H' (Q).

Lorsqu'on fait varier Q, on risque d'être stoppé
par suite d'atteinte d'une des bornes ci-dessus. On
continue alors en faisan t abs traction des bornes:
pour les bornes de vitesse et de Z, ceci ne cn;e
aucune difficulté; lorsq u'il s'agit de tronçons réels,
le fait que J; (Q) est dNini sur le segment C-- co,

(0) ne née pas non plus de difficulté'. Pour 11n

tronçon (i) équivalent il une pompe, il suflit de pro­
longer Hi (Q) hors de son domaine de validité par
une fonction Ho; (Q), s'identifiant il H; (Q) sur ce
domaine, 11."; (Q) étant valable sur le segment (~ co,

co) et vérifiant, quel que soit Q, Ho; (Q) < O. Ceci
est nécessaire, car H (Q) n'étant pas forcément d'un
seul tenant, on ne saurait pas il partir de quelle
autre valeur de Q, elle reprend. On a ainsi une
fonction Hn (Q) définie sur le segnlel1l (e-- co,

co), vérifiant la relation H'o (Q) < O. Il est loisible
de vérifier pour quels intervalles, Ho (Q) vérifie les
contraintes ci-dcssus imposées il H (Q), la restric­
tion de H" (Q) il ses intervalles donne alors H (Q).
Notons que rien ne s'oppose il ce que l'on change
a priori les fonctions Ji (Q) lorsqu'une des bornes
ci-dessus est atteinte. Ceci correspond pratiquement
il mettre en marche d'autres groupes ou il en arrê­
ter certains, il l'ouverture ou la fermeture de
vannes, lorsqu'une telle circonstance, ou une eir­
constance d'ailleurs queleonque, mais définie, se
rencontre.

Etude du régime
transitoire dans me cas d'un réseau

comportant deux réservoirs

Le réseau est conforme aux schémas de la
figure 1:3. Q*] et Q*2 sont des constantes, R 1

est un réseau qaelconque, mais sans réservoir il
niveau variable; R2 est queleonque, mais saus
pompe tenninale et sans réservoir. Rl et R2 ne
peuvent avoir en COllunun qu'au plus un seul point,
qui est A', alors confondu avec A".

Sous réserve de ces seules restrictions, R] -et R2
sont absolumen t quelconques (maillés ou rmnifiés,
maillés sur lesquels se branchent des réseaux rami­
fiés, munis de pOlnpes de reprises intérieures, etc.).
Q"est la somme des débits des prises de R2.

On substitue il Ii. l la pompe équivalente de hau­
teur manomdrique H (Q*), il R2 un diaphragme
dissymétrique ayant pour loi de perte de charge
.T (q) (ou le tronçon équivalent).

Les discontinuités de H' (Q*) et .J' (q) é~tant de
mesure nulle sont sans efTet, il suJIH de diviser
l'ensemble de variations des deux variables q et Q*
en domaines limités pal' des rectangles il l'intérieur
desquels les fonctions consid(>rées sont continues.
En un point :Mo, où une foneiion J' (M) n'est pas
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définie, il arrivera qu'on éerive J' (Mo), ce symbole
signifiant qu'il s'agit de la limite à droite ou de la
limite à gauche de J' (M) selon le domaine où l'on
opère.

En général la fonction H (Q*) est définie hors du
domaine où H' (Q*) < O. Nous nous limiterons au
cas où H' (Q*) = 0 a une seule racine Q*."" le for­
mat et le temps d'exposition réservé à la présente
note ne permettant pas d'agir différemment. Le cas
où H (Q *) est une fonction quelconque est traité
dans les ouvrages cités en bibliographie. D'ailleurs
ce cas général peut être traité entièrement à partir
des mouvements-types ci-dessous.

ces hypothèses, le système (G-7-S) vérifie les condi­
tions dites de Cauchy-Lipschitz, sauf aux points

CL (q = Q* = Q*III) et y (q = Q* = Q,,)

qui sont des points singuliers.
Tout point (q, Q*) situé à distance finie est atteint

au bout d'un temps t fini, sauf y atteint par
t = +- 08. Par tout point situé à distance finie, dif­
férent de CL et y passe une et une seule solution de
(6-7-S). La courbe Cl d'équation

1. Equations générales du mouvement.

On dispose des relations suivantes
Q*] =Q*2=0.

ZA - ZB =.J (q)

!!J.'f-l_- ZIJ = .J' (q) > 0
dq

dZ,\
dt SA

lorsque

(l)

(2)

(;3 )

la droite A2' d'équation

Q* --q = 0

et la droite As d'équation Q* = Q*n" partagent le
plan (q, Q*) en régions Ol où les signes de dqldt;
dQ * jdt; dQ* 1dq sont parfaitement déterminés. En
dehors des points CL et y on a, le long de Cl et A;l :

IdQ* IdQi = +- 08, le long de A2 , (dQ*jdq) = O.
La courbe CI> dont la tangente à y a pour coefJi­

dent angulaire:

(4)

(5)
On a en outre:

SA = SA (Zk) =c SA [H (Q*) ] = S.I (Q*)

Sn = SB (ZB) = SB [H (Q*) .J (q) J = SB (q, Q*)

est toujours comprise dans l'angle aigu formé par
À 2 et À 4, droite d'équation q = Q". Car pour tout
point de Cl :

On en déduit le système différentiel (G-7-S) compris entre Q* et QI/" Cl coupe l'axe Oq pOUl' :

(7)

(G)_(~l

dt

({Q*­
dq

dg*
dt

SnQ * J_~A+~I'.)q±~AQ.n
SASll'J' (q)

.Q. _iL
SAH'(Q*)

- _ Sll.-(Q":' 3}}'Jg)_ - (K)
[SBQ* -- (S.I +- SB) q +- S.IQnJ H' (Q*)

et l'axe OQ* pour:

Q* =-- -~;: Qn ~ 0

Il Y a six mouvements types:

Q*m < QI1'
Q*m> QI!'
Q*m=='QII;

si
SI

si

1° HI! (Q*III) < 0:

IIAl

If A"
II.b

2° H '1 (Q*m) > 0 :

II'A, si Q *III < Qn'

If'A' si Q*111 > Qn,
11'.1" si Q*", = Q".

(Mêmes notations que pour la thèse citée en biblio­
graphie.)

Sauf dans le cas où une stipulation spéciale
entraînerait le contraire, on se limitera au cas où
chacune des fonctions d'une seule variable

vérifie par rapport à cette variable une condition
de Lipschitz.

Si les réservoirs A et 13 reçoivent en outre par
le haut des débits respectivement égaux à Q*] et
Q*2' on posera :

cl 011 sera ramenl' al! sysU~me (G-7-S), à ceci près que
q' sera substitué il q et QOn éventuellement négatif
il Qn (on se limitera à QOn > 0).

2. Détermination des mouvements-types lorsque SA (ZA)'
SB (Zn) sont finies, non nulles et continues pour ZA et Zn
finis.

On se place en outre dans le cns oi! HI! (Q * est
finie, non nulle et continue pour Q* =Q*",. Avec

5:36

a) Cas oil Q*III 7= Qn'
L'étude du point singulier a montre que si l'on

pose:

111 = S, _~ ..J' (Q*",) -~-
'J, SA (Qn-- Q*",) HI! (Q\n)

l'équation donnant les coeflicients angulaires a 1 et
a2 des tangentes au point CL est:

a2 -- ma +- m = 0
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o

/

14/ Mou vemellt II rh
MOIJemenl1/ A,.

--->q

15/ Mouvement Il A, 111 <-1.
Mooe111cnl Il .-1, m <'i.

li> q

si 111 < 0, a est un col, a2 < 0 < al < 1;
si 0 < 111 < 4, a est un foyer;
si 111 = 4, a est un nœud, a2 = al = 2;
si 111 > 4, a est un nœud, 1 < a2 < al'

Les valeurs de ZA et Zn étant égales à :

Z A (Q *",) , Zn (Q * "" Q * 111 )

ce qui fournit les valeurs de SA (a), Sn (a) don­
nant 111 :

L'étude de y montre que si l'on pose:

et :

l'équation donnant les coeflicients angulaires a' des
tangentes au point y est:

ba'2 --- (n + 1) a' + 11 = 0

si n < 0,1' est un nœud,

1
(f'2 < 0 < 1 < a\ <

b

si n > 0, y est un col,

() , 1 < '< a 2 < -b al

d'où les valeurs SAY' SnY donnant n et b.
Il faut remarquer que 111 et n sont de même signe.
Les figures 14-15-16-17 donnent les diagrammes

des mouvements IIAI et IIA,.

Les mouvements II' se déduisent de II en chan­
geant les signes de rIQ* /dq et de dQ* frit dans cha­
que région Ol-,

î QX +

i -)~./c;i j
~1 '
: ;+// /! /
,/; / /

16/ ~Iouvcment Il A, III > -k
MOIJe111ent 1/ A, m>"".

17/ Mouvcment Il A, 111 = 4. Détail de (J..

MOIJemenl 1/ A, m = .1. Delail of (J..
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pose:
if'- Q" = :r, Q* '--, Q" = u,

on est ramené il l'ôtude il l'origine de l'ôquation :

lui), g = 0 (:1'[ + lui)b=O

<fiL . I(JiL. .:ljL-i-=f.(J·'_,}Jl_
d,l' (,r- bU) U + g (:1', U)

Comme (x -- bU)!J vôrifie ces conditions, on a
affaire à une singularitô d'un type spécial.

Il y a un faisceau d'intégrales tangentes à 6.2 au
point (a, y) et un faisceau d'intégrales tangentes à
6.1 : if = Q". Si les fonctions l et g sont analytiques,
les deux faisceaux sont réduits chacun à une courbe
unique, sauf la partie du faisceau tangent à 6.2 et
appartenant au demi-plan Q* > QI/'

La figure 18 donne le diagramme du mouvement.

où l et g sont continues, vérifient une condition de
Lipschitz au voisinage de l'origine et où :

b) Cas où Q\, = Q".
Les singularités a et y sont confondues; si l'on

------:rr~"---.. .. ...-f----I.---j---------,''-----!> q

191 Exemple dc !l1011vcrncnl
II A, lorsquc SB = 0 (I,:rl

(y cst ici un nœud),

Erllmp/e oj' m.ovemelll li A,
j'or Sn = 0 +
(ilere, y is Il llode).

Cl ------

Cz , .
Intégrales passant par 0:
Integrais passing through IX _. -. _. -
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c) Points il l'infini.
L'étude des points à l'infini a été faite dans le cas

où Sn/SA tend vers une limite finie lorsque Q* et q
tendent vers l'infini et que :M (Q*) peut être assimi­
lée à un polynôme du second degré en Q * lorsque
IQ*1 est assez grand.

On a alors:

H (Q*) = AQ*2 et

pour IQ*1 et Iql assez grands.
Dans le cas lIA' on voit facilement qu'il y a qua­

tre asymptotes dont les coefIicients angulaires véri­
fien t la rela tian:

20/

auxquelles on associe la relation:

Il Y a deux équations en réalité, la première corres­
pondant à J = J + > 0 pour le demi-plan q > 0, la
seconde à J = J- < 0 pour le demi-plan q < O.

On a:

1]01 < () < "1]02 < 1 < 1]04 < l/b < 1]08

Les points à l'infini du demi-plan q < 0 sont des
nœuds, le point à l'infini dans le demi-plan q > 0
est un col.

3. Etude lorsque les conditions ci-dessus ne sont pas
réalisées.

Il n'est pas possible de donner ici, faute de place,
même un aperçu de cette étude (voir bibliographie).
Nous nous bornerons à titre indicatif de donner un
exemple (fig. lH) de diagramme relatif au cas où
Sn (Zn) s'annule (dans cette figure, C2 est la courbe

Sn(q,Q*) =0).

dZ A Sn (Zn) [Q* - q (ZA - Zn) L
dZn SA (ZA) [q (ZA - Zn) - Q0:J

Nous nous bornerons ici au cas où SA (ZA) et
Sn (Zn) sont continues et finies lorsque ZA et Z1\
sont finis.

Avec en plus:

Comme q' (J) > () les conditions de Cauchy
Lipschitz sont vérifiées. Il n'y a pas pour le sys­
tème (3-4) de singularité à distance finie. Tout point
à distance finie est atteint au bout d'un temps 1
fini ainsi que le montre le système (3-4) qui donne
aussi:

(5)

Ce qui montre que dq / (1/ a le signe de :

Cas où
Des deux réservoirs sont alimentés

par le haut

Les droites q = Cte correspondent aux droites
ZA - Zn = Cte dans le diagramme (ZA' Zn).

La courbe C d'équation:

QO=QII Q*2

- co :( J :( + co.

est comprise dans la bande formée par les droites:

S'annule enchano'eant de signe, que nous dési-.. b v

0'llOnS encore par « courbe C ».
b Si l'on dési,yne par :M un point de C, où la tangente

b • 1" l' 1à cette courbe a un coefIiclCnt angu aIre ega a
et par P un point quelconque de C ne possédant pas
cette propriété, on a:

L'intégrale passant par un point P tr~lverse la
courbe C en ce point et dq / dt change de SIgne lors­
que l'on franchit C en suivaI:t cette inté?;r~le (2).

Les points :M ont la cuneuse proprIete ~e se
trouver sur une courbe qui dépend des fonctIons:

Il n'y a lieu de considérer que les branches de
C où:

(1)

(2)

ZA .- Zn = J (q)

d (ZA -=-~~I\) = J' (q) > 0
dq

Nous prendrons pour variables ZA et Zn.
On a:

Comme J' (q) > 0 la fonction q (J) a une dérivée
q' (.J) bornée en module sur l'ensemble :

L'équation de continuité s'exprime par les rela­
tions (3), (4), où t exprime le temps :

Le schéma d'alimentation correspond il la
figure 20.

On posera:

dZA

dt

dZn
dt

Q*-q(ZA-Zn)
-----:"'A (ZA)

q(ZA-Zn)-Qo
Sn (Zn)

(3)

(4) el il! est le point d'inflexion ponr C et l'intégrale, (dq / dt
ne change pas de signe).
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mais qui est indépendante de Q*, Q", .J (q) et pal'
suite du réseau J\2 situé entre AI et W.

En eiTet, sur C, on a :

lorsque ZA et Zn tendent tous deux vers l'infini, it
l'intérieur de la bande Â, Â'.

En tout point de la courbe C, on a :

Par suite C est asymptote à la droite q = qi'
Donc, sur la courbe C, [(dZA/dZn) -- 1] conserve

un signe constant au-delà d'un point assez éloigné
de l'origine. Comme une intégrale .1: de l'équation
difl'érentie!le ne peut couper C qu'en un point où
(dZA/dZn) = 1, .1: ne coupera plus la courbe C à
partir d'un point de cette intégrale assez éloignée
de l'origine. Comme entre deux points successifs
d'une intégrale f;, intersections de .1: ct de C, .1:
varie de façon monotone, qu'à l'intérieur de la
bande Â, Â / , q est borné, ct qu'on reste dans cette
bande lorsqu'on y a pénétré, sur une intégrale .1:,
toute intégrale .1: a nécessairement pour asymptote
une droite q = a, où a peut varier avec .1:.

Lorsque SA (ZA) et Sn (Zn) tendent chaeune vers
une limite finie, toutes les intégrales .1: sont asymp­
totes à la droite q = (IL.

Enfin, si, sur la courbe C, q ne tend vers aucune
limite, .1: peut avoir éventuellement une asymptote,
mais le plus souvent, q ne tend vers aucune limite
sur .C'.(6)

_(ISILÇ~I:L

dZn
etdSA~~~,~

dZ,\

0.1 l oJ
.-.....-- :::-.== - -, ------- =.:-~::

OZA OZB

S'Aq -1---- (SA + SB) q' - S/AQ"
-sli),'-· S'Bq + (S.\+ Sn) q;

dZ\
dZ B

Par suite, en tout point M de C, où (dZA/dZB) = l,
on a :

Pour tout point de C, on a, en remarquant que:

olt Cf est une fonction q (.1) de .1 = (ZA -- Zn)' On
désignera par (( la quantité dq/d.J et par S/A et S'g
les quantités respeetivement égales à :

et par suite:

qui montre que les points M de C se trouvent sur
la courbe D. d'équation:

211

(7)

S~IIQ_*_±:?~Q "
S'A + SIn

S'
S.\

. ~I1Q~_ ...[_SA.Q."..
SA + Sn

qui s'écrit aussi :

qui ne dépend que des fonctions:

Réciproquement, un point N situé à l'intersection
de r et de C est nécessairement un point M, sauf
dans le cas particulier où la loi de perte de char''-e
J (q) vérifie Ï)Qur les coordonnées de N la relatiol~ :

Si l'on exelut le cas banal où Q* = Q", on voit que
les points se trouvent nécessairement sur la courbe
r d'équation

qui définit une courbe F. II v a évidemment une
probabilité nulle pour que C, r et F se coupent en
un même point (N est point multiple de Cl.

Plaçons-nous dans le cas où :

_?11 (Zn) . Q* + SA (ZA) Q"
SA (ZA) + Sn (Zn)~-

considérée comme fonetion des deux variables
indépendantes ZA et Zn tend vers une limite qL
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avec, lorsque sur une maille, (i) est un élément
(A j - 0), la relation

Les figures 21 à 23 illustrent tout ceci. La
figure 21 donne le diagramme lorsque Q* > QO. Le
diagramme relatif au cas où Q* < QO s'obtient en
permutant les lettres Q* et QO d'une part, ZA et Zn
d'autre part sur cette figure 21.

Pour les cas plus complexes, voir la bibliographie
en annexe. On a par ailleurs:

dZ. =-- Qi dt
} Sj (Zj)

(2)

(2)

Etude du
régime transitoire dans un réseau

absolument quelconque

Il est loisible à un instant t donné, de calculer les
débits sur chacun des tronçons à l'aide de la
méthode Hardy-Cross, puis d'en déduire la varia­
tion de niveau des réservoirs et de poursuivre de la
même façon le calcul.

On peut aussi procéder de la façon suivante, en
considérant qu'à un instant i fixé, tout se passe
comme si les réservoirs H. j , à niveaux variables, se
comportaient comme un réservoir à niveau fixé égal
à Zi (O.

On peut donc en appelant Ai l'extrémité
« amont» du tronçon réel alimentant ce réservoir,
réunir ce point au point commun 0 des extrémités
terminales tel que Zn == Zn == O.

On a pour chaque nŒud K la relation suivante

et chaque mail1c Jlt :

L 0:')'; (Q) = 0
(Ml

avec - (h. égal à la somme des débits des prises du
réseau lorsque K est le point O.

Les Cfl\. peuvent d'ailleurs varier avec le temps.
On a donc le système (1) :

L O:i dQi
(K) dt

M. le Président présente M. LABYE qui est un de ses anciens
élèves. M. LABYE est Docteur ès-Sciences et a travaillé sous
la direction éclairée du Profcsseur NOUGAHO de l'Université
de Toulouse.

D'autre part, M. le Président l'cmercie M. NOUGAHO d'être
venu assister à cette séance et, de plus, d'avoir bien voulu
apporter tout l'appui de son autorité à son disciple.

M. le Président remercie l'II. LABYE de son exposé et fait
remarquer que, si cet exposé est théorique, il a un but
esentiellement pratique. Ces études sont remarquables et
rendent de grands services eomme l'ont reconnu les ingé­
nieurs qui s'en son t servi.

M. NOUGARO précise tout l'intérèt pratique de la collabo­
ration qui s'est établie, grâce à M. LABYE, entre les Services

La connaissance des Qi. (t) permet d'obtenir les
dQJdt à l'aide du système (1) et par suite

Qi Ct + 00 = Qi (t) + dQi Ot (3)
dt

On a

Z· Ct + ot) = Z· (t) - _QJD__ oi (4)
J J Sj(Z)

Par suite ayant les Zfo on calcule à l'aide de la
méthode Hardy-Cross les valeurs de Q;" Ct = 0). Les
relations (3) et (4) donnent alors Qi (il) puis
Qi. Ct,.) .. , Qi. Ct,,) ete., et Zj (ll), Zj (l,.), ... Zj Ct,,),
ce qui donne en définitive Qi. (t) et Zj (t) quel que
soit t.
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Discussion
Président: M. BECKEH

de Recherches du Génie Rural et l'Institut des Fluides de
Toulouse. En effet, les méthodes de calcul proposées par
M. LABYE s'appliquent non seulement aux problèmes d'irri­
gation, mais égalemen l à des problèmes de distribution dans
les villes.

Des publications ont été faites eoncernant une méthode
de caleul d'un réseau maillé, méthode qui est assez diffé­
rente de la méthode de Hardy-Cross. Jointe il cette méthode
de ealculs t.ransitoires, elle permet de résoudre entièrement
le problème d'une méthode d'adduction d'eau. Elle s'appli­
que à tout réseau ramifié, qu'il soit irrigant ou distributeur
d'eau.

M. CARLIEH demande si la Faeulté des Seiences de Tou­
louse se p.ropose d'entreprendre, ou a déjà entrepris des
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recherches expérimentales sur modèle pour vérifier et pré­
ciser les équations du régime transitoire qui viennent d'être
établies.

M. NOUGAHO indique que deux types de recherches out éte
envisagés:

.,,- En premier lieu, la thèse de M. LAIlYE, il laquelle
M. le Professeur ESCANDE et M. le Professeur NOlJ<UHO ont
jugé utile de laisser un caractère théorique dans le eadre
d'un doctorat d'Etat.

- Indépendamment de celte étude, l'Institut de Mécani­
que des Fluides de Toulouse a entrepris une étude d'all:I"
logie dans le cadre des régimes transitoires dans les réseaux
maillés par une méthode dont M. Rb!l\NU\HAS est un peu le
premier initiateur. Cette méthode consiste en une analogie
aérohydrodynamique en considérant, dans un réseau, non
plus des eanali~ations parcourues pal' de l'eau, mais des
canalisations parcourues par de l'air. Un professeur de
l'Université de Sarajevo (Yougoslavie) fait une thèse SUI'

ce sujet. On ne peut encore donner dc résultats, mais lcs
premiers éléments ]Jl3rmettent de bien augurcI' dcs conclu­
sions auxquelles l'intéressé pourra aboutir.

M. RI':m\Nll\HAS ajoute que la méthode de détermination
des pertes de charge, que vient de mentionner M. NOlJGAHO,
est moins coùteuse que cellc utilisant des débits liquides;
elle donne -je hOllS résultats il condition de tenir compte
des régimes de transition dans lesquels les perles de charge
ne sont plus des fonctions quadratiques du débit.

On peut se demander si, dans ce genre de problème, il
est nécessait'e de passer par un modéle d'analogie physique,
car la machine il calculer s'adapte particulièrement hien il
de tels systèmes. Le passage de la loi quadratique il la loi
laminaire est dans ce cas particulièrement facile.

M. LABYE dit que l'on n'est pas obligé de s'en ~Jervir pour
passer il la machine il calculer.

En effet, pour q petit on a une droite repl'ésentative dc la
fonction f Cj, q), Quand q augmente, on obtient une para­
bole.
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On peut donc considérel' n'importe quelle loi de pcrtes de
charge,

M, RÉMÉNII\HAS observe que l'on peut utiliser soit une
machine à calculcr « digitale », soit une machine « 1malo­
gique », Il a eu j'occasion de projeter un modèle analogique
électrique simplè, simulant l'exploitation d'une série d'usines
hydroélectriques - avec ou sans réservoirs de régularisation
-- échelonnées SUI' une même rivière; il est parfois diJlicile
eu pratique de conserver il de tels modèles une honne préci­
sion dans toute la gamme de val'iation dcs données,

~L NOUGAHO pense que l'on pourra arriver il traiter des
problèmes de ce genre, peut-être un peu plus simplement,
en conjuguant les simplifications des méthodes numériques
el analogiques, c'est-à-dire à l'aide du calcul hyhride,

M, Hl\MÉNIJ\RAS estime intéressant de comparer les préci­
sions et les coûts des différentes méthodes car la nécessité
de conserver une précision raisonnable pour que les résul­
tats soient utilisables en pratique est assez grande,

M, Z.HWI indique que le problème tl'aité par M, LABYE 11

d.é posé il SO,GH.E.A,I-I. par la Ville de Lyon jlour l'étudc
de la distribution d'cau dans la villé jus<ju'en l'an 2000,
en tenant compte des fluctuations horaircs de la consomma­
tion, des oscillalions de nivcaux dans les réservoirs ct de
J'arrêt ou de la mise en marche des stations de pompage.
Il a été résolu par application répétitive de la méthode
Hardy-Cross avec intégration numérique sur calculateur
IlnI-360-40. Le temps de calenl est important (2 à :l h I)()Ul'
simuler une journée de fonctionnement) mais non prohi­
bitif. Le programme de calcul a été écrit pour s'adapter à
n'importe quelle confignration de réseaux maillés. L'intérêt
des travaux de M. L...BYE provient du fait qu'ils sel'aient
susceptibles de conduire il des calculs plus courts et, par
conséqnent, encore plus économiques.

M. le Président lève la séance en remcrciant à nouveau
j\I. LABYE ainsi que les personnes qui ont bien vonlu inter­
venir dans cette diseusion.

(La séance est lev"e il 12 h Hi.)


