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Introduction Modéle mathématique
Issu des équations de Saint-Venant modifides, le 1. Equations de Saint-Venant,
modéle mathématique des régimes transitoires dans , . ety . .
les canaux et riviéres est un systéme aux dérivées ~ Les ¢quations de Saint-Venant, régissant les
partielles de type hyperbolique résolu avee justesse e’clou!ements a surface libre en regime transitoire,
et de maniére trés proche de la réalité physique a s'éerivent sous leur forme habituelle :
laide de la théorie des caractéristiques. Il peut étre .
aussi étudié par d’autres procédés; en particulier, 95 + 2Q =q
depuis quelques années, de nombreux travaux ont ot ox
éLé consacrés a la traduction en différences finies de v v 2h .
ce modéle mathématique et en son traitement S + v 3 +9 B =gu—j D

numeérique. Pour notre part, nous avons envisagé
de transformer le systéme aux dérivées partielles
en systéme différentiel en wutilisant seulement la
discrétisation par rapport & la variable espace.

ou

S (x, h) : section mouiliée;

Le systéme différentiel ainsi obtenu peut étre Q (x, 1)+ débit;
{raité par différents pl‘OCédéS; en particu]ier, lors- v (_1-, t) . vitesse moyenne de I’écoulement;
s 2 X 1 ’ 4
que le nombre d eqqglhons 11’§§t.1)z1s trop élevé, on h(z, 1) : profondeur;
peut user avec profit du matériel analogique. On . )
peut aussi envisager la résolution numérique i: pente du fond;
directe des équations différentielles a4 Daide des 7 pente de la ligne de charge;

schémas explicites ou implicites dintégration.
Enfin, cette facon de procéder permet d’obtenir
par voie analytique une solution fermée fondée sur
la détermination des valeurs propres et des vee-
teurs propres du systéme.

q, : débit latéral.

Nous choisissons, pour lexposé de notre
méthode, le couple de coordonnées Q et h.

Observons que la section et la profondeur sont
liés par une relation :
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o (x) étant un coeflicient de forme tenant compte
de la modification longitudinale du profil dans le
cas d’'un canal non cylindrique.

Les équatlions (1) deviennent :

oh | °Q

31 T oo T @
29Q _ pQ0or Q2oQ C1 g O
5t B S or T s o TISU—FN 5 =88

)

Si Pon admet la formule de Strickler pour I’éva-
Inalion de la perte de charge :

J—i— LoQlelt, 1 <a§ Oa
EK2R¥ § S g S\ 0%a/,_ ¢ Ox

K, : coeflicient de Strickler;

B = (0S/9I),_ . : largewr au miroir;

% : nombre de Froude.

2. Transformation des équations aux dérivées partielles en un
systeme d’équations différentielles par introduction d'un
opérateur de différenciation par rapport a x.

Considérons un déecoupage du canal ou de la
riviecre en n {roncons soit n 4 1 sections, les lon-
gueurs des {roncons étant ou non égales; ce décou-
page possible en intervalles inégaux permettant le
calcul des points ot sont situées des singularités
telles que déversoirs, siphons, changement de sec-
tion, ete. A chaque instant ¢ et dans chaque section,
si nous connaissons le débit Q, la profondeur h,
la section mouillée S et enfin les valeurs des déri-
vées partielles 9Q/0x et 9h/0x, les équations (2) se
rameénent & un systéme d’équations différentielles
en dQ/dt et dh/dt qu’il suffit alors d’intégrer.

En effet, les équations (2) sont valables pour
tout x et pour tout f appartenant au domaine du
régime transitoire, c’est-a-dire défini par un tron-
con de canal ou de riviére.

Soit f, 'une ou I'autre des fonctions Q et h. Dans
une section d’abscisse d’ordre k et 4 un instant
donné £, nous aurons les différentes fonctions f,
et leurs dérivées 9f,/0x. Introduisons un opérateur
de différenciation tel que nous ayons :

/8L> =Afy=d"_ [+ [

"\ ox
@t [t a feey o A aF [l 3)

les f._; représentant la fonction f aux seclions
d’abscisse d’ordre k4 i et Popérateur A défini
ci-dessus s’appliquant 4 un panneau central.

L’opérateur différentiel A permet ainsi de faire
correspondre & une seclion donnée et & une fonc-
tion f donnée, & un instant #, une quantité déter-
minée dépendant d’une maniére uniforme des
raleurs :

Fociv oo fi oo frns

Cette quantité, représentant les dérivées partiel-
les par rapport a x et étant connue explicitement
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en fonction des [, p variant de 0 a i, nous l'intro-
duisons dans le systéme d’équations (2), qui peut
alors §’écrire & un instant ¢ :

dhy, 1.
dt — B, AQ
4)
dQ p dhy Q Qs
Xk B, Sk ek kA i
dt Fdt S, T S Q

- gsk, (] - 97].'3) Ahk + gSIcJ'Ic

Avant de tenir comple des conditions aux limi-
tes, nous avons ainsl un systéme en h et Q &
2 n + 2 équations différentielles.

Les conditions initiales étant données par les
valeurs de h et Q aux n -~ 1 sections et les condi-
tions aux limites étant imposées a4 'amont et 4 aval
du trongon de canal ou de riviere considéré. Les
conditions aux limites sont, dans notre exposé, des
lois Q (¢) & la section de manceuvre et h () a la sec-
tion opposée.

3. Opérateur de différenciation.

L’expression générale (3) de l'opérateur de diffé-
renciation permet d’adopter une méthode de résolu-
tion du systéme différentiel indépendante du choix
de Vopérateur, le caleul des Af, pouvant étre fait en
sous-programme a chaque instant. Ce principe
donne une grande souplesse pour le choix des
méthodes.

Dans le cadre de nos applications, Uopérateur de
différenciation est établi & partir des formules
d’interpolation de polynémes de Lagrange ou
Newton & deux, trois ou cinq points ou a partir de
méthodes de lissage telles que la méthode de
Sheppard (lissage local par polynéme du second
degré).

La formule &’interpolation & trois points de
Lagrange donne :

Af/; =¥, _y fr_1 @l [+ “k'/m.-l f/.~+1

ol
P —— Ty —— Lyt
1 = N
(), — 1) (-"37.:+1 — Xp_q)
ki — Lp = Xppg1 = Tg—1
K== - -
(ry — 1) (T — Tppy)
3 XLy —= Ly _ 1
¥y g == ’

@1 — ) (X — X5_y)

La méthode de lissage de Sheppard (lissage local
par polynémes du second degré), pour des abscis-
ses équidistanies de Az, donne :

e =20 s [ + 2 use
Afe = 10 Ax

Il est bien certain que pour ces différents opéra-
teurs interviennent des panneaux de téte et de
queue que nous ne développerons pas iei.

La critique de ces différents opérateurs est vue
dans le paragraphe 4 des applications.



Intégration numérique

Le systéme d’équations différentielles (4) peut
s’écrire sous forme matricielle :

dv
ay _aAv
di AV + B

ol V est un vecteur 4 2 n composantes (Q,, h,), A
la matrice des coefficients des composantes du vec-
teur V, et B un vecteur de 2 n composantes repré-
sentant Pinfluence des termes de perte de charge
et des conditions aux limites amont et aval.

Nous avons souligné la possibilité de traitement
de ce systeéme par du matériel analogique lorsque
le nombre d’équations n’est pas trop élevé.

La résolution numérique du systéeme (5) peut se
faire a 'aide des méthodes explicites ou implicites
classiques des équations différentielles ou encore
par une résolution matricielle sous forme de solu-
tion fermée.

L’organigramme de la planche I permet de sui-
vre I’évolution du calcul avec la méthode explicite
d’intégration de Heun. Pour faciliter la lecture,
nous avons adopté la notation vectorielle V (#), le
vecteur V ayant pour composantes les fonctions
Iy, et Q. Suivant cet algorithme, le systéme diffé-
rentiel s’écrit :

hy, (t + dt) = h;, %t (my + 3 my)
(6)
Qutt+d = Q4+ L+ 30

Avec :
my = (;5 (h {t,Q, b, D
m, == (z <11{f + (g"’ Qi -+ (g Joo Iy -+ %t mo» >
my — a‘}l < h[i + i{éﬁ, Qy -+ 35‘,@ 3, by - 2%— mlb

et les formules analogues pour J,, J,, Js

Les conditions initiales sont données par la
courbe de remous calculée en début de programme,
Aux abscisses limites, les conditions de fonctionne-
ment de la forme F (¢, Q, h) = 0 imposent la réso-
lution du systéme défini par la loi & la limite, d’une
part, et par le systéme (6), d’autre part.

La méthode d’Euler-Cauchy, & pas séparés aussi,
mais implicite, donne comme algorithme général :

, , di /dV, () dv;,* (¢ + di)
7 _ = V., . ,,l\,— __7“_.__ SR
Vi (tdt) = Vi) + < R 7 )

Une itération pour le calcul de :

av,* (t + db
dt

permet d’améliorer la solution.

Les programmes élablis & partir de ces méthodes
sont d’une grande simplicité et ne font appel a
aucun artifice. Les méthodes d’intégration aussi
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bien que Popérateur de différenciation sont inter-
changeables puisque calculées en sous-programme.
L’encombrement machine est réduit et ne dépend
que du nombre de sections choisies. Le temps de
calcul est réduit par rapport & d’autres méthodes,
telles Ia méthode des caracléristiques ou des métho-
des itératives comme nous le verrons dans les appli-
cations. Enfin, la discrétisation en x se faisant sui-
vant des intervalles égaux ou inégaux, il est possi-
ble de suivre I’évolution de la propagation de la
perturbation en n’importe quelle section.

Dans la résolution d’un systéme différentiel tel
que (5), intervient un probleme de valeurs propres
dont dépend la stabilité et la convergence de la
solution. Ce probleme est trés important dans le
cas de nolre méthode. En effet, Papproximation des
dérivées partielles par rapport 4 x a I'aide de 1'opé-
rateur de différenciation entraine la naissance de
perturbations auxquelles s’ajoutent les perturba-
tions dues au processus numérique d’intégration.

Ainsi, la résolution du systéme (5) va dépendre
de trois paramétres :

1* Le découpage en x qui délermine les valeurs
propres;

2° La méthode d’intégration et le pas de temps
choisis d’apreés les valeurs propres;

3° Le temps de manceuvre,

L’influence de ces trois parameélres est éludiée
dans les applications. La stabililé numérique ne
sera assurée que si la relation :

cAl
Al <
Ax
est vérifiée. Les résultats numériques ont montré
que I'on peut prendre directement Af tel que :
- Ar
¢

At

les résultats étant sensiblement les mémes que
ceux obtenus avec le pas d’intégration tel que
At < (Ax/c). Ceci résulte des valeurs propres qui
déterminent le choix du pas de temps et, dans le
cas de cette méthode, le probléme est de limiter la
fréquence propre de la plus grande valeur propre.

Application

1. Modele physique.

Le modéle physique choisi pour étudier les possi-
bilités et les limites de notre méthode est un canal
trapézoidal de 5km de long. Nous avons supposé
le régime d’écoulement uniforme cl les pertes de
charge faibles, coefficient de Strickler K, ==100.
Les caractéristiques en sont les suivantes

B“ =10m m-==1 Q” == 10 11]3/8 ]10 =Hm

Aux limiles, nous imposons une loi linéaire de
débit a Taval en fonction du temps et un niveau
constant a Pamont.
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Tableau 1
x=400) Comparaison des résultats
en fonction des paramétres Ax, At, <
e Cr ‘ |
CAt ™~ Ax 3 6 12 24
Ax T
1
‘ TC 6,6 6,6 4,8 6
‘ Ax
0,3 I
I@i 0,363 | 0,212 | 0,089 | 0,040
| Ah
|« 0,097 | 0,113 | 0,020 | 0,067
|7 g
I %(i 7,42 6,6 6,36 | 4,8 6
I Ax
0,6 .
BAR o 45 0355 | 0,207 0,086 | 0,038
Ah
o 0,0904 | 0,1314 0,071 | 0,027 | 0,077
TC i 6 6 6 4,8
Ax
1 1sahr 0,306 | 0,186 0,046 | 0,022
| AR
o 0,220 | 0,206 | 0,080 : 0,245
. AfLogaam] T ¢ période des oscillations;
e A (Ci/An) 1 : temps de manceuvre.

n
° |
A 4

Planche 1
ORGANIGRAMME  GENERAL
Initialisation " -
[ o]

Vi {t+AL)

Calcul courbe K=0,N-1
de remous

dh _i-j-l Wy {t+ A
dx  1-%F2

A I F W 3
Impression
résultats
VklO) ou

[otsan | [Tt=tear |
K= 1, N-1 Volt)
Vg (144D

Vil t)
K=1,N-1

<
<

Impression résultat
aaGiDas

oul
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Tableau 2
x = 3000 Comparaison des résultats
en fonction des paramétres Ax, At, <
e Cr |
CAL™. Ax| ¢ 3 6 12 24
Ax ™
1e 66 | 66 |72 6
Ax
0,3 3ah 0,482 | 0,352 | 0,437 | 0,058
Ah
o 0,092 | 0,091 0,056 | 0,094
TC . . o .
———(—‘—f 8,35 6,6 6,6 7,2 6
Ax ,:
bi
0.6 | BAR o5y 0472 | 0,347 | 0,423 | 0,052
Al
o 0,0674 | 0,101 0,107 0,093 | 0,111
TG . , .
6 L6 6 6
Ax !
I . -
1 |8an 0,417 | 0,335 | 0,325 | 0,034
Ah
o 0,222 0,197 0,010 | 0,198
. AlLog dAl)] T : période des oscillations;
¢ T A ct/a) t: temps de mancuvre.
Tableau 3
A Niveau - W/ L.
6 } e
e coin MR S0 +—ﬂw*‘'7’"”F::‘:“:‘Z-“:‘?,f;#;+_+~ i
58 ‘
/ x = 5000
56 i
|
—
54 / He= 5 m=1 —
/‘/ Be=10_
.’ / L=5000 m
! Fermeture linéaire en 100 s
J Linear closure in 100 secs.
5 secondes - seconds
o 100 200 300 400 500 600
Méthode Euler-Cauchy._ Luler- Couchy method
——t—— - Heun _ Heun method
A —e— —  Caractéristiques - Characteristics method
¢ INiveau ‘ T ' :
WL,
58
56 J
54 /}
/,/ Fermeture linéaire en 100s
52 Linear closure i /00I secs.
5 __/ : secondes- .'c:fcondi
100 200 300 400 500 600 0 g




2. Etude de l'opérateur de différenciation.

L’opérateur de différenciation obtenu a partir de
la méthode de lissage de Sheppard ne donne pas de
résultats satisfaisants. Le découpage en x entraine
des fréquences des valeurs propres élevées et une
amplitude des oscillations importantes

I utilisation des formules d’interpolation des
polynomes de Lagrange donne, par contre, des
résultats satisfaisants.

Les écarts obtenus & partir de Pinterpolation &
deux, trois ou cing poinits sont faibles, aussi est-ce
avec la formule a trois points que I'étude de
I’influence des paramétres a été faite.

3. Influence de la méthode d’intégration.

La comparaison des courbes h (#) du tableau 3
montre allure similaire des courbes quelle que soit
la méthode d’intégration de Heun ou d’Euler-Cau-
chy. Sur ce tableau, sont répartis les résultats obte-
nus a partir de la méthode des caractéristiques.

Il faut préciser qu’a la section limite de manceu-
vre, h (1) est caleulé par une formule itérative expli-
cite. En effet, nous imposons une loi de débit Q (#)
et nous connaissons donc la dérivée de  par rap-
port au temps. Dans le systéme (4), nous avons,
ainsi, seulement deux inconnues : h (t) et sa déri-
vée par rapport au temps. Il est facile, par un pro-
cédé itératif convergent, de déterminer ces valeurs.
Nous voyons les résultats sur le tableau 3 pour
X = 5 000 m. Notons que, si, a la limite de manceu-
vre, on calcule directement par intégration h (?),
comme aux autres sections, les oscillations dues
aux valeurs propres que nous trouvons par exem-
- ple 4 Plabscisse X =4 000m, apparaissenl aussi
dans le calcul a la limite. Ce procédé de calcul
itératif pour I (#) & la section de manceuvre permet
d’atténuer l'influence des valeurs propres a cette
méme section.

4. Influence du découpage en x et du temps de manceuvre.

Les tableaux 1 et 2 représentent I’évolution du
calcul en fonction des parametres Ax, Af et 1, < :
temps de manceuvre. Pour chaque cas, nous avons
examiné les périodes des oscillations, les amplitudes
maximales et le taux d’atténuation des amplitudes,
ces grandeurs étant ramenées 4 des grandeurs
réduites par rapport au découpage en x et a la
vitesse de propagation de la perturbation.

I.a stabilité étant assurée par la condition :

Ax

t peut étre pris tel que CA#/Ax soit trés voisin de
un par valeurs inférieures & un.

Le découpage en x est trés important, car c’est
Iui qui détermine les valeurs propres. Pour un
méme temps de manceuvre, I'influence est nette sur
la période et Pamplitude des oscillations. Sur les
tableaux 1 et 2, les résultats correspondant 2
CAt/Ax = 0,6 et Ct/Ax =6 et 12 sont obtenus pour
le méme temps de manceuvre, mais pour un décon-
page en x variant de Ar & Axr/2. La variation de
Pamplitude est trés nette, puisqu’elle est de 0,207
pour Ct/Ar = 6 el de 0,086 pour Cx/Ar = 12, c’est-
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a-dire pour un Ax moitié. Il en est de méme pour la
rariation de la période qui est rapportée sur les
tableaux a Ax.

Il est possible de rendre plus fin le découpage
en x et d’atténuer I'amplitude des vecteurs propres
pour une manceuvre donnée : mais alors on aug-
mente Pencombrement machine du programme et
le temps de calcul machine.

En pratique, étant donné un probléme physique
a étudier, la transposition numérique entraine done
le choix de la finesse du découpage en fonction du
temps de manceuvre, le pas de temps devant véri-
fier la condition de stabilité.

Il faut souligner enfin la rapidité de calcul de
notre méthode due a l'extréme simplicité du pro-
gramme. La méthode des caractéristiques, pour un
essai, a donné un temps de calcul, sur 1.B.M. 7044,
de trois minutes. Cette méthode, pour le méme
essal et sur le méme ordinateur, pour un décou-
page de 50 m sur les 5 000 m, a pris une minute
vingt secondes. Les résultats correspondant a cet
essai sont ceux du tableau 3.

Conclusions

La dégénérescence en systéme différentiel du
modéle mathématique des intumescences et I'inté-
gration numérique de ce systéme par des procédés
classiques conduit & un moyen de calcul stable sui-
vant une méthode de type explicite. Certes,
Iinfluence du découpage en x sur les valeurs pro-
pres du systéme ef, par suite, sur le temps de
manceuvre, limite les possibilités d’utilisation de la
méthode, mais le programme de calcul numérique
est d’une grande simplicité de mise en ceuvre, faci-
lement exploitable, les points de calcul pouvant étre
localisés en n’importe quelle section grace an
découpage en abscisses non équidistantes, et enfin
le temps de calcul machine est réduit.
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Abstract

The possibility and limit of degeneration
of a mathematical surge wave model into a differential system

by C. Thirriot * and H. Barthet **

A mathematical model of transient conditions in rivers and canals stems from modified Saint Venant equations
and is a hyperbolic partial differential system for which the theory of characteristics provides an accurate solution
which agrees closely with physical reality. It can also be studied by other methods, among which especially trans-
lation of the mathematical model into a finite difference and its digital processing, which have been the subject of
much investigation during the last few years. The authors have considered transformation of the partial differential
system into a differential one solely by discretization wilh respect to the space variable.

A differentiation operator Af, enables the value of the partial “derivatives 9f,/9x to be found if f is either
function Q or function H.

There are various approaches to the differential system this yields, especially if there are not too many equations,
in which case an analogy approach is likely to be profitable. Numerical solution of the differential equations by expli-
cit or implicit integration schemes provides an adequate solution to the problem, provided the stability condition
(cAt/Ax) <1 is satisfied and a sufficiently fine subdivision is taken along the space variable for the operation to
climinate any influence of the frequency and amplitude of the system’s eigenvalues.

*

Professeur s.c. a la Faculté des Sciences de Toulouse.
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