
Introduction

On appelle chronique ou série chronologique, la séquence
des observations ou des résultats expérimentaux arrangés
d'une manière chronologique. Parmi les chroniques hydro­
logiques, J'on peut considérer les séries des écoulements
moyens journaliers, mensuels ou annuels, les séries des
écoulements maximum annuels instantanés, des pluies
horaires, journalières, ou mensuel1es, et des hydrogram­
mes. La dernière série est continue, tandis que les pré­
cédentes sont des séries chronologiques discrètes. On traite
en général les chroniques discrètes soit parce que les don­
nées existent le plus souvent sous cette forme, soit parce
qu'il est nécessaire de les discrétiser en vue de calculs
numériques.

Lorsque l'on considère un phénomène hydroloO"ique in-
, b

dependamment du temps, c'est-à-dire, lorsque l'on ignore
la chronologie des événements, on le traite en processus
probabiliste. Les études des fréquences des crues, des
sécheresses, des pluies, de la qualité des eaux, des hau­
teurs de houle, etc., sont des exemples d'analyses statisti­
ques dans lesquel1es on considère uniquement la distri­
bution des probabilités des événements, sans égards aux
temps auxquels les phénomènes ont été observés. Les
techniques statistiques de ce genre ont été employées de­
puis longtemps dans l'étude des phénomènes hydrologi­
ques.

Depuis les dix dernières années, on a étudié d'une ma­
nière plus approfondie la chronologie des événements
hydrologiques. L'étude des séries chronologiques en hydro-

logie a pour but de déterminer la manière dont les évé­
nements se succèdent dans le temps. On désire donc for­
muler un modèle mathématique qui permet de simuler
la séquence chronologique des événements.

Les processus de génération des chroniques hydrologi­
ques forment le point de départ de l'analyse systématique
des études de développement et de gestion des ressources
en eau.

Les processus qui se développent dans le temps, sui­
vant des lois de probabilité sont appelés processus sto­
chastiques. D'une manière plus exacte, on définit un pro­
cessus stochastique comme une collection de variables
aléatoires X (t) = (XI' (ET) qui est une fonction du temps.
La théorie des processus stochastiques a été appliquée à de
nombreuses branches de la science, tel1es que la physique
statistique, la biologie, la théorie des systèmes, J'analyse
des séries chronologiques, etc., et, plus récemment l'hydro­
logie. Parzen (1962) et Cox et Mi11er (1965) ont résumé
les applications des processus stochastiques, tandis que
Wold (1965) a fait une synthèse des études des séries chro­
nologiques. Matalas (1966, 1967), Kisiel (1969) et Chow
et Meredith (1969) ont récemment fait le point des connais­
sances des chroniques hydrologiques. Nous limiterons donc
cet article à la présentation de quelques considérations
élémentaires des processus de génération des chroniques
et à l'étude plus approfondie de J'analyse spectrale comme
outil pour choisir et caler les modèles stochastiques.

Nous donnerons ensuite l'application de cette méthode
au calcul de modèles des pluies, des débits et des trans­
ferts pluies-débits dans le bassin de la Sioule.
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M. DELLEUR

Considérations générales
sur les séries chronologiques

Les séries chronologiques sont classées en senes sta­
tionnaires et non stationnaires. Une série est dite station­
naire si la fonction de distribution conjointe des famil­
les de variables aléatoires (X t1 + T , XI~_I_T , .• .xtll + T ) et
Xn , Xt~ ,...X III ) est la même pour tout "'t" et quelles que
soient les valeurs de 1] , I~, ... III' Pour l'étude des chroni­
ques hydrologiques, on se limite en général à la stationa­
rité du deuxième ordre qui requiert que la covariance soit
invariante à une translation dans le temps, c'est-à-dire:

brot et Wallis (1969) ont montré que le rapport RIS four­
nit un test robuste dans la mesure de la persistance. Lors­
que la valeur de k est en moyenne 0,5 pour différentes
valeurs de N, il n'y a pas de dépendance statistique à long
terme. Les valeurs de k pour certaines longues chroniques
varient de 0,46 à 0,96, avec une moyenne de 0,726. Pour le
Rhin (1807-1957), ils donnent k = 0,61.

Pour des chroniques relativement courtes, ces dépen­
dances à long terme peuvent donner l'apparence de non­
stationnarité lorsqu'il s'agit d'effets il très basses fréquen­
ces qui ne sont pas décelés complètement, vu la durée
insuffisante de l'échantillon.

YI - [J. = ~o ZI + ~1 ZI-l + ... ~I ZI __ I (4)

Modèles mathématiques des serles
chronologiques

(YI - [J.) = al (YI-] - [J.) + a ili (YI-ill - [J.)

+ ZI + ~1 ZI_l + ~I ZI_I (5)

(1)

(3)

(2)

XI = A sin wt + B cos wl + YI

le

XI = \1 Ai cos (W;! + <Pi) + YI
---'
i~l

YI - [J, = a] (YI-l - [J.) + a~ (YI-~ - [J.)

+ ... a lll (Yl-III-IJ-) + ZI

ou encore:

où ZI est un bruit blanc.
Le processus mixte autorégressif-moyenne mobile discret

est défini par la relation;

Les processus stochastiques stationnaires peuvent, en
général, se décomposer en deux parties non correlées ; une
composante déterministe et une composante aélatoire. Si
la composante déterministe possède des caractéristiques
saisonnières, le processus peut souvent s'exprimer par
une expression telle que:

où 1.' est la valeur moyenne. Les processus autorégressifs
sont parfois appelés processus de Yule. Le processus de
moyenne mobile est défini par;

où YI est une variable aléatoire. Cette composante aléa­
toire a, en général, une structure bien définie, et qui peut
être représentée par des processus linéaires, tels que les
processus autorégressifs, les moyennes mobiles et les pro­
cessus mixtes. Un processus autorégressif discret d'ordre
171, peut être généré à partir d'un bruit blanc, ou un pro­
cessus aléatoire pur, ZI , par:

où 1 et 171 sont indépendants. Le modèle mixte a souvent
l'avantage de pouvoir représenter un processus stochasti­
que avec moins de paramètres que le processus autorégressif
simple, ou le processus de moyenne mobile simple. Comme
on le verra plus loin, l'analyse spectrale offre un outil puis­
sant pour l'identification du processus, et pour le calage
des paramètres.

Les processus stochastiques décrits ci-dessus ont été
employés dans la génération des données hydrologiques.
Dans l'analyse systématique des développements des res­
sources en eau, les données historiques sont souvent d'une
durée trop courte, d'où le besoin de générer des séquen-

pour tout "'t", où E représente l'espérance mathématique.
Un processus stochastique peut être non stationnaire,

par exemple si la moyenne ou la variance ou encore la
moyenne et la variance de la loi de probabilité changent
dans le temps. On peut imaginer intuitivement que la plu­
part des chroniques hydrologiques ne sont pas nécessai­
rement stationnaires. On conçoit par exemple, que cer­
taines influences de l'homme, telle que la construction de
barrages, peuvent contribuer à la non-stationnarité de la
série des débits. Néanmoins, pour simplifier l'analyse, on
considère que les séries chronologiques sont approximati­
vement stationnaires. Il est souvent possible de rendre
une série chronologique approximativement stationnaire
en éliminant les composantes déterministes qui peuvent
exister. Une composante déterministe existe s'il y a une
dépendance entre les valeurs de XI et XI+ T • Les composantes
déterministes se manifestent sous la forme d'une tendance,
d'une périodicité, ou d'une persistance.

La tendance peut être éliminée au moyen d'un filtre digi­
tal qui élimine les basses fréquences. La méthode usuelle
consiste à employer une moyenne mobile simple. Nous
verrons par la suite que certaines moyennes mobiles, dont
les coefficients sont des fonctions trigonométriques, ont
des réponses en fréquences dont les caractéristiques sont
supérieures à celles des moyennes mobiles simples.

Des oscillations périodiques peuvent exister dans les
chroniques hydrologiques. On rencontre souvent des varia­
tions saisonnières. annuelles ou journalières dans les phé­
nomènes qui gouvernent le cycle de l'eau. Chow (1964)
donne trois tests statistiques qui peuvent être employés
pour déterminer la présence d'oscillations périodiques. Ce
sont les tests de Shuster, de Walker et de Fischer.

L'analyse spectrale donne aussi un outil très puis­
sant pour reconnaître, non seulement la présence d'oscil­
lations périodiques, mais aussi l'importance relative des
différentes harmoniques. Ces phénomènes périodiques peu­
vent être représentés par une série de Fourier. Une telle
analyse harmonique permet donc d'éliminer, par sous­
traction, les effets périodiques.

La persistance se manifeste dans les chroniques, par une
structure qui relie un certain nombre de données successi­
ves à long terme. Par exemple, les années pluvieuses ou
les années sèches ont parfois tendance à se présenter en
groupe. Ce phénomène a été étudié par Hurst et al. (1965).
Hurst a montré que pour des chroniques très longues, tel­
les que les débits du Nil, l'écart normalisé, RIS, de la
série est proportionnel à une puissance k du nombre d'an­
nées, ou plus exactement RIS = (N/2)/". Dans cette expres­
sion, R est obtenu en faisant les sommes continues des
écarts entre les débits annuels et la moyenne. R est la
différence entre le maximum et le minimum de ces sommes,
et S~ est la variance des écarts. Plus récemment, Mandel-
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ces plus longues par des méthodes statistiques et mathé­
matiques. Les paramètres des modèles statistiques sont
obtenus à partir des séries observées, de sorte que les
séries chronologiques, générées mathématiquement ont les
mêmes caractéristiques statistiques que les séries obser­
vées.

Thomas et Fiering (1962) ont généré des débits men­
suels au moyen de la relation:

où Qi est le débit pendant le iii'llle mois; Qj est le débit
moyen pendant le V'llle mois dans un cycle répétitif de
12 mois; E est une variante aléatoire normale dont la
moyenne et la variance sont zéro et l'unité respective­
ment; (Ji est l'écart type des débits dans le Pi'Ill(' mois et
fi est le coefficient de corrélation entre les débits du ji"lll"
et du j + 1j"'llle mois.

L'inclusion du dernier terme a pour but la préservation
de l'écart type de la série générée. Fiering et Harrington
ont étendu l'application de la relation précédente au cas où
les débits n'obéissent pas à la loi normale, mais au contraire
suivent une loi lognormale. En employant les logarithmes
naturels des débits on a:

son application aux phénomènes hydrologiques a été pro­
posée par Bernier (1968). Les processus de renouvellement
peuvent être aussi analysés en fonction du nombre d'évé­
nements dans un intervalle de temps fixe. Les deux des­
criptions des processus de renouvellement sont équivalen­
tes, mais donnent lieu à des fonctions du deuxième ordre
différentes. Si l'on applique l'analyse spectrale aux pro­
cessus de renouvellement, il faudra donc traiter séparé­
ment l'analyse des intervalles, et celle des dénombrements.
Certaines généralisations des processus de renouvellement
ont un intérêt spécial en hydrologie. Par exemple, le
processus alterné lorsque deux types d'intervalles se sui­
vent d'une manière alternée. Ce processus s'applique à
l'étude des séquences de périodes sèches et pluvieuses.

Analyse spectrale des séries
chronologiques

L'analyse spectrale fournit un outil puissant pour déter­
miner les modèles mathématiques, pour simuler les séries
chronologiques observées. Rappelons brièvement les défini­
tions de base. Considérons un processus aléatoire station­
naire du deuxième ordre. La fonction d'autocovariance :

où Yi est le logarithme naturel des débits pendant le mois
i; !J.y et Py sont la moyenne et le coefficient de corrélation de
pas un des logarithmes des débits et E est une variate nor­
male de moyenne zéro et variance unité. Thomas et Fiering
(1962) ont étendu la méthode aux techniques bivariates de
la forme:

où l'indice x indique la station indépendante; y la station
dépendante; Qy.i est le débit généré à la station dépen­
dante pendant le mois i, compté depuis le début de la sé­
quence; Q",j et Q'l,j sont les débits moyens observés aux
stations dépendante et indépendante, respectivement, pen­
dant le mois j du cycle de 12 mois; b i est le coefficient de
régression des débits observés à la station dépendante par
rapport aux débits observés à la station indépendante pen­
dant le mois j; (J,/,j est l'écart type des débits observés à la
station dépendante pendant le mois j; Ei est une variante
aléatoire de moyenne zéro et variance unité et fi est le
coefficient de corrélation entre les débits des deux stations
pendant le mois j.

Matalas (1963) a appliqué le modèle des moyennes mo­
biles pour obtenir les débits à partir des pluies antérieures:

où f est la fréquence. On a aussi la transformée inverse:

(14)

(13)

(12)

(10)u)-!J.]

y,." (u) = 1:r"'.,, (1) é 2"f"df

y" (0) = (J,2 = .l: r,,, (1) df

r" (1) !~'" .,_.;- = P ., (u) e-,2"f"du
(J2 (x) • _ X .J.I

y,,, (II) = E [x (t) -!J.] [x (t

dépend uniquement de l'intervalle de temps u, appelé pas,
Le spectre de variance, r".,. (1) est la transformée de Fou­

rier de l'autocovariance :

Ceci montre que la fonction spectrale r,,,., (1) décrit
la manière dont la variance du processus x (t) est distribuée
dans le domaine des fréquences. La densité spectrale est
obtenue en normalisant:

C'est-à-dire que le spectre et l'autocovariance sont les trans­
formées de Fourier J'une de l'autre. Considérons en parti­
culier le cas du pas zéro, on a alors:

r".,. (1) = f: yo (u) e- i2"f"du (1I)

(9)

Q,!.i = QY,j + bj (Q.r.i - Q.,,)

où Qj est le débit pendant l'intervalle j et les Pj-i représen­
tent les pluies efficaces aux intervalles j - i, (i = 0, i...m).

On peut aussi s'intéresser à la structure chronologique
du processus fourni par la série des intervalles Xl , X2 , ...

entre certains événements, par exemple les intervalles secs
entre les pluies, ou les intervalles entre les débits qui
dépassent un certain seuil. Lorsque les intervalles entre
événements sont indépendants et obéissent à une même
loi, on a un processus appelé de renouvellement. Le pro­
cessus de Poisson est un cas particulier où les interval­
les entre événements sont distribués indépendamment selon
L1ne loi exponentielle. La théorie des processus de renou­
vellement a été étudiée en particulier par Cox (1966) et,

où:

est la fonction d'autocorrélation.

Le calcul numérique des estimateurs spectraux est très
délicat. Nous référons le lecteur à l'ouvrage de Jenkins
et Watts (1968) pour le détail des techniques de calcul.

En résumé, des estimateurs spectraux bruts, Î' (1), sont
obtenus en approximant l'intégrale (lI) par une somme
discrète, tronquée à une valeur maximale M du pas li.

Les estimateurs bruts ainsi obtenus doivent être lissés pour
diminuer leurs écarts. Nous avons employé la moyenne
appelée « hanning » par Blackman et Tukey (1958) d'après
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le météorologue autrichien Julius von Hann. L'estimateur

lissé, r (f), par cette moyenne est donné par: Il +.B e- i2 ;rftl l + + Q e- i2 ;rflê,1 1r . - A 2 ' 1 ". IJI
:I:,V (f) - t 15.0 1 _ al e-i2;rftll +.,,+ am e-i2;rfll,ê,1

(21 )

1 A 1 A Ar (f) = 2 r (f) + :4 IT (f + Ai) + r (f - Ai)]

Bendat et Piersol (1966) ont montré que ce lissage dans
le domaine des fréquences est équivalent à multiplier l'esti­
mateur de la covariance croisée par le poids aussi appelé
« fenêtre de Tukey » :

W (II) =1 (1
=0

nu)+ cos M lul~M

lui> M

(15)

On peut ainsi se former un catalogue des fonctions spec­
trales qui sert à identifier la classe de processus qui peut
se rapprocher le mieux d'un spectre actuel. Il reste ensuite
l'évaluation des paramètres qui peut se faire, par exem­
ple, par la méthode des moindres carrés.

Il est souvent utile de filtrer une certaine bande de fré­
quence, par exemple, les basses fréquences pour éliminer
les tendances. Un filtre digital est un processus linéaire
tel que les entrées XI sont transformées en sorties YI par une
relation linéaire telle que la moyenne mobile:

L'estimateur spectral lissé est donc donné par la formule
suivante pour At = 1 :

(22)

'Î=-'111

Le processus de Markov du deuxième ordre:

)1-1

f,..v(f) = 2 [y ,l,V (0) + 2 ~ Y:rv (u) W (u) cos 2 n fu] (16)

'/l=1

o~ f ~ 1/2

où Pl est le coefficient d'autocorrélation de pas un et 15z
est l'écart type du bmit blanc. Ce spectre décroît de ma­
nière monotone, suivant une courbe concave, de f = 0
à f = 1/2, pour Pl positif, tandis qu'il croît de f = 0
à f = 1/2 At pour Pl négatif.

(25)

(24)

1
Ào = 1----

III + 1

YI = \--, (- 1)1 ÀiX t + i
~

i=-m

- 1 (1 1 in)
À,: = À_ i = m + 1 \2 + 2" cos m + 1
i=I,2.,,111

où:

Pour les basses fréquences, le gain de ce filtre est l'unité
et atteint zéro à la fréquence de Nyquist, fe = 112 At.
La raideur de la pente du filtre augmente et la fréquence
de coupure approche la fréquence de Nyquist, lorsque
la valeur de 111 croît.

Les poids Ài du filtre sont des fonctions trigonométriques
qui ont la même forme que la « fenêtre de Tukey » em­
ployée dans le lissage des estimateurs spectraux (15).

Lorsque l'on a deux séries chronologiques, telles que
celles des pluies et des débits, on peut en faire l'analyse
spectrale croisée ou bivariate. A cet effet on considère
la covariance croisée Yl2 (u) des deux processus station­
naires Xl (t) et X2 (t) :

et:

Nous avons modifié un filtre passe haut proposé par
Alavi et Jenkins (1965) pour obtenir le filtre passe bas
suivant:

(23)
1=,]

H (f) = ho + 2 \--', h, cos 2 nflAt - _1_ s. f <' _1_
~ , 2 At "" ~ 2 At

Les caractéristiques des filtres sont données par la fonc­
tion de transfert dans le domaine des fréquences et par le
déphasage. Les filtres sont dits symétriques, lorsque
hi = h_ l , dü à leur symétrie, leur déphasage est nul et
leur fonction de transfert est donnée par:

(17)

1 1
, - 2 At ~ f < 2 At

(18)

Yt -!-L = Pl (Yt-l -!-L) + ZI

Le spectre est particulièrement utile pour détecter cer­
taines composantes déterministes. Une tendance linéaire
se manifeste par une grande valeur du spectre à l'origine des
fréquences. Les phénomènes périodiques se détectent par
la présence d'un ou plusieurs pics importants aux fré­
quences de base, et à leurs harmoniques. C'est ainsi que
le spectre des débits a souvent un pic à la fréquence an­
I1llelle, et a parfois aussi des pics aux fréquences corres­
pondant à quatre et à six mois. Si ces pics sont statisti­
quement significatifs, on peut alors construire un modèle
de la forme donnée par l'équation (2). Le résidu aléatoire
Yt peut à son tour obéir à un processus markovien ou mixte.

La forme du spectre de la composante aléatoire permet
aussi de déterminer la structure du processus stochastique.
Le processus de Markov du premier ordre:

a pour fonction spectrale:

r" (f) = At15}
.1.1 (1 + Pl2 - 2 Pl cos 2 nfAt)

a pour fonction spectrale: Y12 (u) = E i [Xl (t) - !-L1] [X2 (t) - !-L2] ( (26)

Ce spectre a un pic bien défini soit aux basses fréquen­
ces, soit aux hautes fréquences suivant le signe de al'
Le processus mixte (5) a pour fonction spectrale;

et la fonction de corrélation croisée P12 (u), donnée par:

Le spectre croisé r 12 (1) et la covariance croisée sont les
transformées de Fourier l'un de l'autre:

(28)

(27)( Y1 '_' (u) Y1" (u)
P12 Il) = -----;=='~~=~ = ~

\/Yu (0) Y22 (0) 151152

[
1 + a1

2 + a2
2

- 2 al (1 - a2) cos 2 n/At]..
_ -2a2cos4n/At] _

1 1
- 2 At ~ / < 2 At (20)

rY!I (f) =
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et: (29)
et l'on peut montrer que:

Comme la covariance croisée n'est en général pas une
fonction paire du pas u, et que l'on a: et:

Y12 (u) = Y21 (- u)

sa transformée de Fourier est en général une fonction com­
plexe. On peut donc la décomposer en sa partie réelle et
sa partie imaginaire:

Le bruit résiduel a un spectre qui est donné par:

T',.o (1) = 1\2 (1) [1 - Kl'2~ Cf)] (36)

ou A 12 (j) est le cospectre, \jJ12 (j) est le spectre de qua­
drature, Cl12 (j) est le spectre d'amplitude croisée, <P (j) est
le spectre de phase. Le cospectre est une mesure de la
distribution elans le domaine des fréquences de la cova­
riance, entre les composantes de Xl (t) et de X2 (t) qui sont
en phase. La corrélation entre les deux variables aléatoi­
res à chaque fréquence est donnée par la cohérence
k1'2 (j), et :

où les réponses percussionnelles impulsives, h", sont don­
nées par:

Il est souvent avantageux de considérer un système li­
néaire discret. Les entrées XI et les sorties YI sont alors
reliées par:

(38)

(37)y,. = L h"x,.~"
"~o

hl.' = ;:0,:; G (1) cos [<P (1) + 2 rck!] d!_ °(31)

L'évalution des estimateurs des spectres crOises est un
calcul délicat. Comme dans le cas du spectre univariate,
l'approximation de l'intégrale 28 par une somme finie
donne un estimateur brut du spectre croisé qui a en géné­
ral trop de dispersion. On procède ensuite au lissage de cet
estimateur. Pour les détails du calcul numérique, nous
référons le lecteur à l'ouvrage de Jenkins et Watts (1968).

Parmi les applications de l'analyse spectrale croisée, d'in­
térêt en hydrologie, signalons la régression linéaire sim­
ple entre séries chronologiques, et la régression avec pas.
La régression simple est de la forme:

YI = Cl + ~ XI + CI (32 li)

pour !::>.t = 1. En pratique les valeurs de hIc décroissent
lorsque k croît, et l'on peut tronquer la somme (37).

Le modèle du système linéaire discret est semblable à
celui de la régression avec pas. Dans ce dernier, la somme
se fait de - r] , à r2 .

(39)

-_.- r]

où la valeur de YI dépend des valeurs XI passées et futures,
par rapport à l'instant t, et la question de réalisabilité phy­
sique ne se pose pas.

où ~ est indépendant de la fréquence, si ce modèle est
valable. Les formules et programmes de calcul pour l'éva­
luation de Cl et ~ ont été donnés par Clarke (1968).

L'estimateur de ~ est:

Application
aux débits et pluies de la Sioule

Y (t) - y = ['" h (t) [x (t - u) - x] du + z (t) (33)
. °

où z (t) est un bruit résiduel. La fonction de transfert du
système H (j), qui n'est autre que la transformée de Fou­
rier de h (t), peut s'exprimer en fonction du gain, G (j), et
de la phase, <P (j) par:

où la barre supérieure indique un estimateur lissé, et les
h (k) sont pondérés de manière à donner plus d'importance
relative aux fréquences où la cohérence est près de l'unité,
et un poids moindre pour les fréquences ayant une petite
valeur de la cohérence.

L'analyse spectrale bivariate est utile aussi pour iden­
tifier les caractéristiques dynamiques qui relient deux séries
chronologiques. Supposons que les X (t) soient les entrées,
et les Y (t) les sorties d'un système linéaire dont la réponse
percussionnelle est h (t). Le modèle stochastique dynamique
continu est donc:

h (k)= 1\1'2 (k)/f] l (k)

H (1) = G (1) ei<!' if)

(32 b)

(34)

La Sioule est un affiuent de l'Allier dont le bassin versant
à Pont-elu-Bouchet a une superficie de 1 130 km2 . La sta­
tion de jaugeage de Pont-du-Bouchet a une altitude de
476 m. Les valeurs de pluies employées dans ces cal­
culs sont celles mesurées soit à Pontaumur, soit à Gelles;
ces deux stations pluviométriques sont près l'une de l'au­
tre, et approximativement au centre du bassin. On dis­
pose de quarante-six ans d'observations à Pont-du-Bouchet
et à Pontaumur. On a employé les mesures de Pont-du-Bou­
chet pour l'analyse des débits mensuels, journaliers et à
intervalle de deux heures. Pour les pluies mensuelles et
journalières, on a employé les données de Pontaumur, et
celles de Gelles pour les pluies de deux heures en deux
heures.

Les pluies sont données en millimètres d'eau accumulés
pendant l'unité de temps considérée. Les valeurs des débits
correspondent au débit moyen en m8/s pendant l'unité de
temps considérée. Trois intervalles ou unités de temps ont
été considérés:

1. le mois;

2. le jour;

3. deux heures.
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1-]

F;! (liB, M) = (H - 0,5) )-' (1- Il)1l-].', G (II) (40)
--'

"c=I-~1

dire que l'effet des basses fréquences est considérable. En
eml)loyant l'approximation du « type 2 » de Mandelbrot
0:1 pourrait représenter le processus des pluies par une
moye:1I1c mobile:

(41 )

(42)

- (2 TI f l \
YI = Y -+ R cos 12 -+ cl) )

où:

et :

où G (II) est une serre de variables aléatoires gaussiennes
de moyenne nulle, et de variance unité. Le paramètre M,
appelé mémoire du processus, est au plus égal au nombre
des données.

La figure 2 montre le spectre des pluies mensuelles, en
données transformées normalisées. On observe l'absence
de pic à la fréquence annuelle, mais l'apparition d'un pic
à la fréquence de 0,12 cpm soit environ 1,5 cpa pour
lequel nous n'avons pas d'explication. La figure 2 montre
aussi le spectre d'un processus autorégressif du premier
ordre pour des valeurs de p = 0,1 l4 et var el = 0,988. Le
processus représente assez bien le phénomène des pluies
sauf aux très basses fréquences, possiblement dû à la
persistance décelée par les bruits gaussiens fractionnaires.

Les spectres des débits en données naturelles (fig. 3) et
en données transformées, sont caractérisés par un pic
très important à la fréquence annuelle (0,083 cycles par
mois). Lorsque le spectre est présenté en échelle arithmé­
tique, on observe que ce pic à la fréquence annuelle est
superposé à une courbe concave vers le haut qui décroît
lorsque la fréquence croît. La petite oscillation à la fré­
quence de 0,167 cpm = 2 cpa n'est pas significative.

Le spectre permet donc de déceler la composante déter­
ministe correspondant au pic annuel, et la composante
aléatoire correspondant à un processus autogressif du
premier ordre. Ce modèle s'écrit:

Quatre traitements des données ont été employés:

1. données naturelles;
2. données transformées:
3. données naturelles normalisées;
4. données transformées normalisées.

Pour les données mensuelles, journalières et de deux
heures en deux heures on a calculé:

1. le spectre des pluies;
2. le spectre des débits;
3. le cospectre des pluies ct débits;
4. le spectre de quadrature des pluies et débits;
5. la cohérence;
6. le gain;
7. la phase;
8. le spectre du bruit résiduel;
9. l'estimateur de régression linéaire b (k);

10. l'équation de régression linéaire entre pluies et débits;
11. la variance du coefficient de régression.

Nous présenterons ici un sommaire des résultats les
plus saillants. Pour le détail des calculs, voir les rapports
par Delleur (J 969).

Dans le cas des données naturelles on analyse directe­
ment les pluies en mm et les débits en m:! Is. Il est par­
fois avantageux de transformer les données de manière à
diminuer leurs dispersions. Les transformations employées
ici sont:

1. la racine carrée des pluies;
2. le logarithme des débits.

On sait que les distributions des pluies et des débits sont
asymétriques, et que les transformations ci-dessus don­
nent des variables dont les distributions s'approchent de
la distribution de Gauss.

II est parfois utile de normaliser los données par la rela·
tion (x - x)IO'". où x et 0'.,. sont la moyenne et l'écart type
des données.

où les y, sont les données observées centrées.
Il est intéressant d'observer que le spectre des pluies

n'a pas de composante annuelle correspondant à celle des
débits. Les pluies, on le sait, sont assez uniformes dans cette
région. Il est donc vraisemblable que le cycle observé
dans les débits soit dù à un cycle annuel des évaporations
et évapotranspirations qui à son tour est dù au cycle sai­
sonnier des températures.

Si l'on étudie le spectre des débits, mais cette fois cal­
culé à partir de données normalisées, (naturelles ou trans­
formées), on observe qu'il se caractérise par l'absence de
pic à la fréquence annuelle. Notons ici que la normalisa­
tion se fait de mois en mois, c'est-à-dire que pour les
données de janvier, on soustrait la moyenne des données
de tous les mois de janvier, et l'on divise par J'écart type
des données de janvier. On observe donc que la norma­
lisation des données a pour effet d'améliorer leur stationa­
rité. La figure 4 montre le spectre des données transformées

Dormécs men8lleHos.

Quel que soit le traitement des données, le spectre des
pluies mensuelles présenté en échelle arithmétique pré­
sente une forme concave vers le haut, avec la valeur maxi­
male à l'origine. Ceci indique que la présence des pluies
mensuelles peut se simuler raisonnablement par un pro­
cessus autorégressif du premier ordre. La figure 1 donne
le spectre des pluies mensuelles en données naturelles. Les
lignes extérieures sont les limites de l'intervalle de con­
ilance pour une probabilité de 95 %. Le spectre des don­
nées non normalisées a un petit pic à la fréquence an­
nuelle, mais il n'est pas statistiquement significatif, car son
amplitude est du même ordre de grandeur que la disper­
sion des estimateurs spectraux aux fréquences avoisinan­
tes. La série des pluies mensuelles est essentiellement sta­
tionnaire, car les spectres des données naturelles et des
données normalisées ont le même aspect général sans pic
sigJifioti". Ceci n'exclut pas une certaine persistance.
Celle-ci peut se d5montrer en présentant le logarithme
du spee'r:: norm5 en fonction du logarithme des fré­
quences. Le spectre s'approche convenablement d'une
droite ayant une pente - 2 k = - 1/3. Les spectres de
la forme r (f) = j-- '.'.1.- sont caractérisl iques des bruits
gaussiens fractionnaires. Dans la notation de Mandelbrot
et Wallis (1969) on a k=H--O,5 ou H =213. Lorsque
H = 0.5 on a un bruit blanc, et lorsque 0,5 < H < l,
C0111me c'est le cas ici, le spectre est très rouge, c'est-à-

et:

où:

et:

R=(N

cD = arc tan - BI A

N

l "1 2 TIr
A = N L y, cos ],r

r~O

N

1 " 2 TIrB = - , v. cos --
N ..::•.r' N

1'=-,,0

(43)

(44)
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1/ Spectre des pluies mensuelles, données naturelles. 3/ Spectre des débits mensuels, données naturelles.
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2/ Spectre calculé et théorique des pluies mensuelles,
données transformées normalisées.

4/ Spectre calculé et théorique des débits mensuels,
données transformées et normalisées.
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5/ Spectre calculé et théorique des pluies Journalières,
données transformées.
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normalisées, sur laquelle on a superposé le spectre d'un
processus autorégressif du premier ordre.

YI = PYI-1 --1- el (45)

courbe h (II) par une fonction exponentielle de la forme
h (t) = (I/K) e- 11h , où K est la constante de temps du sys­
tème. Ceci correspond à l'équation différentielle:

et on a choisi n tel que hlll 17] ~ 0,01. L'emploi de la rela­
tion (38) donne:

et la variance du résidu est 0,706. Les débits sont donc
représentés par une somme pondérée des pluies antécé­
dentes.

var el = 0,633

Le transfert pluies-débits à l'échelle mensuelle a été
étudié au moyen de l'analyse spectrale croisée. La cohé­
rence entre les pluies et les débits mensuels transformés
normalisés décroît lorsque la fréquence croît. mais est en
moyenne supérieure à 0,5 pour les fréquences inférieures
à 4 cpm, ce qui correspond à un coefficient de corrélation
d'environ 0,7. Comme l'intervalle de temps d'un mois est
assez grand, on a considéré le transfert pluie-débit, comme
un système linéaire discret.

L'estimateur b (k) de ~ obtenu par (32 b) varie peu pour
les fréquences au-delà de 0,05 cpj. Les valeurs de Cf. et ~

furent calculées par l'ensemble des fréquences de 0,01 à
0,5 cpj :

(52)

(51)P-Q=K dQ
dt

YI = Cf. + ~XI

H (iw) = _1_+ va i w/WL
1 (1 / \/0:) i (01 Wo

avec Cf. = 1/18 et (!Jo =-= 0,10 cps

où T = l/wo = 10 jours.

Il est possible de relier les pluies et les débits journaliers
par une régression linéaire simple:

qui représente la relation du réservoir linéaire simple.
On pourrait donc simuler les débits en imposant au sys­

tème décrit par cette équation, des pluies représentées par
un processus aléatoire, tel que celui représenté par l'équa­
tion (48). On peut aussi identifier un système linéaire à
partir de ses courbes de gain et de phase. Si le gain est
représenté en décibels, en fonction du logarithme de la
phase, on obtient un diagramme de Bode. Nous avons
comparé les courbes ainsi obtenues à celles données par
Pelissier. On a trouvé que la courbe de gain correspond
presque exactement à la fonction de transfert:

(46)

(47)

Yr = ~ h"xr _ l;

"-0

A

P = 1.",,(1) = °607A .,

Y!!!J (0)

Yr = 0,2 xI' + 0,09 X"_l -+- 0,05 X"_2

+ 0,02 x r _8 + 0,02 X"_'1

et:

Données journalières.

Pour l'étude des données journalières, on a choisi 3 653
données, soient dix ans de 1956 à 1965. Ces données furent
filtrées par un filtre digital passe haut qui atténua les fré­
quences au-dessous de 0,01 cpj = 0,3 cpm = 3,65 cpa. Le
cycle annuel et ses trois premières harmoniques étant fil­
trés, la série résultante est essentiellement stationnaire. Le
spectre des pluies journalières transformées est assez
bruité mais néanmoins son comportement moyen peut être
assez bien représenté par le processus autorégressif du pre­
mier ordre (fig. 5) :

XI = 0,281 X 1_ 1 -+- el (48)

et la variance du résidu est 1,47.
D'une manière semblable, le processus débits transfor­

més peut être approché par:

YI = 0,88 YI-1 -+- el (49)

et la variance du résidu est 0,064.
Le transfert pluies-débit à l'échelle journalière a été

étudié au moyen de l'analyse spectrale croisée. On a
considéré cette fois un système linéaire continu donné par:

Y (t) - y= 1: h (II) [x (t - Il) - x] du -+- z (t) (50)

La fonction de transfert, H (1), dans le domaine des fré­
quences est donnée par l'équation (34), et sa transformée
de Fourier inverse donne la réponse percussionnelle h (II).
La figure 6 montre que la réponse percusionnelle décroît
rapidement. La figure 7 montre le spectre du bruit résiduel
Z (1) calculée par la relation (36). On remarque qU'au-delà de
la fréquence 0,05 cpm, l'amplitude du spectre du bruit rési­
duel est négligeable. Il serait possible d'approximer la

YI = °-+- 0,09 XI -+- el

La figure 8 donne la distribution de l'estimateur b (k)
en fonction de la fréquence. On voit donc qu'il y a plusieurs
modèles linéaires possibles pour relier les débits aux pluies
journalières. Le choix dépendra de la précision désirée.

Données à intervalle de 2 heures.

Les données choisies couvrent la période du 15 juin au
10 novembre 1967 correspondant à 2 160 intervalles. Cette
période n'inclut pas de neige, toutes les précipitations sont
sous forme de pluie. Les pluies observées à la station de
Gelles furent utilisées vu la difficulté de lire le pluviographe
de Pontaumur à un intervalle aussi fin. Etant donné la
proximité des deux stations, on peut considérer que les
données de Gelles sont aussi bien représentatives des pré­
cipitations sur le bassin de la Sioule que celles de Pontau­
mur. Il est intéressant de noter que les covariances croisées
entre pluies et débits n'étaient pas centrées, mais que le
maximum était au pas - 9 (fig. 9) pour les données natu­
relles, et au pas - 17 pour les données transformées. Avant
de calculer les spectres, on a aligné les covariances croisées
en les translatant de - 8 unités pour les données naturelles
et - 16 unités pour les unités transformées Cl. On remar­
que que le décalage de 8 unités de temps équivaut à 16 heu­
res, ce qui est de l'ordre de grandeur du décalage entre les
pluies et les débits. Nous avons observé que la transformation
logarithmique des débits, et la racine carrée des pluies perd
graduellement son effet normalisateur au fur et à mesure
que l'unité de temps décroît. Nous avons donc choisi d'étu­
dier les résultats des données naturelles.

La figure ]°montre le spectre des pluies en échelle arith­
métique. La décroissance du spectre aux fréquences infé­
rieures à 0,02 cp2h est due au filtrage des basses fréquences.

C) Pour plus de détails concernant l'alignement de la covariance
avant le calcul des spectres croisés voir Jenkins ct Watts (1968).
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9/ Covariances croisées, pluies et débits à 2 h d'intervalle,
données naturelles.

10/ Spectre calculé et théorique des pluies de 2 h en 2 h ,
données noturelles.

La série des pluies peut se représenter par un processus
autorégressif du premier ordre:

On observe que les structures autorégressives des proces­
sus des pluies horaires et journalières sont très semblables.

Nous avons obtenu la réponse percussionnelle d'un sys­
tème linéaire continu reliant les pluies et les débits, ainsi
que le spectre du bruit résiduel. Mais les valeurs du spectre
résiduel ne sont pas négligeables par rapport à celles des
pluies. A une échelle aussi fine, il semblerait que les pro­
cessus de renouvellement ont l'avantage de représenter con­
venablement les séquenccs des intervalles secs et humides
ct, que la structure chronologique des pluies est mieux
représentée que par un proeessus autorégressif.
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Discussion
Président: M. P. CASEAU

M. le Président remercie vivement M. BERNIER. qui en l'absence
de M. le Professeur DELLE UR empêché, a bien voulu présenter la
communication de ce dernier et ouvre la discussion.

Quand deux séries Xl (1) et X, (t) sont reliées par une fonction de
transfert linéaire, quelle amélioration amène l'analyse cospcc­
traie et la fonction de cohérence pour déterminer la tramformée
de Fourier de la réponse percutionnelle, par rapport à la méthode
classique de quotient des transformécs de Fourier des sérics X, ct X, ,

demande M. G. de MARSILY.
Concernant l'usage des spectres pour rechercher des relations

de convolution du type de celles examinées ici, M. le Président se
demande s'il ne serait pas plus rapide et plus sOr d'utiliser l'algo­
rithme de Kalmann.

Je n'ai pas l'expérience de l'algorithme de Kalmann parce qu'on
a rarement essayé de définir en hydrologie des relations de ce type,
répond M. BERNIER.

Mais observe M. le Président, il n'y a pas de dilTérence très grande
entre l'algorithme de Kalmann et les méthodes statistiques que vous
avez l'habitude d'utiliser. On peut même dire que cet algorithme
a comme originalité, comme dans la recherche des variables pr:n­
cipales que vous avez exposée, de ne pas figer il priori le degré
de l'approximation, c'est-à-dire le nombre de points qu'on prend
au départ, mais de s'arrêter lorsqu'on a atteint la dimension maxi­
male du système et que le résidu ne mérite plus d'être analysé.

« Je dois préciser, dit M. BERNIER, que j'ai cité la méthode de
Fourier transformée parce qu'elle est assez utilisée et rend le calcul
relativement aisé; mais les figures que je vous ai présentées ont
été obtenues à partir des méthodes traditionnelles, en particulier à
partir du calcul de l'estimateur spectral classique, avec lissage par
les méthodes usuelles.

« Avec ces méthodes statistiques, vous avez vu apparaître la
variabilité de l'estimateur et son caractère erratique même après
lissage.

« Cela m'amène à souligner un point très important, à savoir
que le spectre sans lissage est le périodogramme en statistique. Il
a été utilisé de façon « excessive » par certains hydrologues cher-
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chant des périodes: ceux-ci ont analysé le périodogramme, le spec­
tre non lissé et en ont déduit l'existence de nombreuses périodicités
(cycle de Bruckner de trente-cinq ans, cycle de onze ans dit des tâches
solaires, etc.). Malheureusement, l'existence de ces périodicités est il­
lusoire; elle est due à la méthode de calcul elle-même qui introduit
une certaine instabilité. »

M. DUBAND pose à M. BERNIER les deux questions suivantes:
1" Pensez-vous qu'il y ait plus d'informations dans le spectre que

dans le corrélogramme?
2" Les hypothèses de stationnarité concernent les moments de

second ordre: or il ne sullit pas d'éliminer la composante saison­
nière de la moyenne et de l'écart-type en utilisant des variables cen­
trées réduites pour être assuré de la stationnarité des moments
d'ordre supérieur à deux; pour certains bassins, le:; processus
auto régressifs sous-ja:ents sont totalement difTérentes suivant les
saisons. »

M. BERNIER répond en ces termes:
« Je commence par répondre à la deuxième question...
Effectivement (je. crois l'avoir dit au cours de l'exposé), cette

analyse suppose qu'il y a en fait une certaine stationnarité du pro­
cessus. Bien sùr, en hydrologie son application est limitée parce
qu'il y a quelquefois des stationnarités plus complexes que celles
qui apparaissent au niveau des caractéristiques du second ordre.
EfTectivement, cette technique ne prétend décrire que les caraclé­
ristiques du second ordre, c'est-à-dire les variances et autova­
riances des séries. C'est donc une description limitée mais précise
pour les caractéristiques étudiées.

« Je réponds maintenant à la première question ... « lJ n'y a pas
davantage d'information, puisque finalement l'information de base
correspond aux autocorrélations d'une série. Le spectre donne de
l'information une photographie dilTérente de celle de l'autocorréla­
tion; peut-être plus précise pour certains aspects, peut-être moins
précise pour d'autres... Pour l'étude des structures de dépendance,
le spectre est vraisemblablement plus précis. »

M. le Président clôt la discussion en remerciant les personnes
qui ont bien voulu intervenir malgré la technicité du sujet.

Recent developments
in the analysis of hydrological time records. Concatenations

and spectrum analysis

The generation of hydrologie time series is the starting point of
the systematie analysis for the study or the management of watel'
resources deveJopments. In general, the stationarity of the time
series, at least to the second order is assumed. Hydrologic series
are not necessarily stationary but may be made approximately
stationary by the removal of the deterministic components that may
exist, such as a trend, a periodicity, or a persistence.

The most common mathematical models for time series simulation
are the autoregressive processes, the moving averages and the mixed
proeesses. The auto- and cross-spectral analysis is a powerful
method for the determination of mathematical models of hydrologie
processes. The general appearance of the autospectrum indicates
the type of process, for example, if a first or a second order
autoregressive process is a suitable model, and the spectrum may
also be used to determine the values of the model parameters.
The crossed spectrum is useful to establish relationships between

two time series such as the rainfall and runoiT sequences. These
series may be related, for example, by a simple regression. A
continuous or a discrete linear system eonnecting the two series
may be identifled. With the latter model, the runotrs may be
expressed as a weighed sum of antecedent precipitations.

These techniques were applied to the study of rainfall and runolT
in the Sioule basin, a tributary of the Allier River, in central
France. The study was made for monthly, daily and bihourly
data. A logarithmic transformation of the runolTs and a square
raot transformation of the rainfalls improved the relationships at
the monthly and daily time scales. The periodicity was removed
by normalization for the monthly data, and by flltering for the
daily and bihourly data. Several mathematical models are proposed
to simulate the time series of rainfall and of the runofl: and the
rainfall-runofT transfer in the Sioule basin for the three time scales.
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