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1. Introduction

1.1. Ecoulement rurbulent

En juin 1975, au colloque de la Société Francaise de
Physique ‘“Hydrodynamique physique et instabilités”,
Craya (1976) commencait sa revue de la turbulence par
ces mots : “parler de turbulence est difficile. Essayer
d’étre clair et significatif en peu de temps devient
acrobatique”.

Il serait présomptueux de donner une définition
précise de la turbulence, car chacun pourrait trouver
une situation que la contredirait.

Comme Tennekes et Lumley (1972) ainsi que Favre
et al. (1976), donnons les caractéristiques certaines,
indéniables et essentielles d’un écoulement qualifié de
turbulent :

— irrégularité. e premier caractére est laspect irré-
gulier, désordonné et imprévisible ou aléatoire de 1’écou-
lement ;

— diffusivité. C’est lexpérience fondamentale de
Reynolds qui montre que les particules composant les
filets colorés subissent un brassage intense et diffusent
dans tout le tube. Il y a donc, par rapport a I’écoulement
laminaire, un accroissement important des transferts de
masse, de chaleur et de quantité de mouvement ;

— rotationnel et tridimensionnel. Le rotationnel de la
vitesse présente de fortes fluctuations aléatoires ;

— dissipation. Les écoulements turbulents sont essentiel-
lement dissipatifs.

L’énergie cinétique d’agitation est dissipée en chaleur
dans le fluide. Pour entretenir le mouvement, un rapport
continu d’énergie est nécessaire .

- non linéarité. Entre les diverses échelles de fluc-
tuations, il y a des interactions qui correspondent 4 un

phénoméne de transfert d’énergie dii au terme non
linéaire de ’6quation du mouvement.

On trouve dans le livie Favre et al. (1976, p. 5) des
exemple d’¢coulements turbulents en apparence, mais
qui ne présentent pas ’ensemble des caractéres men-
tionnés ci-dessus.

La turbulence se produit lorsque le nombre de
Reynolds de I’écoulement est grand et est issue des
instabilités de P’écoulement laminaire [Martin (1976)].

Landau (1944) propose un schéma physique élaboré
4 partir de n transitions, chacune d’elles imposant au
fluide d’osciller 4 une fréquence déterminée & partir de n
phases arbitraires. Le nombre n augmentant avec le
nombre de Reynolds, I'apparition de la turbulence
serait graduelle et continuc.

Il ne semble pas que ce schéma soit confirmé par
certaines expériences sur la transition, notamment celle
de Gollub et Swinney (1975), qui conduisent & penser
4 une transition soudaine, comme l'indiquent Ruelle
et Takens (1971) dans leur théorie sur la nature de la
turbulence 1.

La turbulence est une propriété des écoulements et
non du fluide lui-méme. Elle s’étudie, pour les fluides
visqueux newtoniens incompressibles, avec ’équation
de Navier :

Vg 1
5[”‘7' 7)&’=—~;Vp+vv2q* (1)

oll p et ¢ représentent respectivement la pression et la
vitesse,

Les propriétés moléculaires du fluide n’interviennent
que par la viscosité cinématique ».

(1) voir aussi I'article de Berge et Pommeau (1980).
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La description du mouvement se fera dans le cadre
d’une théorie de milieu continu. Et, bien qu’il existe
des fluctuations de trés petites dimensions, la plus petite
échelle rencontrée dans P'écoulement sera toujours
beaucoup plus grande que le libre parcours moyen
des molécules. On associe aussi a (1) Péquation de
continuité :

V-g=0 )

1.2. Méthodes d’érude de la turbulence

Historigue

La recherche d’une théorie satisfaisante de la turbu-
lence a été marquée par des étapes remarquables :

— étude de Pécoulement moyen [Boussinesq, Reynolds]
sans recherche de la maniére dont il dépend de Ia
structure a petite échelle ;

— étude du champ 2 'aide de la statistique appliquée
[Taylor, Karman]. Cette étape s’est heurtée au probléme
de la fermeture du systéme des équations statistiques
inférieures en nombre 4 celui des inconnues [Leslie
(1976)].

— étude au moyen de la statistique mathématique
{Kampe de Feriet, Kraichman].

Apergu sur les théories

e Les théories heuristigues tendent de décrire la turbu-
lence en termes de concepts : longueur de mélange
de Prandtl, viscosité turbulente d’Heisenberg.

Parmi celles-ci les plus connues sont celles de
Heisenberg (1948), Chandrasekhar (1949), Proudman
(1951). Dans ces théories, le transfert de Dénergie
turbulente des grandes échelles vers les petites est étudié
au moyen de la viscosité turbulente.

D’autres hypotheses et approximations sur le transfert
conduisent a d’autres formulations [Kovasznay (1948),
Karman (1948), Goldstein (1951), Oboukhov (1954),
Pao (1965), Leith (1967)] et donnent des expressions
explicites pour le spectre d’énergie. Pour une compa-
raison critique, voir Ellison (1962).

e Les théories phénomeénologiques. Parallélement aux
théories précédentes, issues des idées de Taylor, se
sont développées des théories qui se déduisent d’hypo-
theses bien définies sur la nature de la turbulence :
Homogénéité et isotropie du champ [Robertson (1940),
Obukhov (1947)].

La turbulence ne dépend que de quelques grandeurs
indépendantes, d’olt 'utilisation de I’analyse dimension-
nelle :

— les propriétés asymptotiques des écoulements sont
indépendantes de la viscosité lorque le nombre de
Reynolds tend vers I'infini ;

— la structure locale, homogéne et isotrope, est indé-
pendante du mouvement & grande échelle et présente un
caractére d’universalité¢ [Kolmogorov (1941), Obukhov
(1941), Weizacker (1948), Onsager (1945, 1949)].

o Les théorie probabilistes dont le but est de prédire le
champ aléatoire en tout point de I'espace et & chaque
instant moyennant un nombre restreint d’hypothéses
[Van Atta (1972), Rose et Sulem (1978)].

1.3. Aspect physique de la turbulence — intermittence

Aupres des développements théoriques, des questions
sur la physique de la turbulence se sont posées, notam-
ment sur la dissipation de Dénergie turbulente aux
petites échelles du mouvement.

Cest Landau® qui a 6té amené & mettre en doute le
caractére universel de la théorie de Kolmogorov en
signalant la nature aléatoire de I’énergie dissipée. Pour
prendre en compte la remarque de Landau, Kolmogorov
(1962), Obukhov (1962) raffinent la théorie originale en
introduisant une loi de probabilité spéciale, la loi log-
normale, qui traduit le caractére intermittent des fluc-
tuations de grand nombre d’ondes, phénomeéne constaté
expérimentalement par Batchelor et Townsend (1949).

Novikov (1963, 1969, 1976) a donné consistance a
la nouvelle théorie en justifiant 1a loi log-normale par des
considérations de similitude d’échelles.

Physiquement, [Pintermittence correspond a une
structure spatiale et temporelle qui montre une alter-
nance de petites échelles d’intense activité et de larges
domaines de repos. Cette intermittence étant d’autant
plus prononcée que Déchelle concernée est petite.

La structure spatiale correspondante est certainement
trés compliquée et I'on aimerait pouvoir la visualiser au
cours du temps par un moyen qui reste a découvrir.

Divers modeles de l'intermittence ont été élaborés :
modéle géométrique de Frisch er al. (1974), modele de
cascade de Bell et Nelkin (1977), modéle fractal de
Maudelbrot (1974), analogie avec les phénoménes
critiques de Nelkin (1974).

1.4. Bibliographie

Danscet article, nous développerons d’abord la théorie
spectrale qui constitue une approche conventionnelle de
la turbulence, mais qui demeure une bonne introduction
pour la compréhension des phénoménes.

On trouvera dans des ouvrages plus denses les complé-
ments de démonstrations esquissées dans le texte. Voir,
par exemple, les livres de Hinze (1959), Batchelor
(1970), Panchev (1971), Tennekes et Lumley (1972),
Monin et Yaglom (1975), Favre et al. (1976), Frost et
Moulden (1977), ainsi que de bons articles de revue;
Chandrasekhar (1957), Lin (1959), Corrsin (1957, 1961),
Lin et Reid (1963), Leslie (1973), Craya (1976), Rose
et Sulem (1978).

D’excellents cours ont été dispensés ces derniéres
années, parmi ceux-ci notons Nihoul (1970), Lee (1970),
Orszag (1973), Nelkin (1976) dont on s'est inspiré
pour rédiger ce papier.

2. Théorie spectrale de 1a turbulence homogéne

2.1. Introduction et notations

On considére, en chaque point de I’espace et a tout
instant, les variables aléatoires qui caractérisent 1’état du

(2) voir Landau et Lifchitz (1971, p. 158).
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fluide. Les interactions entre celles-ci rendent compte
de la structure de la turbulence.

Pour étudier ces interactions, un moyen consiste 4
considérer les corrélations de la vitesse en deux ou
plusieurs points de I’espace-temps.

Nous ne considérerons que la turbulence homogéne
pour laquelle les valeurs moyennes de toute fonction
des vitesses ou d’autres grandeurs turbulentes et de leurs
dérivées sont invariantes pour toute translation arbi-
traire.

Un cas particulier est la turbulence isotrope qui est,
de plus, invariante par rotation.

—> ->
On appelle U la valeuimoyenne et u la partie fluc-
tuante de la vitesse locale g de sorte que :

- - - -
U=<g> <u>=0 (1)

ou <...> représente l'opération de moyenne d’en-
semble.

Dans un repére cartésien (xl, X,, X3), et lorsque 'on

suppose U porté par 1’axe xl, les équations 1 (1) et
1 (2) deviennent :

du du, du 19 3%u,
ol _|.U._l_.gﬂuj.._i:___£. v i )
ot ax, E)x]- p 0x; axjax].
ou;
—==0 3
ox ®

On utilise, sauf spécification contraire, la convention
de sommation sur Pindice répété, ainsi que la formule
générale sur la moyenne d’un produit de dérivées pour
un champ aléatoire « (¥) [Batchelor (1970) p. 19].

2.2. Notions fondamentales

Tenseur des corrélations doubles — FEnergie cinétigue
d’agitation turbulente

Considérons, a Pinstant ¢, le tenseur des corrélations
doubles de Ia vitesse notée I';; défini par :

— —> — > =
Fij G, r )= <U,' (x, 0 U; x+r > “
Compte tenu de I’hypothése d’homogénéité, la
corrélation (4) sera écrite Ly (r) et’on aura la symétrie :

() =T, (=7) (%)
de plus, d’aprés (3), on voit que :

d -
3; =0 (6)
- !

Pour ¥ = 0, la trace de Fij représente, au facteur
1/2 prés, Pénergie cinétique moyenne d’agitation turbu-
lente au point et 4 Pinstant considéré, pour 'unité de
masse de fluide, on la note :

1
S <u? T35 O] (7

1
> =20y, 0) + 15, 0) +

Tenseur spectral d’énergie — Spectre de l'énergie ciné-
tique

Considérons la transformée de Fourier de I (r) soit :

E; ®) = He K dr (@)

@ 1r)3 —_—

-
Ey (K) est appe.l‘e :tenseur spef:tral d’énergie qui ’presen'te
certaines propriétés de parité que 'on peut découvrir.

La condition d’incompressibilité (6) entraine, pour

>
E; (K), la relation :

— —>
K; E,-j (K) = Kj Eji &K =0 ©)
La fonction £, ([?) définie par :

- 1 - —> -
K X) ZE[EH K) + Ey, K) + E33 (&)1 (10)

est appelée densité spectrale 3-dim. de I’énergie ciné-
tique d’agitation, on a en effet :

f > > 1 2
E,, (K)dK=-’;<u > an

On définit aussi le spectre d’énergie £, (K) en prenant

Pintégrale de £, (1?) sur une sphére de rayon l[? | de
sorte que :

—1—<u2>=/m E, (K) dK (12)
2 vo  H

ol E,, (K) est une fonction non négative.

Vecteur flux d’énergie — Fonction transfert d’énergie

Considérons le vecteur :
1 —x - =
N]-=-2-<ul.(x) U, (x+r) u].(;s -
;DG CHH > (13)

qui ala dimension d’un [lux d’énergie par unité de masse

de fluide. Notons W(I—f) la transformée de Fourier de
(ON; [or;) «

WK) = — f-——iw KT g7 (14)
@m3Y &r

et T(]?) la fonction obtenue en intégrant W (I?) sur la
sphére de rayon | }% |, soit :

L7 1w ax =[ wiak (15)
Il vient, d’aprés (14)'
ﬁwr(f\f’)d/?— f"‘Le_'k’” dr=
f_LS( ?ﬂl (16)
o |7=3

ol § (r) est Ia fonction de Dxrac



378 LA HOUILLE BLANCHE/N® 6-1981

Soit, compte tenu de la définition (13) et de la condition
3):
2 Y wuu)=0 a7
—d = — —(U.u.u.) =
;| 7=0 ax,

d’ou la relation, utile pour la suite :

[rrwa=[ widak=0 (s

2.3. Forme du spectre d’énergie pour les petits nombres
d’ondes

Considérons un mouvement généré par une distri-
bution homogéne et stationnaire de forces impulsives
2 (%) aléatoires, de moyenne nulle [Saffman (1967)].

Il s’agit, par exemple, du mouvement initial pris par
un fluide contenu dans une enceinte que 'on secoue
brusquement. Les échelles comparables 4 la taille du
récipient, c’est-d-dire les plus petits nombres d’onde,
sont d’abord concernées. La viscosité étant sans effet
au début du mouvement, les équations sont :

U=Vp+tg (19)
Teu=0 (20)

ol p est la pression impulsive.

> > - > >
Appelons U (K), P(K), G{K) les transformées de
Fourier respectives de 7,3, g, il vient :

- - >

U=iKP+G (21)
> =
K-U=0 (22)

En multipliant (21) par K et compte tenu de (22) ona :
K.K. -
— 1]
v,= (8- —K-2—L> G, ®) 23)

soit, d’aprés (4) et (8) :

) (

-—£)(5, -
K2 ]

—>
_0)1‘1_)_9{),“ (K') est le tenseur spectral associé 4 la distribution
g (x).

Saffman (1967), en faisant des hypothéses sur les
propriétés statistiques du systéme de forces g (5?)
montre que les spectre d’énergie F,, (K) obtenu d’aprés
(24) doit prendre la forme :

E,(K)y=AK*+ 0 (K* (2%)

- K. K —
Ly (K) = <5ik - thl) brr (K) (24)

ol A4 est une constante positive, en général non nulle.

Lorsque A est égal & zéro, Batchelor (1970, p. 37)
indique que la forme prise par £, (K) doit étre :

E, (K) = BK*+ 0 (K®) (26)

Le spectre d’énergie cinétique tombe donc rapidement a
zéro, au voisinage des petits nombres d’onde. Cette
remarque prend de I'intérét lorsque I'on veut opérer une
troncature aupres de K = 0.

2.4. Turbulence atténuée

Lorsque la turbulence est faible, c’est le cas au bout
d’un temps assez long dans l’expenence du paragraphe
précédent, le terme non linéaire (u V) u devient
négligeable devant au/at il en est de méme des termes
de pression devant les termes de viscosité. Les équations
du mouvement se réduisent & :

o
—=yp y? 27
ot
Veu=0 (28)

de sorte que le spectre d’énergie vérifie :
3
5——5 (K, t)=—2vK*E(K, 1) (29)
t

dontla solution générale est :
E(K, 1) = C(K) e 251 (30)

La forme de C (K) peut étre trouvée en faisant tendre
K vers zéro, ce quinous reporte au paragraphe précédent.
Si (25) s’applique, Saffman (1967) conclut gue la
décroissance de I’énergie cinétique doit &tre en r~>/2_ i,
au contraire, c’est (26) qui est vraie, alors 1’énergie
turbulente décroit, dans la phase finale, comme 52
[Batchelor (1970, p. 72)]. C’est ce qui a été vérifié par
Batchelor et Townsend (1949) derriére une grille de
turbulence.

Daprés(12) ona:

1 R e —20K2¢
—<u >-]0' CK) e K (31)

qui indique que Iénergie cinétique est essentiellement
contenue dans les fluctuations de nombres d’ondes
voisins de zéro, ceci étant d’autant plus vrai que f est
grand.

2.5. Dynamique de la turbulence développée
Nous étudions maintenant le cas ou I'équation de
Navier compléte (2) s’applique.

Pour simplifier D’écriture, on utilise la notation

suivante :
w, 70 =u; (¥, 1) = u (32)
Multiplions (2) par u}, il vient :
du du, ou
up —+ Uu; —+ uju;—=
) ax, T ox;
1,9 8%2u,
L u; —  (33)
p fox; ax; 0X;

750
On ob’uent une équation analogue 2 (33) en permutant
* et X' que I'on additionne 2 (33), ce qui donne : ‘

1] .
g+ 0 (25, 20 g 2y 2
ax, ax T ax X; dx;

17,8 o' Fu, 3% u;
- ll,- ...[:7._ + Ll-—e_>+ v (uz, LA u; - l, >(34)
' dx; dx; 0 ;0;
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Comme u est indépendant de x" et queu est indé-
pendant de X, il vient, compte tenu de (3) :

0 Ne U a , ) ,
oy (u;uy) —é—;l—(uiui) +‘é;-,;(uiui) +
a a r_r
+— % (u; u; jup) + ox (u_iuiu]-) = (35)

X J
I P,
plox; °

Lax 8x ax ax J

a,(up)}

On prend maintenant la moyenne d’ensemble de (35)
et Pon applique les régles de dérivation [Batchelor
(1970) p. 19]. On utilise aussi I’équation de continuité

(2) et le fait que p est indépendant de X", alors (35)
conduit au résultat simple :

3 , N, 52
—<uu;>—2—L=2yp
or dr; or; ar;

<u,ul> (36)

ou V; est le vecteur flux d’énergie définien (13).
Cons1derons le tenseur _gies corrélations doubles
envisagé en (4) et notons 2T (7) la trace :

21“(;3 =TIy, (;3 + Ty, (—’?) + s (;3 (37
il vient pour (36) :

aT R
=W T VN (38)

ol les opérateurs V2 et ? doivent étre considérés dans
l’espace?.>

Effectuons, sur (38), Popération de transformée de
Fourier et utilisons les définitions (8), (10) et (14),
ona:

vy E o (K N =2vK*E,, (K N+ W (K ES))

En intégrant les termes de (39) sur une sphére de rayon

lKl on obtient :
J 2
—a-;Eu K, 0=2vK°E,K, )+ TK,1) (40)

ol Pon rappelle que £, {K) est le spectre d’énergie et
T (K)1a fonction de transfert (15).

Léquation (40) donne le taux de décroissance de
E, (K) & condition de connaitre T (K). La recherche

L Ey(K)
K%, (K)

K

T(K)

Figure 1 — Disposition relative des spectres de la turbulence.

dé cette fonction, a priord inconnue, constitue un
probléme central de la théorie de la turbulence. Les
variations comparées des termes de (40) sont indiguées
sur la figure 1. Le spectre K2 E, (K), appelé spectre de
dissipation, opere essentlellement dans le domaine des
grands nombres d’ondes.

2.6. Conservation de l'énergie

Daprés (12), le taux de décroissance de 1’énergie
cinétique est :

a(1< 2>> Ny S
— =<y = — i

ar 2 aeve

Notons, pour la suite, <€, >, la quantité suivante :

<g, > = 2uf0 K*E, (K, 1) dK (42)

Intégrons les termes de (40) sur toutes les valeurs de
K. i vient, d’aprés la propriété (18) et en utilisant (41)
et (42) :

L 1< 2>> <e,> (43)
—\—<u =—<e€
arN2 “

Le terme T (K), qui provient du terme non linéaire de
I’équation de Navier, n’apporte aucune contribution au
bilan d’énergie (43). Il sert au transfert de Pénergie
cinétique, d’olt 'appellation fonction de transfert, parmi
les nombres d’ondes de espace de Fourier.

Les questions que 1’on se pose portent sur le domaine
de nombres d’ondes concerné, sur le sens et le méca-
nisme du transfert.

On sait, on en reparlera plus loin, qu’il existe un
domaine, qualifié d’inertiel, dans lequel T (K) opere
le transfert de 1’énergie contenue dans les grandes
échelles (petits nombres d’ondes) vers les petites échelles
(grands nombres d’ondes).

Dans I’espace physique, les gros tourbillons alimentés
en éner%ie cinétique par l'extérieur, se divisent par
étirage™® en plus petits tourbillons jusqu’a cc que leur
taille soit suffisamment faible pour que la viscosité
devienne influente, L'énergie cinétique est alors dissipée
en chaleur dans le fluide, le tourbillon s’atténue puis
s’annihile.

2.7. Dissipation de l'énergie turbulente

La puissance spécifique dissipée dans un fluide
classique par les frottements visqueux s’écrit [Batchelor

(1967,p. 151)] :
1
¢ =2 V<el.].el.j 3 e”> 2v<

ol e; est le tenseur qui caractérise la déformation du
champ turbulent :

2

1
- S 5;) (44)

o = 2( 2, ) (45)
To2Nax; oy

(3) Vortex stretching,
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On considére le taux moyen de dissipation en opérant
la moyenne de (44), ce qui donne, compte tenu de (3) :

<¢p>=2v<e,. e,.>=

v ou, du
% 2<(—+—J—) > (46)

8x] ax;

ou encore :

<¢)>——V[ <———) >+< z >} (47)
]

Soit, en utilisant les formules sur la moyenne des
dérivées [Batchelor (1970) p. 19] (47) devient :

Ou,;\2 92
<¢p>=v <(—> >+ <u,u;>|(48)
dx; dx; 0x; Y

]

En turbulence homogene, ol (6) s’applique, le deuxidme
terme du crochet est nul, de sorte que :

du, \? du; du,
<p>=r<\—) >=p<—==> (49)
ax]. 0x; Ox;
j %
On calcule (49) en utilisant, 4 nouveau, les formules

sur la moyenne des dérivées et en procédant par passage
a la limite comme suit :

du; du,
<é> = lim v <L —L> (50)
¥ aX] ax]
d’olr :
8% I'(0)
<g>=-—2 57 €Y
re

]

ol I’ (;3 est donné par (37).
D’aprés (8), en prenant la transformée de Fourier
inverse,on a :

Ty, A = f E, &) e’K r a’K (52)
soit en calculant (51), &’aprés (37),(52) et (10),il vient :

<¢>>=2sz0 K*E, (K) dK (53)
En comparant avec (42), on voit que :
<g,>=<¢> (54)

Autrement dit, I’égalité (43) qui traduit la loi de décrois-
sance de P’énergie cinétique indique que cette derniére
est enticrement dissipée dans le fluide.

Il est usuel de conserver la notation < €,> pourle
taux de dissipation de I'énergie cinétique turbulente,
ce que nous ferons désormais.

3. Echelles de 1a turbulence

3.1. Echelles énergétiques et échelles dissipatives

A Tlaide de la quantité <u?>'/2 représentant la
vitesse quadratique moyenne d’agitation turbulente et
du taux moyen de dissipation <¢,>>, on peut former
par l'analyse dimensionnelle, les échelles de longueur L
et de temps T et, par suite, de vitesse V en écrivant :

L=<u?>?<e,>1 T=<u?><e,>!

V=<u?>12 (1)

Ces échelles, constituées sans prendre en compte la
viscosité cinématique v, sont appelées échelles énergé-
tiques ou échelles externes de la turbulence.

Si nous considérons maintenant le couple v et <¢, >,
les échelles constituées sont :

n=13%<e, >”1/4tn =pt? <, >
_ ,l/4 1/4
v, = v!/% <e, >4 (2)
Ces échelles sont appelées échelles dissipatives ou

échelles internes de la turbulence, ou encore échelles de
Kolmogorov.

On définit le nombre de Reynolds R, de la turbu-
lence par :

<u?>U s s
R, = —= <ur>rrTl<e, >t (3)
Si I'on forme le nombre de Reynolds R, & Taide des
échelles dissipatives, on voit que :
7
R, == 4)

A Taide de (3) et (1), on exprime les échelles dissi-
patives sous la forme :
L T 14

v

n= Ly =717 T i/a )
R2/4 n Ri/ n RL/

On sait que la turbulence développée correspond a
un nombre de Reynolds R; trés grand, de sorte que
Pon a les relations d’ordre de grandeur.

n<KL KT 9, <V (6)

3.2. Echelle de Taylor

Compte tenu de 2 (53), on introduit une longueur A,
liée a la dissipation, par expression :

<u’>1? [w )
-—2-):2——";0 KE,(K)dK (7

Cette nouvelle échelle, ou échelle de Taylor, sert
souvent de référence dans les expériences sur la turbu-
lence.

D’aprés (7), elle s’évalue & partir du spectre de dissi-
pation et peut aussi se déterminer a partir de la courbure
a lorigine de la fonction de corrélation, conformément
a2(sn.

En turbulence homogéne, il existe deux échelles A, et
A, respectivement appelées microéchelle longitudinale et
laterale reliées entre elles, lorsque la turbulence est

isotrope par :
A=A V2 (®)

On considére alors, dans les expériences, le nombre de
Reynolds : 21/2
Luc>HEN
Ry =—t % ©)

14
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d’olt les relations pratiques en turbulence isotrope
[Hinze (1959, p. 185)] :

1
R, = -1-5-12{ (10)
<u?>tz 1
— 1/2
Un T (5)Y4 RY (n
_)_\g_ 1/4 plp2
. = (15)"" Ry (12)
L2 R (13)
Z=—R,
A, 15
L 1
——— 3/2
2w (49

Notons que A,, quantité mesurable, permet la déter-
mination du taux de dissipation <€, > par la relation :

u?>
v (15)

4

<g,>=15v

avec <u?>=3 03 ol 03 est la variance d’une compo-
-
sante de u.

4. Domaine du transfert de ’énergie

On avu[2 (18)] que 'intégrale de la fonction transfert
d’énergie est nulle. De ce fait, on conclut qu’elle ne
contribue pas au bilan de la conservation de I’énergie
2 (43).

Reprenons 2 (18) :

fom T(K)dK = 0 1)

que nous écrivons sous la forme équivalente :

f“’ TE)dK =— [FT@)dK=1&) (@)
K 0

7 (K) représente le flux d’énergie pénétrant dans la
sphére de rayon | K | dans I’espace de Fourier.

Utilisons Pargument de Craya (1975) qui suppose
Pexistence d’un domaine de I’espace de Fourier composé
de grands nombres d’ondes et appelé domaine d’équi-
libre, dans lequel la variation 0FE /3¢ intervenant dans
2 (40) est négligeable. C’est-a-dire :

w(K)=2u£wKzEu(1<)dK (3)

On suppose, de plus, qu’il existe a l’origine du
domaine précédent un domaine, qualifié d’inertiel, tel
que la dissipation y soit négligeable. De sorte que (3)
s’écrit :

MK):zyfow K*E, (K)dK = cte = <g,> (4)

ol I'on a introduit <e, > conformément d 2 (53) et
2 (54). (4) donne une deuxiéme signification a <e,>.
Cest le flux dnergie qui pénétre dans le domaine
inertiel et le traverse sans modification.

domaine
inertisl

Figure 2 — Conditions d’existence du domaine inertiel.

Compte tenu de la définition des échelles (§ 3) le
domaine inertiel est constitué des nombres d’onde K
tels que :

1 1
Ky~ KK KKy~ = (5)
n

Tennekes et Lumley (1973, p. 266) précisent les condi-
tions pour lesquelles les domaines précédents existent.

Lorsque le nombre de Reynolds de la turbulence
R, est supérieur & 10%, on peut raisonnablement
sattendre 4 un domaine d’équilibre. Mais il faut que
R, soit supérieur a 10° pour qu’il y ait une possibilité
de zone inertielle, mais cette condition n’est pas suffi-
sante. Dans le diagramme de la figure 2, la condition (5),
compte fenu de la premiére égalité 3 (5), indique un
exemple de domaine permis. Corrsin (1962), en se
fondant sur 'échelle de Taylor, admet P’existence d’un
domaine inertiel dans le spectre d’énergie de la turbu-
lence sil’on vérifie :

R, > 500 (6)

On peut se rendre compte d P'aide de 3 (10) que (6)
ne serait pas suffisant puisque moins contraignant que
le critére de Tennekes et Lumley.

5. Phénoménologie de la turbulence

5.1. Cascade d’énergie

Pour se faire une idée physique de la turbulence, on
imagine le champ turbulent composé de cellules en
interactions. Ces cellules ou tourbillons (eddies) sont
autosemblables et rien ne permet de les distinguer, fors
leur taille. Ils sont supposés former un ensemble
statistique en équilibre. L’espace de Fourier est divisé
en couches sphériques d’épaisseur AK dont les rayons
sont en progression géométrique. On consideére les
rayons successifs K, _ |, K, K, ., et Ton note :

AK, =Ky — Ky M)

Soit # la raison de la progression. Alors :

AK, =K, ( —§—> @)
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Il est judicieux, comme I'on fait Tennekes et Lumley
(1973, p. 258), de choisir a' de sorte que (2) devienne
simplement :

AK, =K (3)

Ces auteurs en déduisent une interprétation énergétique
du tourbillon : un tourbillon est une perturbation dont
Iénergie £, (K) est contenue dans la bande AK autour
de K. Le spectre correspondant aurait I’allure repré-
sentée sur la figure 3. Dans 'espace physique, la fonction
de corrélation présente une oscillation de longueur
d’onde égale 3 K~! et amortie sur la distance (AK)™*.
On en déduit que la taille du tourbillon est

I=(AK =K1,

Le nombre n de cellules en interaction serait [Craya
(1975)] :

3 1
n='é‘——'—LnRL (4)

Tennekes (1977) précise le modéle en disant que le
tourbillon de taille initiale / donne naissance & a?
tourbillons de dimension /,,.

Le mécanisme détaillé de Pinteraction conduisant a
cette division, c’est-d-dire a ce transfert d’énergie, n’est
pas encore clair mais on comprend le modéle dénommé
cascade d’énergie.

n—1

Ey(K)

A

K

Figure 3 — Interprétation énergétique du tourbillon.

o

9
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,}0
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Figure 4 — Modele de cascade (sans intermittence).

A la maniére de Rose et Sulem (1978), on visualise
la cascade schématiquement sur la figure 4. Le
mouvement aux grandes échelles est entretenu par une
injection continue d’énergie qui est transférée dans les
échelles plus petites puis dissipée en chaleur dans le
fluide. Le passage de [énergie s’accompagne de la
division successive des tourbillons.

Reprenons le propos de Craya (1975) “La mécanique
de la turbulence n’est pas celle de 1’équipartition de
Iénergie entre un grand nombre de degrés de liberté
dans un systéme conservatif, mais celle d’un flux
d’énergie entre une source et un puits dans un systéme
dissipatif™.

Si Ton note E,, I’énergie cinétique spécifique du
tourbillon K, on a:

-
£, = JS e, Wk = B, K,) AK,  ©)

en supposant un spectre en puissance pour £, (K). Ce
qui se vérifiera a posteriori.

A Taide de £, et K, on introduit les échelles corres-
pondant & hiérarchie K, par :

1, =K' 6)
v = B2 = B, (K1 K2 ™
!
== Byl K = (B, (K2 K (9)
“n

Le temps £, est le temps de distorsion qui correspond
au temps nécessaire a la division du tourbillon de taille
L.
n
v, est la variation de la vitesse sur P’espace occupé par
le tourbillon suivi dans son mouvement d’advection

par le tourbillon qui lui a donné naissance.

Le flux d’énergie m(X,) quittant la lame sphérique
A K, et pénétrant dans la lame suivante est :

E p3
™ (I{rl)z—tﬁ =10

n

L=[E, (Kn)]3/2 K512 ©)
l, n
Dans le domaine inertiel, # (K,) est constant et égal &
la dissipation < ¢, >. On a donc, d’aprés (9) :

E, (K) = <e, >3 k=33 (10)

Le spectre obtenu, & une constante multiplicative pres,
de Tordre de P'unité, est le spectre de Kolmogorov
(1941) pour Iénergie cinétique. D’ou, d’aprés (5,)
I'énergie E, :

E,=<e, >3 K23 (11)
et, d’aprés (7) et (8) :

v, =<e, >3k 13 (12)

t, =<e,> 3 K23 (13)

La dissipation < €, > s'évalue, par exemple, a I’étape
finale de la cascade. C’est-a-dire lorsque K = K, = 7L
Soit, d’aprés 3 (2) :

<e,>=1K} (14)
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Le temps de distorsion pour K=K, vaut donc,
d’aprés (13) :
1
ty = o (15)
n

Or, (» k¥~ n’est autre que le temps d’amortissement,
ou durée de vie, du tourbillon de nombre d’onde K qui,
d’aprés (15), devient égal au temps de distorsion.

Le phénomeéne de division ne saurait subsister puisque
la viscosité annihile immédiatement le tourbillon créé.
La cascade cesse dés que K ~ K, et énergie se dissipe
dans le fluide.

5.2. Intermittence

Le modéle précédent est corrigé en tenant compte
du fait que tout ’espace n’est pas nécessairement rempli
par les tourbillons.

L’aspect correspondant a cette idée est schématisé
sur la figure 5, qui est & comparer a la figure 4.

Soit n le nombre de tourbillons de dimension [, issus
de la (n— 1)*™® génération. On suppose que ces
tourbillons occupent seulement une fraction f, de
Pespace rempli par les tourbillons , _ ;.

Une hypothése élémentaire sur le fractionnement est
exprimée par la relation :

B, = p" (16)
avec :
0<B<1 (17)

Rose et Sulem (1978) indiquent la correction 4
apporter aux expressions (11), (12) et (13) pour tenir
compte de cette nouvelle idée.

K73, K ) (18)
K P, k)7 (19)
t, =<e, > MIKIU, k)" (20)

E, =<g, >3
v, = <e, >3

ol .I'exposant u peut s’exprimer en fonction de §; [,
étant la taille du tourbillon initial de la cascade. Le
spectre d’énergie (10) est aussi modifié et devient :

E, (K)=<e,>PKB K7 *  (21)

$
Ny

{n
s\/

transfert

Figure 5 — Modele de cascade (avec intermittence).

Les résultats modifiés ne sont donc plus indépendants
des grandes échelles du mouvement.

La théorie évalue u = 0,05, ce qui apporte une petite
correction a la loi des — 5/3. Encore faut-il que le
nombre de Reynolds de la turbulence soit trés élevé.
La vérification ne peut s’effectuer que sur des écoule-
ments géophysiques et non sur une expérience de
laboratoire ou-les nombres de Reynolds obtenus sont
généralement trop faibles. Cette vérification exigerait,
au demeurant, une précision difficilement accessible
aux mesures actuelles en turbulence.

6. Formulation originelle de Xolmogorov (1941)

On admet que les échelles concernées ont un compor-
tement isotrope. Ce n’est évidemment pas le cas, en
général, des grandes structures de I’écoulement qui sont
sensibles aux conditions aux frontiéres qui générent le
mouvement.

Pour s’affranchir des grosses structures, on considére,
au lieu de la vitesse locale, la différence des vitesses
AT Pour cela, on forme le tenseur ¢ dont les composantes
sont les fonctions de structure Sy; (r)

Si]-(r)=<(u.— i)(uj‘“u')> (1)

ou u; sont les composantes de la vitesse au pomt X et
u les composantes de la vitesse au point X+7. Ce que
I'on écrit encore :
-
Sy () =<AuAuy;> 2)

Lorsque » n’est pas trop grand (r << L) Sy (r) ne
dépend que de la structure locale supposée homogene
et isotrope.

La forme générale de Sy (r) releve des résultats
concernant les champs homogenes et 1sotropes On
introduit Au, et Au, prOJectlons de Au sur 7 et sur
le plan perpendlculaxre ar

6.1. Domaine de I'équilibre et domaine inertiel

La premiére hypothése de Kolmogorov (1941)

consiste 4 supposer I'existence d’un domaine de 7 pour
lequel les paramétres de similitude sont v, pour la diffé-
rence de vitesse, et 1 pour les distances. D’aprés 3 (2)
ona:
v, = v <, St p=0<e, > (3)

Autrement dit, seules la viscosité v et la dissipation
<, > interviennent dans ce domaine appelé domaine
de I’équilibre.

Les moments, d’ordre quelconque p, de la variable
aléatoire Au, ne peuvent s’écrire que sous la forme :

<A > =oF fp(—;-> )

v
ol fp est une fonction non dimensionnée universelle de—.
n

La deuxiéme hypothése de Kolmogorov suppose, &
Iintérieur du domaine précédent, une zone, dite
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inertielle, dans laquelle la viscosité a un rdle négligeable.
Cela impose au deuxi®éme membre de (4) d’étre indé-
pendant de v et, par suite, a la fonction fp d’étre une
fonction puissance :

p/3

TG
P\ g P\y
ouAd p €St une constante de 'ordre de I'unité.

En particulier, les variances <Au3> et <Au?>
s’écriront :

<Aul> =4, <e, D33 (6)
2 4 2/3 ,.2/3
<Aut>=;A2<eu>/ r? (7)

Ces résultats ont été trouvés, pour la premiére fois, par
Kolmogorov (1941) et Obukhov (1941).

6.2. Zone d’amortissement visqueux

Pour les distances de corrélation r trés petites devant
Péchelle dissipative 7, on peut supposer [Landau et
Lifchitz (1966, p. 157)] que :

Au,~r (8)
de sorte que la variance correspondante aura un compor-
tement de la forme :

2 2
<Au;>=a,r )
ol g, est une constante qui s’évalue en considérant la
dissipation pour un champ laminaire. Le résultat est :

1 <Le, >
CAUE > = — M 2 10
P TP (10
2 <e,>
<Aui> =——4- 2 1mn
15 v

Pour les valeurs de r de 'ordre de L, il faut considérer
la structure & grande échelle et opérer le raccordement
[Saffman (1967)] en tenant compte au besoin de
I’anisotropie.

L’étude au voisinage de r = n s’effectue en faisant
des hypothéses sur la forme du spectre d’énergie E,, (K)
au voisinage de K = K, [Pao (1965)] et en calculant les

zone Inertielle
Ad ————
= zone d ‘aquilibre J
; e
!
| s
| _ T'Z/
i
At
//
’
/’ ] r
n , L

Figure 6 — Variance des fluctuations de la différence des vitesses
en deux points en fonction de leur distance.

fonctions de structure correspondantes par transformée
de Fourier.

On montre que les fonctions de structure (6) et (7)
donnent bien un spectre d’énergie en puissance — 5/3,
conformément 4 5 (10).

La figure 6 représente allure des variations de la
variance des fluctuations de la différence des vitesses en
fonction de la distance entre les deux points considérés.

7. Nouvelle formulation de Kolmogorov (1962)

7.1. Loi Log-normale

On consideére les moments d’ordre 3 et d’ordre 4 de
Au, que l'on écrit sous la forme non dimensionnée :

D) <Aul> 40 <Aul> W
r)=———7F—" r) =
<Ay >3 <Ayl>?

D (r) et A (r) sont respectivement appelés facteur de
dissymétrie et facteur d’aplatissement de la distribution
statistique des valeurs prises par Au,.

Lorsque les fluctuations de Au, sont gaussiennes on
trouve : D = O et 4 = 3, ce qui découle immédiatement
des propriétés de la loi de Gauss. Ces valeurs sont bien
trouvées expérimentalement lorsque les distances de
corrélation 7 sont trés supérieures a 1’échelle dissipative
n, résultat provenant du fait que les fluctuations de u,
sont elles-mémes gaussiennes comme en témoigne bon
nombre d’expériences (Fig. 7). Si l'on considére les
facteurs de dissymétrie et d’aplatissement pour des
valeurs de r beaucoup plus petites que ’échelle fonda-
mentale, ¢’est-a-dire les limites :

Dy=lim D) Ay= lim 4 () )

r—=>0 r—=0

on constate expérimentalement que D, et 4, s’écartent
trés largement des valeurs gaussiennes (respectivement
0 et 3).
A nombre de Reynolds de la turbulence modéré,
R, ~ 20, Batchelor et Townsend (1949) trouvent :
Ay=4 Dy=-—04 ®3)
D’autres résultats confirment ’écart par rapport a la loi
de Gauss et indiquent aussi une croissance de 4, et D,
en fonction de R, .
Wyngaard et Pao (1972) rassemblent les résultats
d’un grand nombre d’expériences couvrant la gamme
20< R, <1000. La figure 8. montre que D, varie &

-~- distrbution normale s
o  experience o

-0 u o\\o-

Figure 7 — Loi de probabilité des fluctuations de la vitesse,
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Figure 9 — Loi de probabilité des fluctuations de la différence
des vitesses en deux points lorsque la distance de ceux-ci est
comparable a Iéchelle énergétique de laturbulence.

peu prés comme la puissance 3/8 du facteur d’aplatis-
sement A,. Penchons-nous maintenant sur la loi de
probabilité de Au. Lorsque r est grand, on observe la
loi de Gauss (Fig. 9). Mais lorsque I’écart r devient
comparable a Péchelle dissipative on constate une
divergence notable par rapport au comportement
gaussien (Fig. 10).

Cette divergence s’accentue lorsque le nombre de
Reynolds de la turbulence croit, ainsi que lc montre la
figure 11 de larticle de Wyngaard et Pao (1972). On voit
que les grandes et les petites valeurs de Au ont une
probabilité plus grande de se produire que dans le cas
gaussien. Il y a donc des périodes de calme suivies de
périodes d’activité intense, on dit que le processus
aléatoire est intermittent.

Le fondement de la nouvelle théorie de Kolmogorov
(1962) se trouve dans les constatations expérimentales
rappelées ci-dessus et dans la remarque de Landau @
Celui-ci indique que la dissipation ¢, doit étre traitée
comme une grandeur qui fluctue beaucoup dans I’espace
et dans le temps.

11 convient, comme Obukhov (1962), de considérer
au lieu de la constante <e,>>, une moyenne €, qui

(4) Landau et Lifchitz (1971, p. 158).
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Figure 10 — Loi de probabilité des fluctuations de la différence
des vitesses en deux points lorsque la distance de ceux-ci est
comparable 4 1'échelle dissipative de la turbulence.

Prob (Au)

Figure 11 — Loi de probabilité des fluctuations de la différence
des vitesses en deux points pour différents nombres de Reynolds
de la turbulence.

dépend de I’échelle considérée. Tel est le cas de la
moyenne spatiale :

1 > > >
€, = Z——— f(zr) €, (x+r)dr 4)
-

-
ol (Z,) est la sphére de rayon r centrée en x ),
Comme €, est moyenné sur un volume fini, on a
. - .
affaire 4 une quantité aléatoire de x et de ¢, mais dont la
moyenne d’ensemble < e, > est e, >.

Partant de ¢,, il est possible, comme au paragraphe
3.1., de constituer les échelles v, et 7,

nr _ V3/4 6;1/4 v, — V1/4 6']:/4 (5)
et de formuler les deux premiére hypothéses de
Kolmogorov.

(5) pour une analyse précise de la théorie modifiée de
Kolmogorov voir Gurvich et Yaglom (1967).
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Le comportement statistique de la différence des
vitesses admet (5) comme paramétres de similitude,
soit :

¥
<Aaup> =<y >, (—-) (6)
,

S’il existe une zone inertielle, <Auf > doit étre
indépendant de la viscosité. En particulier pour la
variance, on aura :

<AuP>=B, <kl > 23 (N

expression & comparer 4 6 (6).

Pour aller plus loin, il faut connaitre la loi de proba-
bilité de ¢, afin de calculer la moyenne qui intervient
dans (7).

L’hypothése nouvelle ou troisiéme hypothése de
Kolmogorov consiste a envisager une loi log-normale
pour les fluctuations de €,. Une telle loi par sa forme,
traduit, avec une certaine fidélité, le comportement
intermittent de I’activité turbulente.

Yaglom (1966) justifie ce choix en considérant une
hiérarchie de tourbillons autosemblables indépendants.
Voir aussi Gurvich et Yaglom (1967) pour les calculs
détaillés.

La loi log-normale est certainement mieux adaptée
qu’une loi de Gauss pour traduire les fluctuations de la
dissipation [Orszag (1973)]. On se reportera aux articles
de Novikov (1971), Kraichnan (1974) et Mandelbrot
(1974b) qui étudient son champ d’application en
cherchant les justifications théoriques.

7.2. Corrections introduites par la nouvelle formulation

Suivons Orszag (1973) ou Craya (1976) pour les
résultats. On suppose que les fluctuations de log e,
sont distribuées suivant une loi de Gauss dont les para-
métres, moyenne et variance, seront notés :

m,=<Lne,> (8)
D? = <(Lne,—m)* > 9)

La loi de probabilité p (e,) s’écrit sous la forme :

©) 1 (Lne, — m,)? (10)
€ T emmm——— O % o —————————
P V2ub,e, P 2 D?

Les paramétres m, et D, s’expriment en fonction de
la dissipation moyenne <¢,> et de la taille /;, du
tourbillon générateur de la cascade [§ 5.1.]:

l
A+9oulnL r>q (11)
s
D, =
i
A+9uln> r<<n (12)
n
In<e>—2 2B b (13)
n<e¢,>———-—-——ILn— 7
“ 22 F "
m:
’ 4 9u_ 1,
n<e,>————1ILn> r<<n (14)
2 2 n

ou A peut dépendre des conditions de génération de la
turbulence, et u est une constante universelle.

A partir de (10) on calcule les moments d’ordre
quelconque p de la variable aléatoire €,, ce qui donne :

1
<eP> = exp <p m, +-é-p2 Df) (15)
Soit, compte tenu de (11) et (13) ou (12) et (14) :
p(p—-1)
Su
i 2
Cte <¢,>F (-0—)
r > 16
<el>= r>n (18)
p(p—-1)
7 2
Cte <e, >P(-°—>
n r<n (17)

D’oll la variance, dans le domaine inertiel

i

I\~
<Aut>=C,<e, >33 (J?-) (18)
r

On note que, dans le cas r << 7 la variance 6 (10) reste
inchangée.

Les facteurs d’aplatissement 4 (r) et de dissymétrie
D (r) définis par (1) peuvent se calculer avec la nouvelle

loi, ce qui donne :
3u

2

A () = Cte (—l;"—)w D (r) = Cte (-l;"-) (19)

On en déduit :
D () « [4 ()]*® (20)

Ce résultat semble cohérent avec les résultats expéri-
mentaux de la figure 8, ce qui étaye la théorie modifiée
de Kolmogorov.

Quant au spectre d’énergie, il est modifié comme
indiqué en 5 (20).

8. Spectre d’énergie cinétique dans le domaine
des grands nombres d’ondes.

Au paragraphe 2.6., on a calculé le taux de dissipation
<e¢,> en fonction du spectre d’énergie cinétique
E, (K). Soit :

<e,>=2v [TKE, () dK (1)

Lorsque l'on introduit dans (1) le spectre de
Kolmogorov 5 (10) ou le spectre corrigé de Pintermit-
tence 5 (21), on voit que Pintégrale (1) est divergente
pour les grandes valeurs de K. La théorie de Kolmogorov
n’est donc pas adaptée pour décrire la turbulence dans
le domaine de ’amortissement visqueux.

Divers auteurs ont apporté leur contribution a 1’étude
de £, (K) pour les nombres d’ondes K > K : en parti-

culier, les auteurs des théories heuristiques cités au
paragraphe 1.2. et notamment Heisenberg (1948) et
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Tableau 1. — Spectre d’énergie £, (K} selon divers auteurs.

Onaposé K = K/Kn * 0y, By, Q. 0p ety sont des constantes.

573 3 4 ,-4/3
HEISENBERG {1948) (5_@)2/ 3k [1+8Y K BATCHELOR(1970, p.130)
9Y 3¥VH&
2/3 573 ~dy ~4/3 3,3
Qg K [1+|3HK ] avec f3H= (__z_l:i)
NOVIKOV (1961) 1,30 <& K exp (-1.76 KZ) TATARSKIl {1971, p.57)
3 -5/3 ~
(IN(QQZ/ K5 exp —1.17CLN K2
2/3 5/3 ~h/3
PAO (1965) apces”” K exp (3, K77
Ajustement sur les
. 2/3 -5/3 ~V72 .
expefiences de (1,352 006)¢e K™~ expl-28K ) TATARSKii (1971, p.58)
GRANT et al. (1962)

T
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Pao (1965) ainsi que Obukhov et Yaglom (1953) puis
Novikov (1961)®,

‘On trouve dans le livre de Panchev (1971), p. 244)
les figures 12 et 13 qui illustrent la comparaison entre
les expériences de Grand et al. (1962) et les prédictions
théoriques de Kovasznay (1948) et Heisenberg (1948).
Nous constatons que P'analyse de Kolmogorov est en
défaut dés que K > 0,1 K.

On voit que I'on ne peut prétendre, compte tenu de
la dispersion des points expérimentaux, que {'une des
théories est meilleure que Pautre!”. Néanmoins, la
théorie d’Heisenberg est plus fidéle & I'expérience sur
une gamme plus étendue de nombres d’ondes. C'est
pourquoi on l'utilise fréquemment.

On se sert aussi de Panalyse de Pao (1965) en raison
de la commodité de son expression analytique qui se
préte bien aux ajustements de courbes sur les points

Diverses expressions analytiques, proposées par les
auteurs ci-dessus mentionnés, sont consignées dans

le tableau I. K est le nombre d’onde récuit K/K, ot
K, estégal & (<e,> p~ 4,

Pour K << K, les spectres tendent vers la loi en
puissance — 5/3 sous la forme déja indiquée plus haut,

E,(K)=C<e, > g3 )

La constance C a fait I'objet de nombreuses études
expérimentales dans diverses conditions ou types d’écou-
lements : canal [Comte-Bellot (1965)],jet plan[Bradbury
(1965)], jet axisymétrique [Gibson ef al. (1971)], sillages
[Uberoi et Freymuth (1969, 1970)].

2+
0F .o Expe.de GRANTet Al \
(1962) \
——— KOVASZNAY 7
~2r o HEISENBERG % .
l ‘l ,;‘f...
ny ‘ . oq(K/Kn) o
-k -3 -2 -1 0 ! expérimentaux.
~F K
G S
¥ 35, KOLMOGOROV
LR
oo
1k
c’est-a-dire :
O oo Expé de GRANT o AL 1y
(1962) Y
=== KOVASZNAY -
— HE[SENBERG A
log (K/K-)
-1 1 lq n
12 .8 4 0

Figures 12 et 13 — Spectre de I’énergie cinétique turbulente.
Comparaison expérience-théories.

(6) Ces deux derniéres références peuvent étre trouvées dans
ie livre de Tatarskii (1971).

(7) Une étude comparée des spectres d’énergie peut étre trouvée
dans l'article de Ellison (1962).
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Les valeurs trouvées sont toutes proches de 1,5. On
trouvera dans Monin et Yaglom (1975, T2, p.-483)
une bibliographie importante concernant les diverses
mesures de la constante de Kolmogorov ainsi qu’une
étude critique des conditions dans lesquelles elles ont
été effectuées, valeur du nombre de Reynolds
notamment.

9. Résultats concemant le champ de pression

9.1. Zone d’equilibre

La premiére hypotheése de Kolmogorov s’applique au
champ de la pression turbulente.
La fonction de structure :

<APP()>=<[pEF+AH-pEN> (1)
s’écrit dans la zone d’équilibre :
¥
< Ap?(r)> = p? <eu>g<’“"> )
n

ol g est une fonction universelle de la variable réduite
(/).

Dans le domaine inertiel, (2) ne doit pas contenir la
viscosité cinématique, de sorte que l'on a nécessai-
rement :

< AP? (r) > = p? <, >3 413 3)

Le spectre correspondant 4 (3) s’obtient par trans-
formée de Fourier et donne :

E,(K)=C*<e,>*3 k™3 4)

ot Cest la constante de Kolmogorov [8 (1)].

9.2. Analyse de Batchelor

Elle s’appuie sur 'hypothése de quasi-normalité des
fluctuations de la vitesse locale.

Partant des équations de Navier et de 1’équation de
continuité, Batchelor (1951) explicite le champ de Ia
pression fluctuante sous la forme :

!
auui

ax axlx 'l

1 —
—op () = 5)
p

ol uzf est la composante de la vitesse au point x"

Le calcul de la fonction de corrélation de 0p fait
intervenir le moment du quatriéme ordre du champ de
vitesse qui S'exprime simplement en fonction des
moments d’ordre 2 lorsque 'on a affaire & une loi de
Gauss. On aura, par exemple :

Lwgugupuy, > = <upu> <upu, >+

+ <u,u;><u].u'm> + <ugup, ><ujup> (6)

Batchelor calcule la quantité :
- 1 — - >
P(r)=—5<ép(x)ép(x+r> )
p
ainsi que la transformée de Fourier :

> 1 — 4?5-7 -
&) —(—-——-———2 7 [ P{r)e dr &

avec |

&)=

;1;; £, & )

- (K) est la densité spectrale des fluctuations de
pressmn
La variance < §p? > est donnée par :

<5p2>=4np2f0°° KPIL(K)dK  (10)
d’ol le spectre de la pression E, (K):
E,(K)=4np*K* 11 (K) (11)

Le résultat de Batchelor (1951) s’exprime sous la
forme :

= sin -,

~K') == dk
K- K|

(12)

E, (K) est le spectre d’énergic donné par 8 (1) dans le
cas K << K, ou plus généralement par le tableau I

> -
@ est Langle (K, K").

L’évaluation de P'intégrale de Batchelor présente une
certaine difficulté, Néanmoins, un calcul numérique de
(12) a été mené, dans le cas du spectre de Pao et du
spectre d’Heisenberg, afin de connaitre le comportement
de la pression au voisinage de K = K.

Les résultats présentés ici concernent le spectre
adimensionné :

~ ~ ~ K
nK)= K=— 13
X) e X (13)
n
Comme le spectre de Pénergie cinétique d’agitation
turbulente, le spectre de pression décroit trés rapidement
au voisinage de K = K. La figure 14 montre la compa-

;é _____ PAQ
oo HEISENBERG
— -
L1
A\
2k \

1 1
-1 0 iogK
0

Figure 14 — Spectre de la pression calculé a partir du spectre
d'énergie cinétique.
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8‘9 3
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-2
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0°

Figure 15 — Spectre de 1a pression selon la valeur du nombre de
Reynolds de 1a turbulence.

raison entre un spectre de Pao et un spectre d’Heisenberg,.
{13) peut s’écrire sousla forme :

~ 1
1K) =.—4——c2 KBBTER)  (14)

olt (X, R) est la fonction de coupure du spectre de

pression. On peut montrer, par le calcul, que I est
quasiment indépendante du nombre de Reynolds R de la
turbulence ainsi qu’il est indiqué sur la figure 15,

Dans le donaine inertiel, la densité spectrale de la
pression varie comme la puissance — 13/3 du nombre
d’ondes, le spectre £, (K) correspondant étant donné
par (4).

10. Résultats concernant la température

Le probléme du transfert de chaleur en écoulement
turbulent a été abordé pour la premiére fois par Obukhov
(1949) et Corrsin (1951).

La température est considérée comme un scalaire
inerte et passif. On veut dire par 12 qu’elle est transportée
par le mouvement sans modification de celui-ci.

Le mouvement turbulent effectue un brassage du
champ. Les gradients de température sont “mélangés”,
de sorte qu’il y a réduction des transferts thermiques et,
par suite, homogénéisation de la température,

La théorie du mélange turbulent, voir par exemple :
Monin et Yaglom (1975, T2, p. 377) est fondée sur
I’équation de conduction :

> =

d
56D =u70T)=xv* @T) @

ou 8 T est 1a fluctuation de la température absolue notée

T, u 7 la partie fluctuante de la vitesse du fluide et x la
diffusivité thermique.

On trouve une équation de conservation analogue &
2 (43) soit :

a(1<6T2>> <ep> 2)
o | —— P €
or \2 T

< ep> est la taux moyen de dissipation de la variance
<8T?> des fluctuations de température qui est relié
au champ 86 T (x) par :

3 2
© ﬂ] 3)

<erp> =X <{ .
qui identifie formellement au taux moyen de dissi-
pation de lénergie cinétique turbulente, noté plus
haut <e, >, et donne par 2 (54) et 2 (49).

On se limitera, a titre d’exemple, au cas des gaz pour
lesquels le nombre de Prandtl® = v x~! est de I’ordre
de 'unité.

10.1. Zone d’équilibre

On applique la premiére hypothése de Kolmogorov
au champ des fluctuations de température en consi-
dérant la fonction de structure :

2 - > > —> 2
<AT* > =<[BTx+rt)-6T(x N*> )
qui s’écrit dans la zone d’équilibre :
Y —1/2 12
<AT? () > = <ep><g,> G X (41 I )

ol & est une fonction universelle de la variable adimen-
sionnée r/n, avec :

Ny = X3/4 <€u >—1/4 (6)

Ny est la taille du plus petit spot de température existant
au sein de ’écoulement. Il est 4 comparer a la taille du
tourbillon dissipatif n donné par 6 (3). Dans le cas
¢ ~ 1,onvoit que :

=0 @)

La température correspondante T, est donnée par :
Tn=)(1/4<eu>’1/4<e:,~>1/2 ®)

qui est Panalogue de la vitesse v, (§ 3.1.).

Dans la zone dite inertielle et convective, la fonction
de structure ne doit pas dépendre de . De sorte que (5)
doit nécessairement s’écrire :

AT? (r)=<eT><6u>—1/3 213 ©)

i une constante prés de ordre de 'unité.

Dans le domaine ol la diffusivité thermique atténue
les fluctuations de température, et pour des distances de
corrélation trés petites devant P'échelle dissipative 7,
ona:

1
<AT? (1) > =~3—x“ <ep>r? (10)

Le spectre o (K) correspondant a (9) s’obtient par
transformée de Fourier et on montre qu’il est de la
forme :

Ep(K) =<ep><e,> K33 (11)
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10.2. Domaine des grands nombres d’ondes

Lorsque K devient voisin de K, (11) ne s’applique
plus. I1 convient de prendre en compte ’amortissement
visqueux et 'atténuation due a la diffusivité thermique.

Pour cela, Pao (1965) propose d’utiliser ses hypo-
theses sur le transfert dans un domaine étendu de
nombres d’ondes K > K, . Il obtient pour

Ep(K) =a<ep>.

_iax<eu>‘1/3K4/3
<e,>TUIK=S53¢ ? (12)

ol « est une constante dont les valeurs expérimentales
sont assez dispersées autour d’une valeurs moyenne
voisine de 0.5, [Monin et Yaglom (1975, T2, p. 494)].

La densité spectrale E,p. (K) correspondante sera :

o
ETT(K)ZZ;<6T>'
3
_ <e,>—U3gay3
e > g-I3 2 (13)

soit, en normalisant les nombres d’ondes :
-~ ~ a ~ ~ A~
Epr (K) :T< er> K P v KT T (K) (14)
i

avec . -
— Baa—1g4/3
JK)=¢ ? (15)

J (K) est la fonction de coupure assurant une décrois-
sance rapide du spectre de température au voisinage de

K=1.
Tatarskii (1971, p. 67) propose I’expression :

Epp(K) = 0,033 <ep> < e, >3 k=113 o= K? /KR
(16)
K, =25%q* K, an

avec

soit, en normalisant les nombres d’ondes & Kn :
E (E) _ 0415
e 4rn

<€T>K»;S y1 E—11/3 6—0,3485*3/2,"2”2 (18)

La fonction de coupure correspondante s’écrivant :

~ ~—3/2 2
J(K) —_ 6—0,348‘1 K (19)

Introduisons la densité spectrale adimensionnée
Epp (K) par:

~ o~ E . (K)
TT
Err (K) = 20
TT( X—1<ET>K,;5 )
Pour Pao, on aura :
~ o~ ~ 3 o—1%4/3
o —-= af K
Epp(K) =— @ K13 2 21

5
4}
3
2 -
1 -
3
1t
p.012 TATARSKII
---— PA0 Q=05 \
-2
L0G,, K
i 1 1 S T I I 10
-1 o]
Figure 16 — Spectre de la température.
et pour Tatarskii :
0’415@_1 K—11/3 ,—0,148 322

E...(K)=
TT() 47

__Sur la figure 16, on a représenté les graphes de
Eprp (K) correspondant & (21) et (22).
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