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Ces paramètres sont le nombre de Courant et le
nombre de Péclet, qui s'expriment, dans le cas monodi­
mensionnel:

Le nombre de Courant « mesure}) le nombre de
mailles de la grille de calcul qu'une particule l1uide
parcourt en un pas de temps, le nombre de Péclet
quantifie en quelque sorte l'importance relative des
phénomènes d'advection et de dispersion, à l'échelle de
la grille de calcul. Pour une diffusion nulle... ou des
vitesses très élevées, on aura un Péclet élevé. Au
contraire, quand la diffusion est importante, ou les
vitesses faibles (ex.: lacs), la valeur du Péclet sera
modérée.
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Notations

1. Caractérisation des problèmes numériques:
Nombres de Courant et de Péclet

A vertissemel11 __ On s'intéresse ici exclusivement à l'appli­
cation de méthodes numériques à la résolution de
l'équation d'advection-dispersion, laquelle décrit l'évolu­
tion des concentrations d'un composé dissous sous l'effet
de l'hydrodynamique (à l'exclusion de toute réaction
physico-chimique).

C Concentration en polluant (kg/ml)

C x ac = dérivée premiére de la concentration sui­ax
vant la direction 0,.

Q Débit (ml/s)
A Section mouillée riviére (m2)

V Vitesse moyenne dans la section (m/s)
Q A.U.
D Coefficient de dispersion longitudinale (m2/s)
iiI Pas de temps de la simulation
lix Pas d'espace de la grille de calcul
F,~' Valeur de la fonction F au point d~abscisse

X; = XI + (i - 1) . lix de la grille de calcul, au
temps 1" = 10 + 11 • iiI, 10 = début de simulation.

Lorsque l'on met en œuvre une méthode de résolution
numérique, on se ramène tout d'abord au problème de
résoudre les équations, continues, en des intervalles
discrets d'espace et de temps. Ce faisant, on introduit
des paramètres qui caractérisent le problème numérique
à traiter, paramétres qui dépendent tout à la fois de
spécificités physiques (champ de vitesses, coefficients de
dispersion, ...) et de la façon de discrétiser.

Comparison of numerical schemes for the advection-dispersion equation

To assess water quality after some transient events (accidentai contamination, urban' storm overflows,
.. .), one needs to take into account the hydrodynamic features of the receiving water body and the
advection-dispersion phenomena. We present here two groups of numerical schemes for the solution of
advection-dispersion equation and an evaluation of their applicability domain.
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C, et Pene sont bien sûr pas uniformes dans un cas
réel (variations spatio-temporelles de v. .. ).

L'idéal serait bien sûr de discrétiser espace et temps
uniquement en tenant compte des caractères physiques
du problème étudié: pouvoir ainsi adopter de très
grands pas d'espace dans les zones où l'on sait que les
concentrations ne varient que fort peu le long de la
rivière, adopter des pas de temps conformes aux échelles
de temps des phénomènes simulés, ou dépendant de la
fréquence à laquelle on dispose d'informations sur les
entrées (amont, rejets) du système étudié. Malheureuse­
ment, les contraintes de mise en œuvre des schémas
rendent souvent cela impossible.

Quels sont, dans le milieu naturel, les ordres de
grandeur des nombres de Courant et Péclet? Ils sont
bien sûr fortement dépendants du site étudié. A titre
d'exemple, nous citerons deux cas fort différents.

Le premier est celui de l'Arc à l'aval d'Aix-en-Pro­
vence [1], petite rivière au régime fortement inOuencé
par le rejet de la station d'épuration d'Aix (30 % du
débit d'étiage de 1 m 3js).

Des données recueillies lors d'un traçage de juillet
1987 (étiage typique) nous ont permis de calculer les
valeurs des nombres de Courant et de Péclet en différen­
tes stations de la rivière, pour un pas d'espace de 100 m
(ce qui donnerait environ 400 points de calcul entre Aix
et l'Etang de Berre où se jette l'Arc) et un pas de temps
de JO min (l'étude de l'impact du cycle journalier de la
station d'épuration demande des simulations sur 3 à
5 jours).

STATION U D Pc (6x = 1(0) Cr (6x = 100. 10 min)
(mis) (m2 /s)

PIOLINE 0.27 1 27 1.6

MAURAN 0.51 9.3 5.5 3

SI PONS 0.7 2.5 2.8 4.2
1

SI PONS 0.45 12.6 3.6 2.7
2

St PONS 0.25 3.5 7.1 1.5
3

On note une forte hétérogénéité des nombres de
Péclet et de Courant, qui peuvent atteindre des valeurs
élevées (30 pour P e' 4 pour C ,). Pour maintenir
C, plus petit que l, on serait obligé, pour un pas d'espace
de 100 m, de travailler avec un pas de temps de l'ordre
de 2 min!

Le deuxième exemple est celui de la Seine en amont
de Paris, sur laquelle plusieurs campagnes de traçage ont
été effectuées en 1981-1982 (Modèle DISPERSa,

Agence Financière de Bassin Seine-Normandie, Compa­
gnie Générale des Eaux).

Nous appuyant sur les abaques « Débits-Vitesses de
transfert» et « Vitesse-Diffusion longitudinale» établies
à cette occasion, nous avons estimé les ordres de
grandeur de C, et P e pour différents débits, toujours
pour ll.x = 100 m et ll.t = 10 min, valeurs qui semblent
raisonnables vu la géométrie de la Seine (qui ne varie
que lentement) et les durées de simulation en jeu en cas
de pollution accidentelle.

Q UM D Pc (6x = (00) Cr (6x = 100. 10 min)
(m'!» (mis) (m2 /s)

50 0.15 0.7 21.5 0.9

100 0.27 2.5 II 1.6

150 0.4 4.6 8 2.2

300 0.6 11.4 5.4 3.6

400 0.75 16.5 4.6 4.5

700 1 30 3.5 6

On note essentiellement une forte valeur des nombres
de Courant. Là encore, une limitation sur le nombre de
Courant imposerait de travailler avec des pas de temps
faibles par rapport aux échelles de temps « naturelles»
du problème physique.

2. Description des schémas numériques

Etant donné le grand nombre d'algorithmes proposés
pour traiter l'advection-dispersion, le choix des schémas
testés dans celte étude ne peut qu'être subjectif. Les
méthodes sélectionnées l'ont été pour l'une ou l'autre
des raisons suivantes:

- leur simplicité de mise en œuvre,
- leur représentativité par rapport à une classe de
méthodes numériques,
- leur acuité reconnue.

Le traitement numérique des différents termes qui
composent l'équation d'advection-dispersion est de difli­
cuité inégale. En particulier les termes de diffusion
posent peu de problèmes et sont généralement traités
suivant la méthode proposée par CRANK-NICOLSON.

Les schémas testés ici se distinguent par la manière
dont sont pris en compte les termes advectifs, 4 schémas
utilisant en particulier la méthode des caractéristiques.
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2.1. Différences finies
Pointa ut!l!.'. Conditions

pure)

de stabilitéOrdre

d'appro-

LA)(-WENDRQFF 2nd C, < 1

explicite en

2 pliS

(PREDICTEUR -

CORRECTEUR)

DIFFERENCES 2nd Inconditionnel-

CENTREES lement stable

SEMI-IMPLICITE

DIFFERENCES 2nd C, < 1

CENTReES

SEMI-IMPLICITE

LAX-WENDROFF 2nd C, < l

EXPLICITE en ou 3erne

2 PAS (si U

uniforme)

pour 1.

u

DiscrétisationH6thod.

Briley

Mac Cormack

Mac Donald

Quick

Les méthodes aux caractéristiques exploitent les pro­
priétés des courbes caractéristiques de l'écoulement, qui
sont les courbes tangentes au champ de vitesse.

Le long de ce type de courbe, d'équation dx = U, la
dt

dérivée totale de la concentration s'exprime en effet:

Takacs

Le principe des méthodes aux différences finies est:

- de ne calculer la valeur de la fonction concentration
qu'en des points discrets de l'espace-temps (Xi' t');
- d'approximer les dérivées partielles de l'équation
d'advection-dispersion, en un nœud M(xi , t'), par des
différences faisant intervenir la concentration C;' et les
concentrations aux points de la grille voisins de M; ce en
se basant généralement sur les développements en série
de Taylor.

Nous nous sommes volontairement restreints à des
méthodes ne faisant intervenir qu'une approximation
d'ordre assez bas (second ou troisième ordre) des termes
advectifs (ac/ax), ce qui limite leur complexité numéri­
que.

Pour les 4 méthodes retenues on se ramène, au pire, à
des systèmes d'équations linéaires tridiagonaux, pour
lesquels on dispose d'algorithmes de résolution extrême­
ment performants.

Nous ne rappellerons pas ici le développement
complet des schémas testés. Nous renvoyons pour cela le
lecteur aux références [2] (méthodes Mac Cormack et
Briley-Mac Donald), [3, 4] (méthode Quick), [5]
(méthode de Takacs), ou, pour une synthèse, à la
référence [6].

Nous nous contentons d'en rappeler les caractéristi­
ques principales dans le tableau ci-contre:

Nota: Pour tous les schémas, la dérivée partielle par
rapport au temps ac/at est approximée par

2.2. Méthodes aux caractéristiques

ac ac ( ac dx ac )-+U- =-+-- .
at ax at dt ax

Elles reposent sur l'approximation suivante: advection
et diffusion, qui sont des processus physiques simultanés,
sont traitées comme si elles se produisaient successive­
ment à l'intérieur d'un pas de temps (méthodes à pas
fractionnaires, cf. [13]).

L'équation d'advection-dispersion est ici traitée sous
sa forme non conservative :

Donc, si la concentration vérifie une équation de
transport pur, elle est constante le long d'une caractéristi­
que.

Pour calculer C * au temps t" + , au point M on va donc
procéder comme suit:

T

(
AD ac ) .

ax

La première étape consiste en la résolution de l'équa­
tion de transport pur. On recherche une solution inter­
médiaire C * telle que:

M
Inti I-----+-----!------==-o<--

a) On recherche P tel que la caractéristique passant
par M en t" + " passe par P en t".

Pour cela il faut intégrer l'équation ~-; = u(x, t) entre

t" et t"+ 1, avec pour condition limite x(t"+ 1) = M.
P est dit «pied)} de la caractéristique issue de

M.

c*-c" aC---,-- + u- = 0 (e,).
6t ax

Puis, dans un deuxième temps on calcule C" +, telle
que:

Ce par une méthode aux différences finies classique
(Crank-Nicolson ... ).

ln

p

i-2 i-l
x
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3.2. Résultats

Le problème est gouverné par l'équation (U, D cons­
tants) :

3.1. Description du test sélectionné pour la présentation
des performances numériques

(-oo<x<oo).

<T 2 = <T~ + 2 Dt .,~=xo+U.t

Pour déterminer les conditions initiales (<To), la grille
de calcul et la durée de simulation (Tmax ) nous nous
sommes inspirés des ordres de grandeur indiq ués en [12].

Conditions du test

• U = 0,5 rn/s, ~x = 200 m, Tmax = la 800 s (la gaus­
sienne parcourt 5,4 km)
• Gaussienne initiale: <To = 264 m = 1,32 ~x, -+ distri­
bution initiale donnée à peu près par 7 points
• C, compris entre 0,12 à 1 (de 225 à 27 itérations
jusqu'à Tma.), puis, uniquement pour les méthodes aux
caractéristiques, de 1 à 3 (9 itérations)
• Pe: {l, 2, 5, la, 20, 50, 100, 200, 500, 1 000,
oo} .

Pour analyser les performances des schémas, on utilise
des mesures d'erreur (voir leurs définitions dans [12]),
portant en particulier sur la conservation de la masse, sur
le décalage induit par le schéma entre les positions des
centres de gravité et pics de pollution des distributions
calculée et exacte, sur la diffusion numérique du schéma
(<< étalement» artificiel du nuage de polluant), sur
l'atténuation induite (E, erreur relative sur la valeur des
pics de concentration), les oscillations parasites (manifes­
tations d'instabilité numérique, elles sont évaluées via le
rapport q> du maxima des concentrations négatives
générées par le schéma sur la concentration maximale).

• Les schémas sont tous bien conserva tifs. C'est particu­
lièrement remarquable pour les schémas aux caractéristi­
ques: la qualité de l'interpolation de l'étape d'advection
compense la formulation non conservative du problème.

• C'est l'acuité du traitement de l'étape de diffusion qui
conditionne la qualité du résultat pour les très faibles

numériques, nous appuyant sur les tests de référence
établis par un groupe de travail international ([12]). Pour
le détail de toutes les simulations effectuées et de leurs
résultats, nous renvoyons à [6]. Nous nous contenterons
ici d'illustrer d'un seul exemple les mérites et limites de
chaque schéma, ou famille de schémas, sachant que les
autres tests en ont confirmé les conclusions.

Conditions initia/es: distribution gaussienne centrée en
4>, d'écart type <To, de concentration maximale 1.

Conditions aux /imites: CCx, t) -+ a quand Ixl -+ + 00.

So/ulion exacle au temps t: distribution gaussienne
centrée en ,~, d'écart type <T, de concentration maximale
<Toi <T

En plus de la classique analyse de Fourier (cf. [6]), nous
avons aussi appliqué aux schémas une batterie de tests

3. Domaines d'applicabilité de méthodes
numériques

b) P ne coïncide généralement pas avec un nœud de la
grille de calcul.

Par suite, C (P) doit être déterminée par interpolation
d'après les différents Cr

c) D'après l'équation de transport,
C*(M) = CCP, t").

Les différentes méthodes aux caractéristiques se distin­
guent essentiellement par la formule d'interpolation
utilisée dans l'étape (b). C'est de la qualité de celle-ci
que dépendra l'acuité du schéma.

Pour déterminer la trajectoire, différentes méthodes
sont possibles. Dans les applications numériques nous
avons utilisé une méthode classique (Runge-Kutta du
4C ordre), dont les détails peuvent par exemple être
trouvés en [7]. Une erreur sur la détermination de P aura
le même effet que l'ajout d'un terme de dispersion
parasite.

Pour les détails des interpolations et schémas testés,
on se reportera à [8,9] (HoLLY-PREISSMANN), [6]
(Hop), [la] (RASCH-WILLIAMSON), [11] (DAN
N'Guy EN), ou [6] pour une synthèse.

On se contente ici d'en rappeler les grands traits.
Pour les trois premières des méthodes citées ci-dessus,

la concentration en P est déterminée à partir des valeurs
de la concentration et des dérivées spatiales de celle-ci
aux nœuds qui encadrent P. Cependant,

- pour Holly-Preissmann, en dérivant l'équation
d'advection-dispersion, on obtient une équation similaire
qui régit les dérivées spatiales de la concentration ([8]),
qu'on résout numériquement.

Cela conduit à travailler avec 2 variables, C et
C. (3 variables, C, Cx,Cy dans le cas bidimensionnel) au
lieu d'une seule (C). Les calculs s'en trouvent alourdis.
Par ailleurs, il faudra aussi imposer des conditions aux
limites sur les dérivées, ce qui peut se révéler délicat!
- pour Hop, version dégradée d'Holly-Preissmann, on
estime les dérivées spatiales par différentiation centrée
du champ de concentrations. On ne résout donc pas de
nouvelle équation pour les obtenir;
- pour Rasch-Williamson, on estime les dérivées spatia­
les à partir du champ de concentrations par une formule
d'interpolation non linéaire (formule d'Akima).

La formule de Dan N'Cuyen résulte d'un principe
différent:

- on calcule d'abord deux estimations de la concentra­
tion en P, par développement de Taylor au second
degré, l'un à partir du nœud en amont de P, l'autre à
partir du nœud en aval de P ;
- on pondère ces deux estimations.

Pour la pondération que nous avons sélectionnée, les
schémas de Dan N'Guyen et Takacs sont équivalents
pour un champ de vitesses uniforme, et un nombre de
Courant inférieur à 1.
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nombres de Péclet. On enregistre alors les plus petites
erreurs pour les pas de temps les plus réduits, quel que
soit le schéma.

• Dès que le phénomène advectif est important, les
comportements divergent. Globalement, à Péclet donné,
les performances des schémas aux différences linies
classiques se dégradent quand le pas de temps augmente.

Le comportement des schémas aux caractéristiques est
fondamentalement différent.

Quelle que soit la mesure d'erreur retenue, on a ici
noté systématiquement une décroissance de l'erreur au
fur et à mesure que le nombre d'itérations pratiquées
pour atteindre Tm.x> lin de la simulation, diminuait.

A chaque pas de temps, l'erreur est bien sûr fonction
du nombre de Courant local (plus le pied de la caractéris­
tique est proche d'un nœud de la grille de calcul, plus
l'erreur d'interpolation est faible). Cependant, plutôt
que de maintenir C, au voisinage d'un nombre entier, il
apparaît plus efficace de tâcher globalement de réduire
le nombre d'interpolations commises, donc d'augmenter
le pas de temps (en restant toutefois dans les limites
permises par la « physique» du probléme).

• L'étude du décalage du pic de concentration est
beaucoup plus instructive. Les schémas aux caractéristi­
ques se montrent globalement beaucoup plus robustes
(jamais d'erreur, par exemple, pour les schémas Holly­
Preissmann, Rasch-Williamson et Dan N'Guyen).

Pour les schémas aux différences linies, il n'existe
qu'une gamme restreinte de nombres de Courant pour
lesquels la position du pic de concentration est bien
prévue (sauf pour Takacs, très robuste aussi).

Cette gamme est d'autant plus étroite que l'advection
est importante (nécessité de nombres de courant très

1',
,~. rr-r--,-T'IInr----,------,

'--_--l--"---'-__,_,_~._--",--~, c.

MAC (e-f1Ac~

faibles pour Quick ct Bril.:y-Mac Donalu. ou au contraire
très proches de 1 pour Mac Cormack).

• Pour des Péclet forts, on observe parallèlement un
étalement excessif du nuage de polluant et l'émergence
de fortes concentrations négatives pour les schémas aux
différences, et également pour les schémas Hop et Dan
N'Guyen, mais d'une façon bien moins marquée (amélio­
rations notables dès qu'on augmente le pas de temps).

• Pour exploiter les mesures E et lp, nous avons tracé, en
fonction des nombres de Courant et de Péclet, les
courbes suivantes:

- Isocontours correspondant à des erreurs relatives sur
le pic de concentration de 5 %, 10, 15, 20, 25, 30, 35 %.
- Isocontours correspondant à des concentrations néga­
tives représentant respectivement 5 et 10% de la valeur
du pic de concentration.

Le tracé de ces courbes, dont quatre exemples sont
indiqués dans la ligure ci-dessous, permet de cerner un
domaine d'application des schémas, par exemple, selon
le critère suivant:

« des concentrations négatives n'excédant pas 5 % du
maxima, un amortissement du maxima n'excédant pas
10%».

Comme l'illustre la ligure, l'aire d'application des
schémas aux caractéristiques excède toujours largement
celle des schémas aux différences, et, particularité inté­
ressante, ce domaine d'application est d'autant plus large
que le pas de temps de la simulation est grand. Ainsi on
peut envisager de traiter de façon satisfaisante même des
problèmes fortemtnt advectifs, ce qui est tout à fait exclu
avec les schémas aux différences.

t,

l --'- -'- ~ '.

"

•
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3.3. Temps de calcul

L. SIMON

Références

L'étude des temps de calcul fait· apparaître que les
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