Essai critique sur la diffusion numérique
dans un algorithme d’écoulement
transitoire a surface libre

C. Thirriot, L. Benayada

[nstitut de mécanique des fluides
Institut national polytechnique de Toulouse

1. Introduction

Ce qui suit est en quelque sorte un hommage a Alexandre
PREISSMANN qui fut dés la fin des années cinquante a la
SOGREAH un des pionniers enthousiastes et imaginatifs
du calcul informatique au service de I'hydraulique. En
parallele avec I'expérience mende a la SOGREAH mais
tout & fait indépendamment, a Toulouse en 1959, I'un des
auteurs expérimentait un des premiers programmes de
calcul numérique d'intumescences (C. THIRRIOT [19]). I
avait la surprise de voir apparaitre des ondulations
secondaires en front d'onde alors que les accélérations
verticales, cause physique d'un tel phénoméne physique,
n’¢taient pas prises en compte dans le modéle mathémati-
que. C'était le premier contact avec les artefacts numéri-
ques qui peuvent fallacieusement donner 1'illusion de la
réalité naturelle. Mais souvent plus que les oscillations
parasites stationnaires dont les ondulations secondaires
sont un rare cas d'analogie, c’est la diffusion numérique
qui se glisse subrepticement dans les algorithmes et
s'étale dans les résultats.

Cette diffusion numérique est la raison cachée du
succes de la fameuse méthode graphique proposée par le
célebre hydraulicien italien G. DE MARCHI en 1945 [7]
pour le suivi des crues dans une riviere. Lalgorithme
sous-jacent au procédé graphique n’était qu'un enrichisse-
ment non linéaire de la fameuse méthode de Muskingum
proposée vers 1935 par Mac Carthy et le Geological

Survey Service pour le calcul de la propagation des crues
avec application a la riviere Muskingum.

Jusqu’en 1960, il ne semble pas que les hydrauliciens
qui se servaient de ces méthodes aient nettement percu
que I'étalement apparent des crues provenait de la
diffusion numérique née de la discrétisation des variables
d’espace et de temps. Ensuite les études critiques ont
proliféré. A I'aide de la transformée de Laplace. I'étude
littérale de 1'équation aux différences permet d’obtenir la
solution analytique du schéma de Muskingum (C. THIR-
RIOT [21]). mais la mise en évidence la plus approfondie
du caractere diffusif de ce schéma est certainement
I"étude proposée par J. CUNGE en 1969 [4] dans le Journal
de Recherche Hydraulique. Ceci a été si bien reconnu par
I"opinion hydraulicienne internationale que l'on parle
maintenant de la méthode de Muskingum-Cunge.

Mais le schéma & quatre points utilisé¢ dans cette
méthode n’est qu’un aspect simplifié de celui employé
par A. PREISSMANN 4 SOGREAH [13] dans "algorithme
implicite de résolution des équations de Saint Venant,
algorithme qui lui aussi, fait intervenir de la diffusion
numérique, diffusion qui est préjudiciable a la bonne
représentation de phénoménes a variation rapide comme
les intumescences.

L’appréciation de cette diffusion numérique parasite
est plutdt délicate par manque de référence. Souvent, on
procede par comparaison avec des résultats obtenus pour
de'minuscules pas de temps et d’espace ou le caractere

Critical test about numerical diffusion of transient
flow algorithm with free surface

In this paper, a critical study of the numerical diffusion associated to an hyperbolic-type operator
governing transient free surface flow, is presented. The numerical diffusion is estimated through the
discretisation of the simplified governing equations, using finite differences implicit scheme. The
diffusion is due to the choice of the space and time steps when using implicit scheme. The interpretation
of the results is made using the existing similarity with a simple oscillating system.
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hyperbolique de I’opérateur continu est assez bien
conservé dans la transcription numérique mais ceci coiite
extrémement en temps de calcul et I'on n'est jamais
parfaitement sfir du passage a la limite. Des études
analytiques fines des schémas numériques ont cependant
été développées au cours des derniéres décennies (A.
DAUBERT [6], J.A. LIGGETT [8] et M. PonNcE [10]).

Mais dans ce qui suit, nous allons suivre un chemine-
ment différent, tout a fait empirique fondé sur 1'observa-
tion des résultats de simulation numérique. Nous nous
intéressons a un cas particulier : caractérisé par 1'absence
de perte de charge et de pente du fond. L’écoulement
transitoire considéré est celui provoqué par une brusque
variation de vitesse a 1'amont d’un bief de canal débou-
chant a 1'aval dans un réservoir a niveau constant. Le
profil en travers du canal est supposé rectangulaire mais
I’on aurait pu tout aussi bien considérer un profil trapézoi-
dal sans complication aucune. L’énorme avantage de ce
cas simplifié, c’est que 1'on connait la solution théorique
et exacte fournie de maniére extrémement simple par la
théorie des caractéristiques.

Pour garder a la présentation des résultats un caractére
trés concret, nous n’avons pas voulu faire |'étude en
grandeurs adimensionnelles et nous n’avons considéré
qu’un seul cas d'écoulement. Mais procédant par induc-
tion, on verra que 1’on peut en tirer fructueusement un
enseignement assez général.

2. Construction de la solution numérique de
I’écoulement transitoire

2.1. Préliminaire et hypothéses

Nous choisirons donc d’étudier la propagation et la
réflexion d’intumescences a front raide. Ce faisant, nous
savons qu’en considérant un front raide, nous faisons une
entorse a la réalité car en fait il s’agit soit de ressaut
mobile bouillonnant, soit d’ondulation secondaire accom-
pagnant le front. Mais dans les équations de BARRE DE
SAINT VENANT, ne sont pas prises en compte les accéléra-
tions verticales qui vont expliquer les ondulations secon-
daires. La théorie des caractéristiques dans le cas d’un
€coulement idéal sans perte de charge dans un canal sans
pente fait apparaitre la propagation et la réflexion de
discontinuités brusques comme 1'indiquent les schémas
des figures 1 a 4.

Pour ne pas avoir des scrupules a propos du déferlement
ou carambolage des ondes superficielles, nous avons
considéré des variations trés modérées du débit (mais
variations brusques) ce qui nous permettrait de considérer
éventuellement I’hypothése de quasi-linéarité de 1’opéra-
teur aux dérivées partielles.

Notre objectif est la diffusion numérique a 1’état pur
d’olr 1'élimination de l'effet de perte de charge. Nous
laissons de co6té 1’étude des algorithmes numeériques,
nous les prenons en praticien, globalement, et nous
regarderons leurs effets sur deux aspects : vitesse a 1’aval
et hauteur d’eau @ amont.
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1 @ 4. Propagation et réflexion d'intumescences a front raide
dans un canal sans pente.

2.2. Equations et notations

Les équations de 1'écoulement transitoire & surface libre
sont celles, classiques, de BARRE DE SAINT VENANT (J.J.
STOKER [17], STRELKOFF [18]). Pour la suite, nous
introduirons les écarts & et v par rapport aux valeurs de la
hauteur H, et de vitesse V, en régime permanent
antérieur uniforme.

H=H,+h (2.1)
V=V,+v. (2.2)
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De plus, nous ferons les hypotheses suivantes :

h v
— <] et —<1]. (2.3)
H, Vo

Dans cet article nous nous limiterons au cas ol la pente
du fond est nulle et les pertes de charge négligeables,
ainsi la forme linéarisée des équations de SAINT VENANT
peut se réduire a ce qui suit :

dh o/ av

ot vna—\‘_u;'n%: 0 (2.5)
av av oh
§+V"§+ga—r=0. (2.6)

2.3. Conditions initiales et aux frontiéres

L’écoulement initial est uniforme. En ce qui concerne les
deux conditions aux frontieéres amont et aval nécessaires
pour que le probléeme soit bien posé en écoulement
fluvial, nous avons choisi de fixer la hauteur constante a
I'aval (ce qui peut correspondre grosso modo & un
débouché dans un réservoir) et de considérer les effets
d'une augmentation brusque v, de la vitesse moyenne
dans la section amont (ce qui entrainera une augmentation
de débit légérement modulée par la variation de hauteur),

2.4. Solution théorique

La plupart des lecteurs de la Houille Blanche savent bien
que la théorie des caractéristiques permet d’obtenir la
solution exacte correspondant a cet écoulement idéal avec
ces conditions aux frontiéres simples. Nous ne revien-
drons pas sur |'obtention de cette solution mais nous en
rappellerons brievement le comportement. La brusque
variation de vitesse 2 I'amont induit une onde positive
d’amont marquée par une surélévation brusque qui se
propage de maniére conservative jusqu'a I’aval (phase 1,
fig. 1). A I'aval, la condition de niveau constant provoque
la réflexion d’onde qui physiquement se traduit par la
vidange de I'eau accumulée en surélévation avec un débit
quasi double de celui qui continue d’étre injecté a I"amont
(phase 2, fig. 2). Cette onde négative d’aval arrivant 2
I’amont se réfléchit en poursuivant la vidange et donc en
maintenant un débit vers I’aval supérieur au débit injecté
a I'amont (phase 3, fig. 3). Arrivée a 1'aval, aprés avoir
créé un creux dans tout le bief, cette onde négative se
réfléchit et se transforme en onde de remplissage qui
efface le creux de volume par le fait d’une quasi
annulation du débit dans la section aval (phase 4, fig. 4).
Cette onde positive d'aval arrivant 4 'amont en s’y
réfléchissant double son effet de surélévation en reconsti-
tuant la surélévation produite & 1'instant initial par I'injec-
tion brusque du débit provoquant le supplément de vitesse
supposé maintenu par la suite. Le cycle est ainsi fermé et
le phénoméne recommence identique pour une nouvelle
période avec les quatre phases décrites ci-dessus. Avec
I’hypothése de phénomene conservatif sans dissipation
d’énergie due aux pertes de charge et sans effet de la
gravité di a la pente, théoriquement il y a reproduction
perpétuelle de ce cycle de maniére périodique.

Dans la réalité physique, évidemment, les évolutions
ne sont plus idéales. Mais on peut visualiser assez bien

les allers et retours d’onde dans un canal de laboratoire.
Seulement, du fait de la variation de la célérité des ondes
superficielles avec la hauteur d’eau, les ondes positives
font apparaitre un déferlement et les ondes négatives, un
étalement des fronts d’onde.

La solution théorique montre donc un perpétuel régime
transitoire avec passage de valeurs minimales a valeurs
maximales avec valeurs intermédiaires égales a la vitesse
amont ou a la hauteur aval, valeurs qui sont maintenues
constantes entre deux passages de front d’onde raide
positive ou négative.

2.5. Solution numérique

Dans la littérature, on trouve différents modeles numéri-
ques, mais on s’intéressera particuliegrement au schéma
numérique implicite proposé par PREISSMANN [13] qui est
largement utilisé pour la prévision de la propagation des
ondes de crues sur les rivieres a fond fixe. Ce schéma a
quatre points centré dans |'espace et décentré dans le
temps, généralisé ultérieurement par GOODWING [9] a
méme été employé pour la prévision dans le cas ol le fond
est mobile par CORREIA [3], RAHUEL [15] et YANG [24].

Dans le plan (x, r) de la figure 5, entre deux instants
n Aret (n+ 1) Ar et entre les sections j Ax et (j + 1) Ax,
pour toute fonction continue dérivable, PREISSMANN a
proposé les approximations suivantes pour les dérivées :

Lo L0 -1+ A =0~ D] @)

1

af N+ n "+ "
a_{=ml(fm' -0+ U =D 2.8)

B est un coefficient de pondération.
Ainsi, a chaque temps n Ar on aboutit & un systéme
linéaire de la forme :

"+ n+ |

a Vit vay kT ray ) va kil =gt (2.9)
byvl e by i by vl by BT = g5 (2.10)

ol: a, b, g, et g, dépendent de différentes caractéristi-
ques, & savoir :

— caractéristiques numérique (0, Ar, Ax)
— caractéristiques de 1’écoulement initial (V,, H,)

LN Axf2 Axf2

(n+1)At

At +

S S
ax (edax

5. Schématisation de discrétisation dans le plan (x, t),
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— caractéristiques de I'écoulement a l'instant antérieur
nAtr.

L’ensemble des équations ainsi obtenues sera fermé
par I'utilisation des conditions aux frontiéres suivantes :

V(0,1)=Vy+0,=0(0, 1) = v, (2.11)
H(L, t)=H, =h(L.1)=0. (2.12)

2.6. Bref apercu sur I'étude théorique des propriétés de
Palgorithme

Comme nous 'avons déja indiqué, plusieurs chercheurs
se sont employés A cerner par I'étude analytique les
comportements des algorithmes numériques utilisés en
hydrodynamique. Les cheminements peuvent paraitre
différents & premiére vue mais a y regarder de plus pres,
I"analyse consiste toujours a regarder suivant I"approche
traditionnelle de VoON NEUMANN, comment évolue dans
le temps et dans ’espace une perturbation de la forme
e” ¥ w el ¢ étant des nombres complexes. Si on
focalise I'atténuation sur I'évolution dans le temps, a une
abscisse donnée, aprés avoir posé w = w; + iw,, pour que
le comportement de I'algorithme soit stable il faut que
w, soit négatif ou nul puisque I'amplitude de la perturba-
tion évoluera comme e"''.

Comment détermine-t-on les paramétres w et ¢ ? Par
I’étude des valeurs propres de |'opérateur associé 2
I'algorithme numérique. En effet, il faut bien voir que la
perturbation de la solution numérique dont on parle ne
pourra proliférer que si elle correspond & une condition de
résonance, résonance du fondamental ou d'un harmoni-
que. Et I'on sait que les valeurs propres sont les
parameétres caractéristiques des modes de résonance.

Cette facon de voir et de faire revient encore i
considérer que la solution du systéme d’équations aux
différences associé par discrétisation au systéme d’équa-
tions aux dérivées partielles originelles, peut s’écrire sous
la forme d’un développement en série dans |'espace des
fonctions propres (ou vecteurs propres) associées aux
valeurs propres dont la forme la plus simple et bien
connue est le développement en série de Fourier associé a
la solution théorique du probléme simple que nous nous
proposons d’examiner.

Pour revenir plus précisément a notre propos qui est
I’évolution de la solution numérique de I'algorithme de
PREISSMANN, nous voyons donc que I'essentiel est de
déterminer les éléments des valeurs propres caractérisés
par w, pulsation complexe, et ¢, nombre d’onde, en
s attachant plus particulierement a la partie réelle w, de w
et ceci en fonction des découpages Ax et Ar.

L’idée est simple : on reporte dans les équations aux
différences homogeénes la solution indéfinie ™ * %' et on
recherche les couples (w, ¢) pour lesquels le systeéme aux
dérivées admet une solution non triviale (différente de
z€ro).

L’idée est simple, certes, mais le processus calculatoire
est un peu laborieux. Nous ne le détaillerons pas ici, nous
renvoyons les lecteurs intéressés aux articles de CORREIA
|31, LiGGETT [8] et PoNCE [10].

Dans sa thése, CORREIA lorsqu’il présente les condi-
tions de stabilité du schéma de PREISSMANN généralisé,
insiste sur l'importance du sens de déplacement des
ondes marqué par le nombre de courant C,. 1l aboutit a

une formule donnant I'atténuation en fonction de 6,
¢, et Ax/L et du décentrage dans |'espace repéré par le
parametre .

Aprés LIGGETT et CuNGE [8], PONCE et al. [10]
approfondissent 1'étude théorique de la stabilité du
schéma a quatre points, centré en x, en tenant compte de
I’effet d’une perte de charge linéarisée. Ils mettent aussi
en évidence I'expression de la célérité numérique et de la
différence entre les coefficients d atténuation (décréments
logarithmiques) afférents a la solution numérique et au
comportement physique de base et ceci seulement pour le
terme fondamental, mais étant entendu que la procédure
peut étre appliquée aux harmoniques. Les résultats issus
de calculs enchainés foisonnants ne paraissent exploita-
bles qu’a I'aide d'abaques (qui semblent construits pour
un nombre d’onde imposé).

Nous voudrions aussi signaler une approche particulie-
rement ¢légante proposée par A. DAUBERT qui, de
maniére alerte et lumineuse, met en évidence la construc-
tion des valeurs propres du schéma de PREISSMANN et
propose de maniére trés originale leur représentation
graphique dans le plan complexe comme résultat d’une
transformation conforme simple qu’est 'inversion. Une
présentation particulicrement séduisante qui est un régal
pour I’esprit face aux cheminements de fantassin tradi-
tionnels.

Comme notre propos d’aujourd’hui n’est pas dans le
délayage des approches analytiques antérieures mais dans
une approche directe empirique sans prérequis mathémati-
que, a la portée de tous, nous allons maintenant brosser le
contexte de notre expérience.

3. Exemple d’application

3.1. Données

Comme nous l'avons déja annoncé, pour conserver un
caractére trés concret a I’étude critique, nous avons choisi
de parler d’un exemple simple en considérant les valeurs
physiques avec leurs unités plutdt que d’utiliser des
valeurs adimensionnelles, certes plus générales, mais
aussi plus abstraites.

Les caractéristiques de 'exemple sont les suivantes :

— longueur du canal : L =1000m
— vitesse en régime permanent initial : ~ V; = 0.5 m/s
— hauteur en régime permanent initial :  H;, =2 m
— conditions aux frontiéres :

limite amont v (0, r) = 0,1 m/s

limite aval H(L,t)=2m
— en ce qui concerne le coefficient de pondération,
comme cela a été fait ultérieurement par plusieurs auteurs
[6], si B € |1/2, 1] alors le schéma est inconditionnelle-
ment stable. Par la suite, nous avons choisi de fixer ce
coefficient a 0,8.

3.2. Caractéristiques de I'écoulement

Calculons quelques paramétres caractéristiques tels que
le nombre de Froude initial et la période. La célérité
propre en écoulement initial est :

Co=J9H, = 4,43 m/s (3.1)
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Tableau 1. — Caractéristiques des essais de simulation.

Afls] 25 50 100 200 375 750 1500 | 3000 | 4500 | 6000
Ax{m] 50 100 200 500 1000
Aty(Ax)|s] 11,3 22,6 45,2 1121 2253

d’oll le nombre de Froude de I'écoulement porteur
Fo=V/Cy=0.5/443 =0.113. (3.2)

Ce nombre de Froude est faible. La période qui est la
durée de deux allers et retours d’onde est, pour une faible
perturbation

L i
Tg=2 - 3
: ( Co+Vy N Co—Vy )
L

Cy(l —F3)

=915%. (3.3)

La durée de la simulation la plus utilisée (7= 3 000s)
permet de suivre le phénomeéne pendant un peu plus de
trois périodes.

3.3. Caractéristiques des essais numériques

Les diverses valeurs utilisées pour les pas de temps et
d’espace sont indiquées dans le tableau 1.

A titre indicatif pour chaque Ax nous avons aussi
présenté les durées de propagation Ar, (moyennes des
temps de propagation d’onde amont et d’onde aval).

Comme les couples (Av, Ar) utilisés dans le calcul
numérique couvrent toutes les possibilités d’association,
on voit que généralement I'onde numérique (caractérisée
par la vitesse fictive Av/Ar) marche moins vite que 1’'onde
physique ce qui correspond aux circonstances habituelles
d’emploi des méthodes implicites oi I'on souhaite dimi-
nuer le volume de calcul.

4. Etude critique

4.1. Remarques génerales

A partir des différents essais de simulations, il ressort les
constats suivants :

— si 'on fait varier uniquement le pas de distance
Ax, en gros, il y a deux zones. Une premiére correspon-
dant au faible pas ol pratiquement ce dernier n’influe pas
et une seconde ot il est d’'une importance majeure ; en
effet au-delad d'un certain pas, il y a un déphasage
considérable entre la solution de référence et la solution
numérique ;

— si maintenant le pas de temps Ar varie seul, il y a aussi
deux zones mais cette fois la premigre zone correspond

au faible pas de temps ou le modéle mathématique est
reproduit avec un amortissement parasite dans le temps.
Dans la seconde zone de Ar tres fort, la réponse semble
tendre directement, du fait d"un amortissement trés fort,
vers la solution asymptotique du régime permanent qui
s'¢tablirait s’il y avait perte de charge physique.

.2. Reésultats

Avant de pousser plus loin I'analyse, il faut remarquer
que le phénomene de diffusion qui se traduit ici par des
oscillations amorties (apparemment sinusoidales pour
Ar modéré) apparait trés vite, méme pour des valeurs de
Ar faible fraction de la période propre du phénoméne
physique. Par exemple, on pourrait croire que prendre
At = 25 s (qui correspond presque & un quarantiéme de la
période) assure un découpage suffisamment fin pour
respecter "aspect physique du phénoméne. Eh bien non,
I"atténuation de la fonction créneau est déja forte au bout
de quelques allers et retours.

Pour ne pas surcharger les figures et les multiplier,
nous avons choisi de représenter seulement deux situa-
tions symptomatiques : I'évolution de la vitesse au débou-
ché du canal (fig. 6) et celle du tirant d’eau dans la section
d’entrée (fig. 7) sur une durée de simulation de 3 000 s
pour les pas Ax = 750 s. Ainsi, il est possible de suivre
I"évolution du phénoméne pendant plus de trois périodes.
Pour les trés grands pas de temps, la simulation a
évidemment été faite sur une durée supérieure a 3 000 s.

La représentation des graphes numériques est un peu
difficile 2 lire mais nous n'avons pas voulu relier les
points successifs afin de laisser aux graphes tout leur
caractere discret évidemment de plus en plus sensible
lorsque le pas de temps Ar augmente.

Ecart de vitesse (m/s)
sas ——| Sol theor
020 Sol numér
i o~ T
a0, .' o) = so zs
013 o L ™ & & ;-' _-ﬂ"._ e | 501
010 *  el.* .'-.‘.‘..o-!... ® | 50 |375
® [ CREilr: E
oosq o A O i
. N
0,00 v : v ' Temps (3)
o 500 1000 1500 2000 2500 3000

6. c omparaison entre solutions analytique et numérique pour la

vitesse aval.
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Ecart de havteur (m)

0,050 — [ Sol théor
Sol numér
0,025 Ax | &
. [50] 25
p . Iw
bl % | 301375
0,025
0,050 T T T T T Temps (3)
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

6 omparaison entre solutions analytique et numérique pour la
hauteur amont.

4.3. Analyse

A partir des résultats de simulation, il faut admettre
I"importance de I'amortissement de la solution numéri-
que. Afin de quantifier cet amortissement et vu |’allure
des courbes, I'idée est de faire une analogie entre les
résultats du systéme d’équations aux dérivées partielles et
ceux de I'équation différentielle linéaire homogéne du
second ordre a coefficients constants de la forme :

d’y dy 5
dr'2+2|.|.d—}—+m;,_\'=(1 4.1

dont la solution classique est la suivante :

y(r)=Ce "sin (of + ¢) (4.2)
avec
I : coefficient d’amortissement
wy, : pulsation propre
w : pulsation (0 = wp — p?)

C el ¢ : constante et déphasage dépendant des condi-
tions initiales.

Cette ¢quation différentielle est par exemple, en
hydraulique, celle qui gere les oscillations dans un
systeme d’amenée galerie-cheminée d’équilibre. Nous
insistons bien sur le fait qu’il ne s’agit que d’analogie
suggérée par la ressemblance des graphes. Ce sera pour
nous un moyen commode pour synthétiser I'analyse des
résultats numériques. C'est une constatation inductive
tirée de |'observation de la réalité expérimentale numéri-
que et nous ne chercherons pas pour 'instant un semblant
de justification par exemple dans la dégénérescence des
deux équations aux dérivées partielles en un systeme
différentiel aprés seule discrétisation par rapport au temps
(opération utilisée par I'un de nous il y a une trentaine
d’années (C. THIRRIOT, H. BARTHET [1968]). Dans notre
cas, il sera procédé a un calage de la vitesse et de la
hauteur par des fonctions de la forme ci-dessous :

WL, 1)=C,,+Cy,e "'sin (w1 +9,) (4.3)

v(0,1) =C,, +Cy.e ™'sin(w,1+¢,) (4.4)
A priori 'ajustement dépend de 10 paramétres, c’est
beaucoup de degrés de liberté. Mais, si I'on veut que
I"analyse ait un caractére concret et physique, on est
amené a4 poser que w, = w, el p, = b, c'est-a-dire a

admettre que 1'on retrouve les mémes modes propres
dans les évolutions des deux grandeurs associées v et
h. En fait nous laisserons d’abord flotter I'indépendance
entre ., et i, aussi bien par curiosité du résultat que par
souci de simplicité de la mise en ceuvre. Mais aprés mise
A I'échelle convenable des fluctuations de vitesse et de
niveau, nous avons pu, par simple translation, superposer
parfaitement les graphes v (r) et si(r) obtenus numérique-
ment figures 8 et 9, ce qui prouve bien que les équations
aux différences linéaires, obtenues pour v et h, et base du
calcul numérique, admettent les mémes valeurs propres.
Par ailleurs, nous espérons que le lissage indiquera que
les termes C, et C,, sont égaux aux valeurs asymploti-
ques, car dans le cas contraire, ils seraient la preuve d’un
biais introduit par 1'algorithme numeérique.

Ecart de vitesse (m/s)

o Ax &
1 T30 |5
- (50 |25

i . | 1000 [25

0.1

001

0.1 T T T T T Temps (3)

o 500 1000 1500 2000 2500 1000

8. Comparaison entre solutions numérigues pour la vitesse
aval.

Ax A
- |50 |25
- |500 |25
- 1000 |25
N
0,10 T T T T v Tempa (3)

o 500 1000 1500 2000 2500 3000

9. Comparaison entre solutions numérigues pour la hautenr
amont.

Le calage est a priori une opération non linéaire. En
fait, tant que I"amortissement n’est pas exagéré et qu’il y
a assez de points pour déceler les extremums avec
précision, la procédure est grandement simplifiée si I'on
examine I’évolution en fonction du temps des amplitudes
d’oscillation en ordonnée logarithmique, pour la vitesse
au débouché aval (x = L) et la hauteur dans la section
d’entrée.

Les figures 10 et /1 montrent les résultats pour un pas
d’espace Ax = 50 m et différents pas de temps. La bonne
linéarité des graphes empiriques résultant de 1’anamor-
phose des résultats numériques, confirme notre choix
intuitif d'une analogie de comportement de systeme
simple oscillant. Le phénoméne imposé par le découpage
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est déterministe, mais le caractére discret des résultats en
r laisse un résidu chaotique qui expligue le léger aspect
aléatoire des résultats synthétiques.

A partir du résultat de lissage des graphes analogues a
ceux des figures 10 et 11, nous avons pu dresser les
tableaux donnant les coeflicients d’amortissement appa-
rents empiriques afférents aux différents pas d’espace et

de temps (rabl. 2 er 3).

Ax | A
50 |25
o1 1 - (50 |50
50 100
] e |50 [20
30 (300
e [350 375
0001 1
s
00001 T T T T T T T ™ T,
emps ()
4] 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500

1 0. Comparaison des amplitides des vitesses numérigues pour
différents pas Ar.

3 Ax | &

. |50 |25

s ~ T30 |30
o |50 |100
01y - [50 (200
50 |300
0001 3 ® |50 (375

00001

r T i T T T T T
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 13500 4000 4so0 TP (D
11. Comparaison des amplitudes des vitesses numériques pour

différents pas Afr.

Il est bien évident que nous ne prétendons pas significa-
tifs tous les chiffres figurant dans les tableaux. Mais nous
avons voulu donner les résultats bruts de I'ajustement
suivant la méthode des moindres carrés nous réservant de
jouer sur I'incertitude pour homogénéiser ensuite les
résultats. Nous pensons que, grosso modo, deux chiffres
significatifs doivent suffire pour caractériser p le coeffi-
cient de diffusivité (ou viscosité) apparent.

Que peut-on déduire a I'examen de ces tableaux ?

Tableau 2. — Valeurs des amortissements numériques de la vitesse (p, x 10%).

Ax[m] 50 100 200 500 1000
AL[s]

25 3.15 3,14 326 3.86 575
50 6.80 6.78 6,79 750 11,0
100 123 12,0 12,1 133 189
200 18,1 18,1 17.6 19.6 23,6
300 189 18,9 18,9 195 24,1
375 189 18,9 19,0 20,1 22,7
500 185 185 184 17.6 20,3
750 145 144 145 15,0 16,7
1500 8,77 8,77 8,76 8.79 8,89
3000 320 320 321 3,19 3.12
4500 226 224 224 224 224
6000 1,78 1,75 1,78 1,75 1,75

Tableau 3. — Valeurs des amortissements numériques de la hauteur (p, x 10%).

Ax[m] 50 100 200 500 1000
AL[s]

25 2,86 2,89 2,87 427 571
50 624 625 6,37 7,63 11,1
100 11,9 12,0 12,0 12,9 18,6
200 17,8 17,8 18,0 19,8 249
300 195 195 195 19,8 239
375 192 192 19,3 20,0 229
500 175 17,6 17,7 19,3 202
750 15,0 15,0 15,0 14,8 15,80
1500 8,86 8,86 8,86 -8,87 9,89
3000 5,64 S.64 5,62 552 525
4500 329 329 329 328 323
6000 239 2,39 2,39 239 2,37
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— le pas Ax semble avoir peu d’influence sur la force de
I’amortissement (sauf lorsqu’il atteint toute la longueur
du canal) ;

— une légére différence apparait entre le coefficient
d’amortissement de la vitesse a |'aval et celui de la
hauteur & 'amont (qui est plus faible en moyenne
d’environ 3 4 10 %). La différence serait plus forte pour
les faibles valeurs de Ar (par exemple pour Ar = 25 s).
Cette constatation doit nous inciter a la prudence dans la
généralisation mais grosso modo, avec un certain flou, un
coefficient approximatif suffit & caractériser 2 la fois les
évolutions de la vitesse et de la hauteur ;

— Tl'influence du pas de temps Ar est décisive sur le
coefficient d’amortissement.

4.4. Evolution pour des pas de temps At faibles ou
modéreés

Pour rendre plus concréte I'évolution du coefficient
équivalent d’amortissement, nous avons représenté le
graphe (., Af) sur la figure I2 en prenant pour p une
valeur moyenne pour Av = 500 m.

Cette illustration suggere que |'évolution de p en
fonction de Ar est d’abord grossierement linéaire pour
At = 100s. Dans cette zone linéaire du graphe, le
coefficient d’amortissement (ou décrément logarithmi-
que) serait approximativement :

At
Ar<100s, p=—=12310""Ar, avec
T*=283s. (4.5)
14
p10+4
20
y

10
o T T T T T T T Pas de temps (5)

] 25 50 75 100 125 150 175 200

12. Evolution de w en fonction du pas At.

Enfin 'infléchissement du graphe (. Ar) pour A7 supé-
rieur & 100 s, incite a profiter plus a fond de I'analogie
avec le systeme oscillant amorti. En effet, cette analogie
a déja é1é pour nous fort fructueuse. Bien sir, ceci ne
constitue pas une preuve ou un fondement de validité.
Mais I’on peut envisager d’aller plus loin dans "analogie
en pensant aux circonstances d’amortissement critique
(avec la disparition des oscillations) et d’amortissement
apériodique.

4.5. Recherche empirique sur I'amortissement
numeérique critique

Pour guider I'approche empirique. rappelons les résultats
classiques des systemes oscillants amortis, pivot de notre
analogie. La période de I'oscillation devient infinie, la
pulsation disparait si . = w,. w, étant la fréquence propre
du systeme non amorti. Ici a priori, on pourrait penser
que w, correspond i la période des ondes soit T, #915 s et
w, = 6.87.107 . Alors :

w = \Xu:.l, iR (4.6)

Au-dela de p = w, I"évolution serait purement exponen-
tielle construite sur les deux fonctions propres :

.2 2 /.2 2
—(n + y/ BT ) — {p \.'u — ukfy )

e el ¢ . (4.7)

Voyons si dans 'analogie, on peut tirer un avantage pour
la description du comportement numérique des intumes-
cences. L’explication est plus délicate pour la pulsation
que celle faite pour le coefficient d’amortissement dans le
cas des Ar modérés. En effet, on dispose de peu de points
par période tant que l'oscillation existe et méme si 'on
admet la réalisation parfaite de ['analogie il y aura
difficulté a déterminer les parametres parce que les points
disponibles ne constituent pas les extremums. L’identifi-
cation des paramétres est alors un processus non linéaire
et on est obligé de travailler par itérations.

Auparavant nous avons essayé d'éprouver la transposi-
tion de la relation liant w et p pour les valeurs des
Ar modérés. Ceci conduit au tableau 4.

La confrontation entre valeur empirique p, et valeur
théorique p, = « m{:]—miw n'est pas fameuse. Mais il
faut dire que la procédure d’identification de w est
délicate et peu précise. Pour Ar petit, une trés faible
variation de w,, entraine une trés forte variation de
K- Aussi dans un souci critique avons-nous pris |'algo-

Tableau 4. — Récapitulatif des résultats.

AL (3] 25 100 300 500 750 1500
Teopl5) 930 1010 1320 1700 2100 3600
@app X 10° 6.8 62 438 37 3.0 1.7
@ x10° 0,98 2.96 491 5.79 6.18 6,66
L x 103 6.86 6,76 6,60 6,63 671 6.81
L x10° 0,30 120 1.92 1.80 147 0,38
e/ e 327 247 255 322 420 757

534 LA HOUILLE BLANCHE/N" 8-1993



DIFFUSION NUMERIQUE DANS UN ALGORITHME D’ECOULEMENT

rithme en sens inverse déterminant w, a partir de la valeur
observée . L’écart entre les valeurs w,,, ¢t w, est tel
qu'objectivement on doit conclure sportivement que
I’analogie ne peut étre prolongée aussi loin. Certes
w,,, décroit lorsque p, augmente mais en fait bien plus
vite que ne le voudrait I"analogie. Le coefficient d"amor-
tissement entrainant le régime apériodique serait inférieur

a la valeur théorique critique p, = 6,87.10 3

4.6. Examen des circonstances d’amortissement
apériodique

4.6.1. Présentation des faits numériques

Dans cette partie, il est question du cas ol la réponse tend
rapidement vers la solution asymptotique. Comme aupa-
ravanl, on se limite & la représentation des mémes
situations asymptotiques, soit la vitesse aval (fig. /3) et la
hauteur amont (fig. 14).

Ecart de vitesse {(mm/s)

150
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50 | 1500

iisc] 9 50 3000

o ® . [50 [4500
0,00 0OQRO0O®0O0C@O0 0@ @[ [50 [6000
125 - o
250 :

T T T T T T T Temps (s)
0 3000 6000 9000 12000 15000 18000 21000 24000

13 Comparaison entre solutions numérigues pouwr la vitesse
aval.

Ecart de hauteur {m)
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0,004 ° :

0,002 B

0,000 OQOQO@GOOQOOG

-0,002 4 O T T T T T T 1 Temps (s)
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14. Comparaison entre solutions numériques pour la hauteur
damont.

Nous notons qu'il n'y a pas de régime vraiment
monotone apériodique. Ainsi, il faut souligner un léger
dépassement de la valeur asymptotique ou méme une
alternance infime autour de celle-ci. L’alternance est
peut-étre due au bruit de I'arrondi. Mais nous resterons
prudents dans notre induction, on ne peut exclure que ce
1éger frémissement résiduel soit inhérent au caractére
oscillatoire irréductible de 1'opérateur de discrétisation.
Mais, il n'en reste pas moins que vu globalement pour
I'interprétation  physique, [’amortissement  apparait
comme apériodique.

4.6.2. Résultats empirigues de I'amortissement
numérique

Les résultats synthétiques, valeurs numériques du coeffi-
cient apparent d’amortissement numérique, ont déja été
présentés dans les rableaux 2 et 3 o I'on voit des valeurs
du paramétre Ar allant bien au-dela de I'inflexion du
graphe p(Ar) a s’éloigner de 1"évolution linéaire. Ce qui
frappe pour les grandes valeurs de Ar, c’est la décrois-
sance indubitable du coefficient p d’amortissement appa-
rent lorsque Af croit. Ce fait empirique nous a d'abord
désarconnés puis une fois de plus nous sommes revenus a
I"analogie du systéme oscillant. En effet lorsque 1'évolu-
tion d’un tel systeme devient apériodique, c’est que les
valeurs propres sont réelles telles que :

—

O R VA (4.8)
== /0 = 0. (4.9)

La solution est alors de la forme

yp=Cye M s Cye ™, (4.10)

Les valeurs p, et p, sont trés vite contrastées lorsque
At s’¢loigne en croissant de la valeur critique At telle que

Py =g,

My (B + \,/Pz“wﬁ):

by SPEN T 4.11)
s wy
Si Wy alors, ﬂ=(2—’i) (4.12)
M wy

Ceci explique que trés vite dans la « solution » analogi-
que donnant y en fonction de ¢, le premier terme
disparaisse. Supposant que la partie principale de
v soit

y, =C,e "', (4.13)

Que devient p, lorsque p augmente ?

Ho= k= /R —wf=

(4.14)

w;
B+ /- o)

Ainsi donc p, qui devient I'amortissement apparent
diminue si w, valeur qui serait intrinséquement liée a
Ar, augmente. Ceci est en trés bon accord avec ce qu’on
apercoil sur les lissages des résultats numériques. Cette
constatation redonne un regain d’intérét a notre analogie.

4.6.3. Caractérisation du dépassement de la valeur
asymplotigque

Puisque cette analogie de systéme oscillant est si fruc-
tueuse, pourquoi ne pas chercher a I'exploiter encore
pour tenter d’expliquer les dépassements de la valeur
asymptotique observée en régime apériodique ? Revenons
a la solution analogique :

gt

I e ST P e
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Cette solution permet en effet I"apparition d’un maxi-
mum.

Si %:0. CL eV 4 Cype ™™~ 0 (4.15)

alors

C,

= — () —pa)

y(t,)=Cye 21 4 —e M1 7Hnm
C,

=

ta
;3
[E
—
|
|13
S —
=
=)

Comme

Cw
- 5 4,
Chpy ) @17

(k) —py) 1, = Log (
il suffit que C, et C, soient de signes différents pour que
la circonstance d’'un maximum au-dessus de la valeur
asymplotique soit possible. Autre conséquence, aprés ce
maximum il n’y aura qu'une évolution monotone. Des
oscillations constatées ne seraient plus qu'un bruit numé-
riquement engendré par les erreurs d’arrondi. mais encore
une fois il s’agit 14 d’une hypothése seulement suggérée
par 1'induction.

4.7. Graphe de synthése

Notre objectif était de caractériser I’amortissement. Nous
proposons donc 2 titre de synthése dans la figure 15, les
graphes p, (Ar) relatifs & la vitesse et & la hauteur qui sont
tracés A partir du calcul de la moyenne de p,. pour
Ax = 200 m. Il est & noter la bonne concordance entre les
deux graphes, sauf pour le point correspondant 2
At = 3 000 s mais a notre avis cette différence n’est que
le résultat d’un artefact numérique lors de I’évaluation de
K.

5. Conclusion

Notre propos était de montrer sur un cas concret de
maniére simple et empirique mais indubitable, 1'effet de
la diffusion artificielle numérique dans I'étude de la
propagation des intumescences qui sont un cas exacerbé
d’écoulement transitoire a surface libre. Comme il y a
toujours des germes d'irréversibilités dans les phénome-
nes naturels, on s’accommode souvent assez bien de
résultats numériques faisant apparaitre des atténuations
d’amplitude. Et pourtant celles-ci peuvent n’étre qu’un
artefact de calcul comme le montre I'examen d'un cas
théorique a perte de charge nulle. La stabilité est certes
assurée par les algorithmes implicites mais le souci
d’économie du temps d’ordinateur peut conduire en
prenant des pas de temps trop grands a dénaturer la
reproduction du modele physique.

L’analogie des systémes oscillants, sans rien prouver,
permet de mettre en évidence des paramétres synthétiques
afférant d’une part & I'anamorphose et d’autre part a
I’allongement de la période du phénoméne jusqu’a

I"installation d’un régime apériodique si I'on prend des
pas de temps trop grands.

On peut considérer que la synthése de nos expériences
numériques est faite avec le graphe de la figure 15 qui
donne |'évolution du coefficient d'amortissement appa-
rent p, en fonction de son facteur essentiel, le pas de
temps Af. Deux zones sont a distinguer. Dans une
premiére, ., croit avec Ar jusqu’d un maximum ol
At correspond approximativement au tiers de la période
propre du phénomeéne de propagation ; les graphes numé-
riques sont alors du type oscillant amorti. Dans la
deuxieme zone, le coefficient d’amortissement apparent
i, décroit et les graphes de résultats numériques devien-
nent apériodiques.

104
20
10 1
L]
o L]
o T T T T T
Pas de temps (s)
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

15. Evolution de K en fonction du pas At.

Le pas d’espace Av joue un rdle surtout lorsqu’il
devient trés grand, au moins de I'ordre de la moitié de la
longueur du canal. Alors il provoque une ondulation
parasite déferlant au-dela du créneau qui représente la
réponse théorique fournie par la théorie des caractéristi-
ques. L'étude numérique, a titre pédagogique, a été
menée sur un seul cas d'écoulement. Il n’est pas question
d’effectuer un examen exhaustif pour toute la plage de
variation du paramétre essentiel 8 de I'algorithme de
Preissmann. La lourdeur de simulations numériques
accumulées ne résiste pas devant la généralité des résultats
des études analytiques soigneuses lorsqu’il s’agit de
systéemes linéaires. Mais la simulation numérique prend
I'avantage lorsqu'on examine des opérateurs non linéai-
res, en particulier dans les conditions aux limites, qui
alors ne permettent plus de bénéficier de la convolution.

Encore une fois, nous redisons que notre propos ne
s'adressait pas 4 un aréopage de numériciens avertis mais
voulait étre une mise en garde concrete et pratique des
praticiens de I'hydraulique qui utilisent de plus en plus
des logiciels clé en main. Et bien que toute notre
illustration ait été faite sur le schéma de Preissmann ils
peuvent augurer avec nous, que des comportements
similaires peuvent apparaitre avec des schémas encore
implicites mais plus riches et a plus forte convergence.
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