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Similitude des usures

causées par des mixtures liquide-solide

(Application aux roues de pompes centrifuges)

Similitude of wear caused
by liguids carrying solids in suspension

Application to centrifugal pump runners

rar P. BERGERON

English synopsis p. 637

AVANT-PROPOS

En faisant cette étude, nous n’avons pas eu
Pambition d’arriver a4 des résultats rigoureu-
sement exacts qui seraient, dans la plupart des
cas impossibles sans doute & obtenir étant
donné la complexité physique du phénomcine,
mais simplement de prédéterminer, en partant
de résultats d’essais d’usures relevées sur une
machine fonctionnant avec une certaine mixture,
lordre de grandeur des usures probables sur une
machine semblable fonctionnant en un point hy-
drauliquement homologue, mais avec une aulre
mixture.

Pour arriver & un résultat pratique, il a fallu
faire plusieurs approximations mathématique-
ment contestables, il a falln simplifier les hypo-
théses de base. De ce fait, les conclusions ne sont
que des approximations grossi¢res. Elles néces-
sitent des coefficients de correction qui ne pour-
ront vraisemblablement étre qu’expérimentaux.
Mais méme cette approximation doit étre indus-
triellement intéressante car, 4 notre connais-
sance, on ne dispose actuellement d’aucune pos-
sibilité¢ d’extrapolation, lorsque celle-ci devient
importante.

En outre, nous n'avons poursuivi I'é¢tude que
pour les roues de machines qui sont les parties
les plus sujettes & usure rapide. Il appartient de
faire une étude analogue pour les écoulements le
long de parois fixes parmi lesquels il faut consi-
dérer ceux 4 petits rayons de courbure (jet & son
arrivée sur une plaque) et ceux & grands rayons
de courbure.

N
lignes de courant

" T~ frojsctoire du grain

Fic. 1.
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MECANISME DU PHENOMENE D'USURE

Considérons un grain solide G dans un écoule-
ment fluide par exemple courbe (fig. 1).

La trajectoire du grain coupe les trajectoires
du fluide et rencontre en A la paroi. En A il y a
percussion; mais au-dela de A, et tant que les ac-
célérations auxquelles le grain est soumis ne
changent pas de signe, il y a frotfement.

On peut admeltre que :

1° En A, si le grain est arrivé avec la vi-
tesse V, et qu’il reparte avec la vilesse Vi, la
détérioration de métal est proportionnelle a la
variation d’énergie cinétique du grain, soit pro-
portionnelle a :

Pd8 (V2 —V,®)

ceci en supposant un grain sphérique de diame-
tre « d », de masse spécifique P dans un fluide
de masse spécifique o;

2° Au-dela de A, la détérioration est propor-
tionnelle & la puissance développée par le frotte-
ment du grain sur la paroi, c’est-a-dire propor-
tionnelle & :

(P—¢) db

X accélération normale a la paroi

X vitesse X coefficient de frottement.

Cette hypothése suppose, ce qui doit étre
exact, si le métal est bien homogéne, que le
métal est désagrégé intégralement en ses plus
fins ¢léments, c'est-d-dire que la désagrégation
d’'un c¢m? nécessitera toujours le méme travail
total quels que soient les efforts et les vitesses
mis en jeu.

Dans un écoulement complexe, le dosage de
ces deux catégories de cause d’usure serait diffi-
cile. L’expérience semble bien montrer que la
détérioration par percussion ne se présente que
lorsque A est au voisinage d'un point de vitesse
nulle, soit pour « = 90° ou pour « grand.

Dans tous les autres cas, la détérioration peut
étre considérée comme due exclusivement aux
frottements, d’autant plus qu’en général le grain
arrive sur une paroi déja recouverte d’'une couche
de grain en cours de glissement, grains qui se
sont déposés sur la paroi en amont et qui amor-
tissent le choc dans une certaine mesure.

(C’est ainsi que dans une pompe 'usure de l'ex-
trémité des aubes 4 l'entrée et l'usure de la
languette du colimacon revétent un caractere
entierement différent de celui de I'usure des pa-
rois des aubes ou de 'intérieur de la volute. Pour
P'usure provoquée par le jet d’'un liquide chargé
sur une plaque (fig. 2), il faut certainement envi-
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sager une premiére zone I ol la détérioration
est due en priorité 4 la percussion et aux gran-
des courbures des filets, tout au moins en son
centre, une deuxiéme zone II ot la détériora-
tion est due aux frottements.

Dans I'étude qui nous intéresse ici, de I'usure
des roues, nous ne retiendrons que l'usure par
frottement, qui cause le rebut de la piéce avant
celle causée par la percussion.

EXPRESSION DES FACTEURS D'USURES
PAR FROTTEMENT

Soit une pompe fonctionnant en mixture en
un point déterminé de sa caractéristique. On
supposera que tous les grains sont identiques,
sphériques, de diamétre « d », que la répartition
des grains avant Pentrée dans la roue est par-
faitement uniforme et que les métaux utilisés
sont identiques. Les filets fluides seront traver-
s¢s par les trajectoires des grams qui glissent
vers la face avant des aubes (fig. 3).

lignes de couvrant
S

/;N -

E;‘ v concentronon umiforme

Fic, 3.

Sur Tunité de surface, autour d’'un point S
quelconque de la paroi, Fusure définie comme
la vitesse de diminution d’épaisseur de la paroi
au point considéré sera proportionnelle

1° Comme déja dit, pour chaque grain a la
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puissance développée par le frottement, propor-
tionnelle & :

(P—¢) dd

X accélération normale & la paroi

X vitesse X coefficient ‘de frottement.

La vitesse du grain au point considéré esl
égale 4 la vitesse de I'eau plus la vitesse de glis-
sement du grain par rapport a 'eau.

L’accélération & laquelle est soumis le grain
est également différente en grandeur et en di-
rection de I’accélération a laquelle serait sou-
mise la molécule d’eau en ce point puisque les
vitesses sont différentes.

Cependant, par simplification, nous suppose-
rons que dans la similitude accélération et vi-
tesse de grain & la paroi varieront comme accé-
lération et vitesse de P'eau, c’est-a-dire respecti-

9

U ;
vement comme B et U,

U étant une vitesse caractérislique de 1'écou-
lement liquide,

b une dimension
chine.

aractéristique de la ma-

On aura dans ces conditions I'usure propor-
tionnelle & :

(P

Cette simplification suppose que, a la paroi,
la vitesse de glissement du grain par rapport a
Peau est faible, ce qui est d’autant plus accepta-
ble que le grain est fortement freiné par le
frottement. Il s'ensuit que les accélérations éga-
lement différent peu. Il n’en reste pas moins
que, dans la comparaison, cette simplificalion
est défavorable aux grains plus petits ou de den-
sités plus faibles;

2° Au nombre de grains p supporté par Punité
de surface,

3° A un coefficient K, coefficient caractéristi-
que de la nature des grains, en particulier de
leur dureté et du coefficient de frottement qui
résulte de cette nature des grains,

soit au total :

@ dpK (1)

(Si Pon considérait des métaux différents, il
faudrait faire intervenir un nouveau coefficient K’
caractérisant la résistance du métal a Pusure.)
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En passant d’'unc machine d’essai 4 une ma-
chine géométriquement semblable fonctionnant

. U3 .
en un point homologue, le rapport 5 , -qui

donne en tous les points la proportionnalité des
aceélérations X vitesse de Peau, est connu, amsx
que (P-—o) et d.

K est obligatoirement cxpcnmont‘ll et ne peut
étre déterminé que par des essais comparatifs sur
les différents produits, en se placant pour ces
essais, si possible, dans des conditions de simi-
litude exacte, ou en laissant constants tous les
autres termes de Pexpression (1), ce qui ne
présente une difficulté que pour (P-—o) lors-
que la comparaison porte sur deux matiéres de ¢
différent.

II reste a4 déterminer fes facteurs de varialion
relative de p, nombre de grains par unité de sur-
face de la paroi, lorsqu’en un méme point ho-
mologue, les autres conditions viennent 2
changer. ~ ’

Soit (fig. 3) le point § sur Ia paroi ¢t suppo-
sons un écoulement entre deux plans paralle-
les. Considérons le tube de grains aboutissant
au point S et compris entre deux plans distants
de l'unité. Il sera limité dans la vue en plan
par la trajectoire AS el, d’autre part, par Ia
paroi SB. Tous les grains passant par AB=nh
se retrouvent sur la paroi en S. En prenant AB
4 une distance a I'amont telle que les vitesses
du fluide et des grains y soient encore unifor-
mes et égales & W,, le nombre de grains pas-
sant par AB pendant un temps df est propor-
tionnel & :

hW, — dt

olt C est la concentlatlon en poids.

Si on appelle W la vitesse des grains en S,
ces grains se 1etrouvent en S sur une surface
égale & W di, soit par unité de surface un nom-
bl ¢ de grains p proportionnel a :

W, C

h —

W, Pa

Comme nous avons supposé qu’'a la paroi la
vitesse du grain variait comme celle de eau,

N
Wi, — o et p est fina-

S

lement proportionnel &4 h o (c;

aux points homologues

I’expression (1) devient :
. P—0 . /I

3 L0 L 9

U s KC { b > (2)

Il convient désormais d’essayer de déterminer
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quelles sont les relations entre Pp Dd ¢t U pour
lesquelles % reste constant, ou comment varie

h . < s
D en fonction de ces valeurs, c’est-a-dire exa-
miner les conditions de similitude des trajectoi-
res des grains et des trajectoires fluides.

De toute manitre, Pexpression ci-dessus mon-
tre d'ores et déja que, dans la limite ol le nom-
bre de grains par unité de volume ne modifie
pas les trajectoires des grains par rapport aux
trajectoires liquides, ni les trajectoires liquides,
ni les vitesses des grains « la paroi, L'USURE EST
PROPORTIONNELLE A LA CONCENTRATION, foufes
autres conditions restant inchangées.

CONDITIONS DE SIMILITUDE EXAGTE
DES TRAJECTOIRES
DES GRAINS ET DES TRAJECTOIRES LIQUIDES

Soit SS la ligne de courant et $’S” la trajee-
toire du grain (fig. 4) passant par le point M".

g
trajectoire
du groin

o~ .
ligne de
courant

S

Fie. 4.

Supposons les grains sphériques, de diamétre d
et de masse spécifique P, un liquide de masse spé-
— .
cifique 5, et appelons y" I'accélération & laquelle
—
est soumise le grain et y I'accélération a laquelle
serait soumis I'élément liquide qui serait a la
place du grain considéré, mais suivant la ligne

de courant SS.

est égal 4 la résultante des différences de pres-
sion,
nds >

-+ 6

s'appliquera au grain solide, ce dernier subis-
sant d’autre part une force d'inertie

- g3 —>
P ud “{,

6
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Le grain sera donc soumis a une force de
glissement :

3 —> —
W(C.l (-—Pv’+9*{>
0 )

qui sera équilibrée par la force de résistance
qu’oppose le fluide au mouvement du corpuscule
en déplacement relatif de vitesse u et qui peut
s’exprimer sous la forme classique

- . =d? -
R=— L, = uu
2 4
oll ¢ est une fonction du nombre de Reynolds
ud
R o/ - —
Y
On en déduit :
o3 - — ¢ = -
(O Py +oy | = f e nu
6 ' 2 - 4 -
soit :
—> — - .
Ml)y'—}—\o*{——p—llu/ (3
d
ou [ fonction du nombre de Reynolds = — c.

4

D’aprés les mesures effectuées a I'Etablisse-
ment Aérodynamique de Gottinger et cité par
MM. Brun, Carox et VAsSSEUR dans Introduction
«a UEtude de la Mécanique des Fluides, ¢ de-
vient sensiblement constant et égal 4 0,4 pour
R > 2.000. I1 n’est encore que 0,8 pour R == 200.

Partant du principe que dans une roue les zo-
nes ol les vitesses u sont trés faibles participent
peu ou pas aux usures maximum qui font rebu-
ter la piéce, et d’autre part en supposant que la
théorie actuelle ne s'applique qu’a des grains
de dimensions et & des liquides tels que les va-
leurs de (R conduisent & des valeurs de ¢ cons-
tantes ou peu variables, nous considérerons dans
dans la suite f comme restant constant aux dif-
férents points homologues des machines identi-

s odo ;
ques ou semblables lorsque P 53 viennent &

changer.

Dans le cas de similitude des écoulements du
liquide et des grains, c’est-a-dire dans le cas ol
toutes les lignes de courant du fluide et toutes
les trajectoires des grains restent géométrique-
ment semblables, toutes les vitesses restent pro-
portionnelles, les accélérations en tous points

o . U2 . :
resteront proportionnelles & D U étant une vi-

tesse quelconque prise comme référence et D une
dimension de la machine prise également comme
référence.
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(3) peut se mettre sous la forme :

Uz P /D 2N, /D N1
D 9<U?{>—i <U3{>_d f
P /D /D = D nu

() (e ) =Tt

./ D = D —
ou ( 0 e > et <F~’ ¥ > sont des vecteurs sans

dimensions qui restent constants en valeur et di-
rection. Comme pour réaliser cette similitude, il

. u
faut en outre que le rapport T reste constant en

tous points, puisque u doit varier proportionnel-
lement a U, on voit que la similitude ne peut étre
alisée que si L — CF ot 2 — e
réalisée que si b = (¥ et d = Cte,

Il n'y a donc similitude effective que si d'un
modele a Pautre ces deux conditions sont réali-
sées (1). »

Il sera trés rarve de trouver les circonstances
permettant de réaliser la premiére condition
pour des mixtures de nature différente.

La deuxiéme, par contre, permet de mettre en
évidence les propriétés intéressantes suivantes
en tenant compte que lorsque la similitude est

T h .
réalisée, le terme ) de Pexpression (2) reste

constant :

Pour une méme mizture et des machines sem-
blables, Pusure est la méme lorsque la grosseur
des grains varie proportionnellement aux di-
mensions de la machine.

D’autre part, comme les résultats ci-dessus
montrent que la similitude des trajectoires n’est
pas influencée par U, et revenant a lexpres-
sion (2) ci-dessus donnant les facteurs propor-
tionnels a Pusure, on en déduit que pour une
méme mixture constituée de grains de mémes di-
mensions et une méme machine, ou pour deux
machines semblables, la grosseur des grains va-
riant comme e rapport de similitude des deux
machines, lusure sera proportionnelle & U¥,
cesl-a-dire an cube des vitesses, et de ce fail a
la puissance 3/2 des hauteurs faites par la
machine.

(1) Dans Introduction & Pétude de la Mécanique des Sus-
pensions, MM, Bruxn, Carox et Vasseun établissent les con-
ditions générales de Ia similitude dans la mécanique des
suspensions qui sont :

ud n P
—_— = (e e == (e S = Cte
d ‘ ‘

Y 4
Dans Papplication qu’ils en font aux aérosols ils négli-
gent logiquement les forces de pesanteur devant les forces
d’inertie et le terme d’inertie d au fluide devant celui da
au corpuscule.
Dans Papplication présente, c’est le terme dft & 1a visco-
sité, soit f, que nous avons supposé constant.

BLANCHEY & ————  N* sprcIaL B, 1950

Notons qu’il a été déja constaté expérimentale-
ment et encore signalé derniérement dans un ar-
ticle de M. Puyo (la Houille Blanche, n° 4,
aolil 1949) que 'usure des turbines fonctionnant
avec cau chargée variait comme la hauteur & la
puissance 3/2.

< . . A / h

En conclusion de ce qui précéde K“IT de la
. oy o , P d _
formule (2) n’est constant que si — et ) sont
aussi constants. Si ces valeurs viennent & changer
d'une machine a Paulre, ou sur une méme ma-
chine, la similitude rigoureuse n'existe plus et
pour établir un rapport d'usure, il faudra étu-

Ji P

dier comment varie lorsque

d .
et ) varient.

i . . . h .
Pour examiner la variation de o en fonetion

P . . . .
de — el de , il ne peut s’agir que d’établir

4]
une relation trés approximative car elle est fone-
tion du tracé de la machine et que, pour étre gé-
néralisée el simplifice, on doit sacrifier la pré-
cision,

lignes de courant A

Fia. 5 a.

Dans ce qui suit, il sera ¢tudié, en fonction
P o d
de — et —
Q v I3
fig. 4) que font en un point quelconque la tra-
jectoire de liquide et celle du grain, puis il sera

, la variation des angles « (voir

. 7 h , ;
suppos¢ que les rapports de (3> d'un cas &
\ ;

Pautre varient comme le rapport des tg «.

Cette hypothése serait rigoureuscment exacle
si, en reprenant les notations de Ia figure 3, on
supposait (fig. 5 @) Pentrée AB perpendiculaire &
Paube BS elle-méme rectiligne, et en outre que
les trajectoires liquides sont des droiles paral-
leles & BS, tandis que les trajectoires solides
sont en tous points des droites inclinées de I'an-
gle o par rapport aux précédentes; on aurait
alors :
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lignes de courant

7
S
Fia. 5 b,
BS _ tgw
Iy lg o,
BS

lorsque « passe de «; & ..

partant des mémes hypotheéses que ci-des-
sus pour les trajectoires, on suppose par conire
(que Pentrée AB fait un angle 8 avec la paroi SB
(fig. 5 D), on trouve :

(1" 1. e
BS ) _ tgu : ta g

<_111__> ge | {__/lg@ tge
t

BS gy, g
R K A

D’ott Papparition d'un coefficient de correc-
tion Z affectant le rapport tg o
g oy
Un cerlain nombre d’épures graphiques aux-
quelles nous avons procédé en prenant des vé-
scaux présentant des analogies avec les écoule-
ments dans les roues de pompes, ont montré que
lorsqu’on faisait varier en tous points la valeur
hy

de tg « dans une méme proportion, pouvait

il 5

BS
s’écarter du rapport des tangentes dans des pro-
portions importantes pouvant atteindre 30 9.
erreur pratiquement corrigée par un coefficient
analogue & Z. Mais comme le coefficient Z est
fonction en particulier des angles de la roue,
qu’il est variable d’une machine & Pautre, nous
avons mainlenu en premiére approximation la
proportionnalité de

en nous bornant 4 signaler importance de Ver-
reur qui peut en résulter,
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IXPRESSION DE tg e

La formule (3) peut se mettre sous la forme :
— > = -
— (P —2) Y?"“”' P (e ) == —ol— uunf (4)
(

ce qui exprime que le glissement de vilesse u
se fera sous leffet de la composante de deux
forces : :

I'une proportionnelle & (P—y3) ne dépendant

que de Pécoulement du ligquide puisque *—;_)est Pac-
célération due & la trajectoire liquide;

Pautre proportionnelle & P et & la différence
vectorielle de Dlaccélération due & la trajectoire
du corpuscule et celle due a la trajectoire li-
quide (voir fig. 6).

— 7

< . o Y RTOr v (IXK Ty
v est Ia somme des vecteurs ~r accéléra-

. . U= Ta s -
tion tangentielle, R accélération centripéte dans

7o
le mouvement d’entrainement, - accélération

centriptte dans le mouvement relatif, r étant le
rayon de courbure de la trajectoire liquide, et
enfin 20W, accélération de Coriovnis, avee o vi-

0

tesse angulaire, 20W et
laires 4 W.

—
v est la somme des vecteurs analogues corres-
pondant & la trajectoire du corpuscule.

¢tant perpendicu-

3
L’accélération centripéte d’entrainement

: . - AT N
¢tant la meme pour v el v, disparait dans la
détermination du vecteur :

—_ =
f
Y Y
. .y dW
Comme en général dans une pompe —- T est
p
e ot dW dW’
tres faible, nous supposerons nuls —ar ¢ el "
(

—

v est alors la différence de deux vecteurs

de O‘randeur/‘) m»—— W \XV’ {/‘)m% W W
T

7
e
H

per pendlculau’c xcspcctlvuncnt AW et W.

Pour la simpliﬁcation, nous admettrons :
W W’

[ 20— = [ 20—
: r ) V)

Cette approximation introduit une errveur qui
affecte la direction et la wvaleur du secteur
- > . .

- P (v — v). Mais ce dernier se compose avec le
_} . ’ . ’

vecteur - (P—g) v, qui est bien détermind,
pour donner le vecteur final recherché. De ce
fait, cette approximation ne doit pas modifier
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i i ; ; S ‘¢ derire PexDressi finale *
d’une maniére importante les résultats approxi- On peut dés lors écrire Pexpression finale :
matifs que 'on attend de ce calcul.

— — -
cer . . . : Yo —— P (v —
Dans ces conditions, le triangle MAB form¢ —P-—0)y—PE —1)
W
par les deux vecteurs de grandeur (2 © ——~\ W WE o .
— \ roJ — \/(P O):: Y‘:__Pi! u2 <2 PRy ’ :___f _a_ us
3 ; . . . N I-
et <2 w —- —/‘ W’ perpendiculaires respective- /
. r
ment & W et W ot proportionnels & ces valeurs, dont on peut tirer la valeur de u de Péquation :
a comme troisicme c¢dté un vecteur résultant R
) X v - - . = —> ’ (e 0N o | SERTE ’/‘) ——W B
(fig. 6) AB==+y —v proportionnel &4 W' — W { / A A R T r
—> ’ W N N
=1 dont la grandeur est done [ 2w — 2 1 et | —(P—)2 eyt =
\ r J ¥

. 3 . b —
qui est perpendiculaire & u. soit
Dot le ftriangle des forces MDC triangle s 1 P2/ d N2 9 0 W \)‘—’
rectangle dans lequel la composante des forces =9 2 f/) \ g
— =
P ()

vecteur DC, paralltle & AB, et
— (P — \5)7\'60[0[!1‘ CM est la force vecteur DM

P—o¢)o Y
. 1 . 1 N 4 _ Ly
N » . . . . —> . + }_ PJ 9 VV \2 d
qui crée le glissement du grain & la vitesse u qui - )T
est dans la méme direction. A
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et :
. d /P—o"\ oo 1T
T — v Al 1 1 —
we (S A [y g
’ (5)
avee o
/o W2 d
[ 2@——— ] —
P2 r ;|
A= 2 (P -—20) oy
soitb 3
(yu W1
A— |0/ D P4
) 7 2fJ P—3)g D
(6)
W o\2
l) 9 e
(o) o
Y 27

est un terme sans dimension qui ne dépend que
de 'écoulement du liquide et qui reste de ce fait
constant en tous les points homologues de deux
machines semblables fonctionnant & des régimes
homologues.

Dans ces conditions, les valeurs de A, bien quc
différentes aux différents points de la machine,
arient de la méme proportion en fonction de

g et

o
Les dquations (5) et (6) donnent la valeur de
la vitesse du glissement du grain en tonction de

indépendamment du tracé des aubes.

: d . . . .
Pyo. y - Pour sa direction par rapport & la vi-

tesse du liquide au point considéré, on
la figure 6 que I'angle de u par rapport
la somme de deux angles

L’un, 8, qui est I'angle entre accélération et
la vitesse du liquide. 11 reste donc constant pour
des fonctionnements et des points homologues et
est, de ce fait, indépendant de Po dD.
L’autre, ¥, fonction des caractéristiques des
corpuscules et du liquide. En se reportant aux
triangles des forces, on voil que :

voit sur
a W est

: — =
R R g
COS o == - T S
s01¢
2o

Cos 3 = —e
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Enfin, I'expression de tg«, angle entre la tra-
jectoire liquide et solide, dont la variation en-
traine la variation du nombre de grains & la pa-
roi, est : :

‘

to o usin 3 8
° W 4 ucos (5 +3)
E u 1
o o == -—— sin (B —i— 6’)
® W w e g oan 1(8)
14 W cos (5 4 3°)

Si, en des fonctionnements homologues de ma-
chines semblables les valeurs de A varient bien
dans les mémes proportions en tous points de
d
D
dépendamment du tracé des aubes, par contre,
les variations des valeurs de u et de cos 3 en cha-
que point cessent d’étre proportionnelles entre
elles & cause du deuxi¢me membre entre paren-
théses des équations (5) et (7) dont le rapport
sera fonction de la valeur A dans lequel :

(20— WY

la machine lorsque P et varient, et ceci in-

Y
A e —

“ ~
i

est variable en chaque point.

D’autre parl, Pexpression (8) montre que les
ariations de g« en chaque point, lorsque les
conditions varient, seront fonction non seule-
ment de u et 3, mais encore de 3, variables eux-
ménes en chaque point.

Il faut donc écarter la possibilité de trouver
des relations de similitude exactes valables
pour toutes les machines et rechercher des limi-
tes maximum et minimum de variations, compte
tenu des tracés extrémes rencontrés pratique-
ment pour les niachines considérées.

SIMILITUDE APPROCHEE DANS LE CAS OU LES CON-
DITIONS VARIENT DANS DES RAPPORTS TELS QUE
LES ANGLES 8 SONT CONSERVES.

Pour que les angles & restent inchangés en
d
D
changent, il faut, daprées (7), que A = G, ¢’est-
a-dire :

lous les points de la machine lorsque Py et

P2 d

P - Ctu
(P—2o)s K

)]

<n passanlt d’un fonectionnement avec indice
« 1 » & un fonctionnement avec indice « 2 »,
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comme en tous points 3 -+ &’ reste inchangé, on
aura

L1+ - cos 43

tgas W, W,
tga, oy u, o |
W, 1+ W, cos (5 4 3")

En considérant les équations (5) et (7), on
peut écrire

\/ P- —WT Y dceos?¥

d’ou
u, )
u17 P Py
\V

Aux points homologues :

Y1 D,
W2

D’aprés la condition (%)

L

D, P (Py—o)o
d_ Py (Pl—Ql) 01

D,
d’otlt
A
N/ >
W P o
uy Pye—gp
W,
et
tg Yoy - ”‘/' 771)2‘——”7- Pl - \—
g oy Py Py—oe1 /.

_]‘lrl_ veyve (D b sy
e

iy

Loy
W, 0

Pour les écoulements habituels dans une roue
u 1 s -

de pompe N cos (3 +- ") est toujours nettement

inférieur 4 1. On aura donce des valeurs stre-

[i(’. e 2
o 2 . 3
- 2" en prenant successi-

ment extrémes de
g

vement :

2 cos(3 3y =1et0

et en se placant dans les conditions les plus dé-

BLANCHE

N" spicianL B/1950

favorables, ce qui implique de considérer

cas @
1° Py —o09 =~ Py gy
Dans ce cas on trouve
/P o
/B ¢
g s D T+
freT e 1 N 1
v Py WP —er s
to a, /Py~ 0y
< o i
tg o < P
g% | 2

en prenant pour le terme de droite :

W,

ce qui entraine, d’aprés (10)

7
Tocos(3 48N =0

u TR
o tocos (8 43) =10

et pour le terme de gauche :

ce qui

i,

entraine, d'apres (10)

W,

— cos (3 8 _/Pl

L

=) (5

343) =1

/ P,

\

—
- - Tll -

deux
P,
PA) - Qu
— 2/

en prenant pour le terme de gauche

U
W,

ct pour le terme de droite

1 cos (s -3

0

Ui cos (3 +38) =1

W,

ce qui entraine, d’aprés (10)

U,

W,

~ ¢os (3 4 3

/ P2
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Le rapport des vitesses d’usure est donné par

I'équation (2) 01‘1(»%) est remplacé par tg «, soit :

rapport des vitesses d'usure ou inverse du
rapport des temps nécessaires pour user
la méme épaisseur de métal

i

par les valeurs trouvées

tga, Gy

tg oy Cl

Uy
U,

Py
P—o

K,
K,

P?‘”‘—Qo

=(a) !

P,
1g a
En remplagant —°—2

te)
ci-dessus, on arrive a la conclusion suivante

Connaissant la vitesse d'usure d’'une machine

BLANCHE

constituée d’un liquide de masse spécifique ¢,
et de grains sphériques de diamétre d, de masse
spécifique Py, avec une concentration en poids
C,, la vitesse d’usure d’une machine semblable
de dimension D,, fonctionnant au point homolo-
gue de la machine connue avec une vitesse ca-
ractéristique U, et une mixture constituée d'un
liguide de masse spécifique g, et de grains sphé-
riques de masse spécifique Py, de concentration
en poids C,, mais de diamétre tel que :

D, P e (Pa—gy)
d, o1 (Py— 01) Py?
D,

est dans un rapport avec la vitesse d’usure de

de dimension caractéristique D,, fonctionnant « la machine connue compris entre les valeurs
une vitesse caractéristique U; avec une mixture suivantes
si Po—ee - Pi—a
P, P,
2 2 2
Ps—o¢o P2—g5\2 9
Usyn\2 P, G Ky rapport U, \3 Py P b C, K,
I ~ T . —_ S 9 e -
LU, P, —op1 Cl K, vitesse d’usure LU, Pi—o 1 —\—< = P W)XP ! —~> C, K,
: e S N . :
Pl Pl 2. 1 vl
(11)
) Py — P, —o
si 2 b2 o 11 01
P, P,
0 )
2 P») — Qg
[ Pi—on Py v . - M
L+ (—57 T:T) G Ky rapport (Ba? [ Pe G Ky
5 = C K, vitesse d’usure L Uy Pi—o | C K,
Py
SIMILITUDE APPROCHEE DES USURES LORSQUE LE cn appelant
d
RAPPORT o VARIE, P ET ¢ RESTANT CONSTANTS. B P—o /4D )

La variation de , méme lorsque P et o res-

d
D
tent conslants, entraine la variation non seule-
ment des vitesses de glissement u, mais aussi
de Pangle &, d’olt une complexité du phénomene
encore plus grande que dans le cas préeédent.
II a été établi précédemment la relation sui-

vante
u::\/—l:_—pl- d cos ¥
0 f
soit
u _  /P—o/yD o \/ /_u’
W *\/#—/’p <W’>D cosd =\/ B — \ cos §

fe \ W2

qui ne dépend que de I'’écoulement de I'eau en un
point considéré quand P et » sont inchangés et

qui reste constant lorsque % varie.
L’expression de tg« éq.(8) devient :
‘tgmz\/Bg \/coso Sln(o—{—'a’)
1+ \/B —T)—\/ cosB’cos(S—l—B’

L’angle %" est une fonction de —— qui s'établit

D
en partant d'une part de 'équation (6)
d
—4A, 2
A )
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en appelant :

W \2
() e
‘ <(" @ r ) D p2

~ 2f ®—o¢de

v

A; comme B restant constant en deux points ho-
mologues de deux machines semblables fonction-
nant & des régimes homologues lorsque P et ¢ res-
lent constants, et d’aulre part de 'équation (7)

NG

donnant cos 8 en fonction de A.

On en tire

d sin® &’ , :

AT o S 13

D 2A;cosd ()

D’ott
b o \/ B _% V cos? sin (3 - ) \\)
1+ \/7)13— cos (3 4 3) sind”
28, /
y

’

. - . d ;
qui est proportionnel a B et a une valeur y
exprimée en fonetion de &, dont il faul étudier

s d - .
la variation lorsque 5 Varie.
Remarquons toul d’abord, en se reportant &
Péquation (7), que

d (cos ) d(cosd’) dA

d<%> dA d<%>

est toujours < 0, c’esl-d-dire, ce qui était & pré-

7

voir, que 3 eroit avece o et réciproquement.

Dlautre part, 'étude de

dy
3y

montre que

dy <0

ds -

BLANCHE Ne° spiciaL B/1950

dans la limite ou

B

3 < 80° et —_—
o< A,

5 < 35° < 2

condilions pouvant éire considérées comme ad-

missibles pour les roues d'un tracé habituel. Donc
et Nrs < g d L .

y croit avec &', c’est-a-dire avee 0} el récipro-

quentent.

On en déduit que si

dy dy

D, <D,
dy ds
Lg % \/Df’_ s P »DQ
o == pr—— <o —
g« b4, Ay
D, 7' D,

. 1. . .

puisque S < 1, ee qui va permettire de déter-
y

miner une valeur maximum de Pusure dans cc

premier cas,

et que si :

D, ~ D,

tg %o ~ I)A”,

tge ©— /q,
Vo,

d’olt se déduira la valeur minimum de Vusure
dans ce dernier cas.
Il faut encore déterminer 'autre valeur limite
tg a. R T
de -L dans les deux cas considérés ci-dessus.
g
Pour ceci, multiplions le numérateur du
.y : . . d N\
deuxiéme membre de Téquation (14) par (w—}
D/
et le dénominateur par la valeur équivalente ti-
rée de P'équation (13)
sin®? §’
(2ApD"cos ¥
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Il vient
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(cos3)letrsin(6 438)

VT (B o+ 3 sing | sinn s P
i —_— cos (6 4-8°) sin g jsin-"o

(5a7) [ ! <2A1> st °J (15

tg « est proportionnel & :

<_.(.l__)0,5 -+ n
D

et & la valeur X exprimée en fonctions de 3.
On trouve que dans les limites déja conside-
; o o aro o B \%
rées de 5§ < 3b°, ¥<C 30° et "2,
2A,
dX

— est toujours <0
dy S ] <

pour n = 0,5.

Cette valeur maximum de n étant atteinte pour
N o B
== & =090 ()[/

\2A
que le grain ne se dirilgc plus vers la paroi, puis-
que lorsque & =0 le grain glisse dans la direc-
tion du fluide.

La valeur maximum de n, par contre, décroit
\
54, )
inféricure 4

V14 . 3 .
)" == 0, ¢’est-a-dire lors-

N

rapidement lorsque 3

croft et lorsque <
augmente; pour 3 > 5° elle reste

. 2
0,35, méme en admettant <~If-> = (.
2 A,

Sous réserve de vérification par expérience, il
doit étre possible d’adopter

n < 0,36 et peut-étre méme 0,3.

En introduisant n == 0,35 dans équation (15),
on en déduit que

. dn (,11
S = S
: . <D,
d, \ o088 dJ 0,85
tg Ly —ﬁ: 173 > Dg
tgay | 4, X, 4
1 Dl
et que si
do d,
—— > 2
D, D,
—(—12_ 0,85
g D,
tg o Ay
D,

En se reportant & 'expression de T'usure (for-
h .
mule 2) dans laquelle (—ﬁ est remplacée par

v P . .
tg @ et olt % e arrive a4 lIa

# constante, on

conclusion suivante
Connaissant la vitesse d'usure d’'une machine

de dimensions caractéristiques D,, fonctionnant
& une vitesse caractéristique U,, avec une cer-

taine mixture constituée de grains sphériques de
diamétre d,, leur concentration en poids étant c¢,,

la vitesse d’usure, d’une machine semblable de
dimensions D,, fonctionnant au point homologue
de la machine connue ¢ une vitesse caractéristi-
que U,, avec une mixture dont liquide et solide
ont la méme masse spécifique que pour la ma-
chine connue, mais constituée de grains sphéri-
ques de diamétre d,, leur concentration en poids
étant c, est dans un rapport avec la vitesse
d’usure de la machine connue, tel que

si d, d,
b, < D,
—d?“ 0,55 dg 0,5
U, \* o D, \o . o \3 o o o 1
<_ﬁ?> %j i; —%% < rapport des vitesses d'usure < < g: j —: *ng i;; 16)
D, D,
et si
d o 4y
dy o3 dy \ 08
2] 3 .f) 2 y . 2] 3 ‘/') oy yf)
< g;> Z—; % —%{%- < rapport des vitesses d'usure <<%~> —z—]‘ ~% %E; an
Dl Dl
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REMARQUES SUR L’UTILISATION DES RESULTATS

1° Pour déterminer le rapport maximum des
vitesses d’usure, entre celles constatées sur un
modéle réduit et celles a prévoir sur une machine
pour laquelle dimensions et nature des maltériaux
et méme de liquide, sont différentes, il faut tout
d’abord appliquer les inégalités (11) ou (12) qui
donnent le 1pp01t des usures pour une valeur

Pl?. (1) —— o) 0y

Py? <P1 1) 91

D, — D,

c’est-a-dire, pour une certaine dimension d’,, des
grains différents de la dimension d, finale.

Il faudra ensuite affecter le résultat obtenu
pour le rapport des vitesses d'usure, du coeffi-
cient qui se déduit de (16) ou (17), soit respecti-

vement
d. 0,5 ., 85
< 2 ou <_~’—
d, 4y

suivant que ds < d’s ou dy > d',.

2° Pour la comparaison enire deux machines
scmblables, il sera pratique de remplacer :

U, \/ Q, [ D \2
—#£- par 2 ou par %= [ =Tk
1 ! ! Qi ( D, )

H,
H,

Q»
Q

étant le rapport des hauteurs,

étant le rapport des débils,

%—“— ¢tant le rapport des similitudes.
1

BLANCHE N° sprEciaL B/1950
3 Le \ppmt des vitesses d’usure est égal ¢

I'inverse du rapport des temps nécessaire & l()l)—
tention de la méme usure sur l’épaissem des
parois.

En passant d'une pompe d’essai & une pompe

.- D,

m fois plus grosse, m ¢étanl égal & WD—“ , on
pourra done tenir compte de l’auU‘montahon des
cp‘ussoms des aubes, le temps tlouvo pouvant
&tre majoré d’'un coefficient proche de m ou
méme ¢égal & m si les usures sont bien régulie-
res, et inversement.

4° Dans la comparaison de plusieurs solutions
industrielles, il peut étre intéressant de compa-
rer non plus les temps, mais les poids du maté-
riau pompé; dans ce cas, il faudra multiplier
le rapport des temps

__l_L par Q¢4
Ly Qs co
5° En vue de vénéraliser les résullats, il a ¢té

‘)BA ,\l—{i ng\(a + 8 des va-
leurs extrémes qui onL condult a trouver des
¢earts qui peuvent élre importants entre les
maxima et les minima des vitesses d’usure. Pour
une machine déterminée et bien connue, on peut

agonner as O /
1 Gy \ 5 A1

tes beaucoup plus ctrom,s qui réduiront les
écarts entre maximum et minimum,.

On pourra, de plus, apporter un terme correc-
tif important & l'approximation du début consis-

adoplé pour 3, ¥,

W cos (3 4-8) des limi-

C o . Vo 1
tant & éerire la proportionnalité entre tg e et D.

DISCUSSION

M. le Président remercie M. BErcerox, rappelle que la
question qu’il a exposée ct étendue aux mixtures liquides
solides avec application aux pompes, se rattache 4 une
¢tude dont la forme générale est due 4 M. Brux, et souhaite
que Pon puisse Pappliquer aussi aux turbines. Il demande
4 M. BErGERON 5’il existe des termes pratiques de compa-
raison au sujel de deux pompes a caractéristiques un pen
différentes et agissant dans la méme mixture ainsi que
cela existe pour les turbines.

M. BERGERON répound que la question de I'usure peut étre
traitée pour les turbines de la méme fagon que pour les
pompes; compte tenu de la différence qu’il y a entre les
limites des forces et les accélérations, dune part pour
les pompes, d’autre part dans les turbines. Il pense tou-
tefois que la qucshon présente moins d'intérét plahquv
pour les turbines ol les usures sont généralement moins
importantes ue dans les pompes par suite des mixtures
beaucoup plus chargées que celles-ci sont susceptibles
d’écouler.

La comparaison des résultats d’une pompe & une autre

semblable ne peut étre faite quwau bout de temps de fone-
tionnement assez longs, et sur des machines dont les carac-
téristiques ne s’écartent pas trop des conditions de simi-
litude. Mais M. Bercerox indique que les résultats obtenus
avee les formules qu’il propose ont ¢été vérifiés avec unc
précision industriclle acceptable dans un cas ot deux
pompes semblables marchaient en série. Enfin, il pense
pouvoir étendre les vésultats aux écoulements le long de
parois fixes et, éventucllement, aux usures causées par un
jet sur une plaque, moyennant certaines corrections.

L’étude de ces cas offrivait un contrdle plus facile de la
théorie que pour les pompes car il permettrait des essais
systématiques avee grande vitesse d’usure et homogénéité
des matériaux.

Cependant, M. le Président remarque que dans les tur-
bines le matérian mixture est plus homogéne que celui des
pompes & déblai, que dautre part Pusure est loin d’étre
négligeable et que, de ce fait, les turbines peuvent pré-
senter, au point de vue contrdle des résultats, un intérét
peut-étre plus grand que les pompes. Il pense aussi qu’il
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serail intéressant de faire des essais pour voir quelle est
la répartition de la partie solide dans les jets de sortie de
la roue entre deux aubes.

M. RevexsiEras demande 4 M. Bercerox si on pourrait
tirer de sa théorie de la similitude des enseignements pour
la mise au point d’une méthode d’essai qui permettrait de
caractériser un matériau de revétement donné au point de
vue de la résistance & Pusure : le Service des Ltudes el
Recherches Hydrauliques de PEDJF. tente de réaliser un
« appareil d’usure » qui serait constitué soit par une
¢prouvette cylindrique tournant en eau calme, soit par un
tunnel hydrodynamique contenant les éprouvettes et dans
lequel on ferait circuler une mixture, soit encore par un
jeu de mixture frappant une éprouvette. M. REMENIERAS
demande 4 M. Bercerox g’il juge Pune de ces trois solu-
tions préférable aux deux autres.

M. Bercerox estime que la théovie qu'il vient de pré-
senter permet de caleuler les limites d’usure dans les cas
envisagés par M. REMENIERAS, sous réserve d’introduire les
accélérations et les conditions résultant des écoulements
réalisés. Il pense quon pourrait essayer les matérianx en
mesurant usure d’éprouvettes constitnant les parois dé-
viant un écoulement plan simple pour lequel courbures
et aceélérations seraient bien définies en tous points, ce
qui faciliterait Iétablissement des formules des rapports
d'usure.

M. le Président félicite M. Bergeron de son exposé.

En ce qui concerne la question de M. REMENIERAS rela-
tive 4 lusure par jet, M. Beraurox a rédigé la réponse
suivanle :

Lessai au jel de mixture sur une éprouvette de métal
ou de matériau de revétement, pour en déterminer sa
résistance & Pusure, est déji appliqué. Dans ce cas précis,
Pessal au jet est & notre avis intéressant, sous condition
que le jet de mixture soit pour tous les essais rigoureuse-
ment identique tant en ce qui concerne diamétre, vitesse,
distance & Péprouvette que pour la nature de la mixture,
nature des grains, diamétre, concentration. Il permet de
conclure qu’un métal ou un matériau s'use dans une cer-
taine proportion par rapport & un autre lorsqu’ils sont

LA HOUILLE BLANCHE

soumis aux mémes conditions d’usure bien qu’il ne faille
voir dans cetie proportion quune indication sur ordre de
grandeur. En effet, pour n’examiner qu'un cas des causes
d’erreurs, si la forme de Pusure différe d’une éprouvette &
Pautre, les écoulements s’en trouvent modifiés le long de
la paroi; les deux éprouvettes ne sont dés lors plus sou-
mises aux mdémes cfforts provoquant Pusure. Le rapport
des pertes de poids des éprouvettes dans le mdéme temps
ne peut donce étre étendu aux durées d’un revétement en
place par rapport & un autre gu’avee beaucoup de pru-
dence, en critiquant en particulier la forme des usures des
éprouvettes en essayant si possible d’analyser séparément
I'usure par choc au centre, de Pusure par frottement sur le
pourtour et en assimilant ces résultats aux écoulements
cffectivement réalisés.

Par conlre, & notre avis, Pessai au jet devient tout a fait
contestable lorsqu’il s’agit de comparer la valeur abrasive
de différentes mixtures sur des éprouvettes identigues
si 'on veut en déduire par exemple qu’une usure double
des éprouvettes conduit & une usure double de la roue ou
de la bache d’une machine. En effet, bien que les filets
liquides restent identiques (si Pon suppose évidemment la
constance de cet écoulement), les trajectoires des grains &
Pintérieur du jet varieront avec la nature des grains, leur
densité et leur grosseur. Pour pouvoir tirer une conclusion
pratique des essais, il faudrait donc faire pour le jet unc
étude de similitude analogue & celle que mnous avons
essayé de faire pour les roues en déterminant en particu-
lier la variation du nombvre de grains & la paroi lorsque les
conditions varient. De plus, il faudrait tenir compte qu’il
s’agit d’un écoulement de révolution alors que les écoule-
ments rencontrés en général dans la pratique peuvent plus
normalement étre assimilés 4 des écoulements plans. Ce
dernier point est important car il est & remarquer que
Péquation (2) du mémoire qui est :

pour un ¢eoulement plan, devient :
. P—3s hN 2
Us A2 KRG [ —
P D

pour un ¢écoulement de révolution.
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