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La Ihéorle (fil mOlwement engendré par lIn bat­
tellr plan dans lIn canal indéfini, de profondeur
et de large Ill' constantes, rempli d'un fluide par­
fait, pesant et incompressible, a été faite ail
premier ordre d'approximation par MM. llave­
lock, Biesel et /(ravtchenko. Le présent travail
est consacré à l'élude de la deu.'dème approxi­
mation, ainsi q/l'au calcul de l'harmonique non
linéaire émis par le volet. Les abaques relatifs
llU balleur piston ont été tracés et reproduits
dans le texte.
La solution se présente sous ta forme d'une
somme de séries uniformément convergentes
dans tOlIte la masse dll flllide, ainsi que sur les
fronfières, sauf mlx extrém ités du volet, où la
solution possède des singularités logarith­
miques.

CHAPITRE IV

The theory of tlle movement prodllced by fi

straight-fronted wave generator in an indefinite
canal of constant depth and breadth and con­
taining a perfect ponderable and incompressible
fluid, has been estabtished to a first order of
approximation by Messrs. Havelock, Biesel and
/(ravtchenko. The present work is concerned
with the study of a second order of approxima­
tion and the calClllation of tlle non-tinear har­
monic emit/ed by the flap. Graphs for a
plunger-type wave generator have been plotted
and are reproduced in the text.

Tlle solution takes the form of a sum of uni­
formly converging series throughoul Ihe fluid
mass and al ils bOlllldaries, excepl al the flap
ends, where logarithmic singularities occur.

CALCUL DE L'HARMONIQUE ET DE L'OSCILLATION LOCALE DE PÉRIODE T/2

Les équations et conditions aux limites auxquelles doit satisfaire la fonction J 2 (XI)' Yo, t)
étant linéaires, on peut décomposer cette dernière en trois fonctions, qui vérifient sur le batteur
chacune des conditions aux limites suivantes :

oJ NI 2 = Fs (Yo) cos 2 ktoXo

1° RECHERCHE DE LA FONCTION J'2 (XI)' YI)) :

La fonction J'2 (xo, Yo) ne dépend pas du temps. La condition de surface se réduit donc à :

C) Cf. La HOllille Blanche, n" 1-1961, page 3.
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Les solutions il variables sél)arées de l'équation D.J'2 = 0, vérifiant les conditions de fonds
et de surface ainsi que les conditions à l'infini, appartiennent à un type unique:

DO

J'2 (xo, Ua) = 2:
1

avec:

Ce terme indépendant du temps représente une variation du niveau moyen qui devient
négligeable à faible distance du batteur. On choisira les coefficients A p de manière il satisfaire à
la condition limite sur le volet, soit:

OJ'2 _ w c',-.
--;,- - "'0 2:!Lr -z- cos P-rUO = F 1 (Ua)
u.To 1 e

La suite des fonctions cos iJ'rUo est complète et orthogonale, puisque ce sont les fonctions
propres de l'équation différentielle U" -/- !LU = 0 assujetties aux conditions limites:

u' (0) = U' (h) = O.

Par suite, ce développement est possible et l'on a :

P.,.!I -/- sin [J.,.h cos [J·rh

c'
J,

~=--

11 71

- J F l (Ua) cos[Jr:UodUo - 2 J F l (Ua) cos iJ'rUodUo
o _ = __0 _

li

[J.,. J cosz iLr. YodUo
o

2 a',. --i111 , ,_ ch In'rYo . C\ lot---- e . ,"0 --::---'- .-•. SIn /. i-
nl'reZ sh ln'rh ~

20
RECHERCHE DE LA FONCTION ,JII2 (xo, Yo, t) :

On forme avec les solutions il variables séparées une combinaison linéaire qui vérifie les
conditions ], 2 et 4 :

J" ('. [') - a'o chm'oYo (Ol._t ,.) -/- .ç.
, 2 .lo, Y(l> . - .--- - cos '" h - m oXo kJ

m'oe2 sh nl'oh 1

m'o étant l'unique racine réelle et m',. l'une des racines imaginaires pures de 4 k 2 = m',q th m'ho

On détermine les coefficients a'o et a',. pour satisfaire à la condition (3), d'où

0'0 chm'oYo ~ 2 ia',. h' F ( )
C2 sh nl'~ll - f' e2 sh m'rh c m ,.Uo = '2 Uo

li

2 m'a J F 2 (Ua) ch m'oUodyo
o

3 0
RECHERCHE DE LA FONCTION Jill Z (xo, Ua' t)

On aura de même :

2 a'r
eZ sh nI'rh

h

2 i m',. J F 2 (Yo) ch m',.Yr;dUo
_---::--'0

ln',.h -/- sh m'rh ch m',11

2 b',. -,'m'"---e r'·O

In',.e 2
ch m',·uo cos 2 kt
sh m'rh

b'o h" ,,2 ib',. h' F ( )
e2 sh m'oh- c m oUo - 7' e2 sh m',.h c m ,.Uo = a Uo

b'o

h

2 m'o J Fa (Uo) ch m'oUoduo
o 2 b',.

eZ sh m',.h

li

2 i m',_ J Fa (Yo) ch m'rUodUo
o

m',1l -/- sh nI'rh ch m',1I

Le calcul des coefficients a'o, b'o, a',., b'p c',. se ramène au calcul d'intégrales de la forme:
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Ir
. , __ sh (u + (~) h sh (u - ~) h
eh u lJo eh r11JoilzJo -- --c--- -j- ----
.. , 2(u+~) 2(o.-~)

sin ll-,.h = 0

1 ch (u + (~) h_ -1_ ch (u -- ê2 h
sh u !Jo eh (1 !Joc !Jo = 1

2(u+~) 2 (et.---r1)
.1 = 1

Ô

dans lesquelles on remplacera o. par m o, 2 m o, m p, m o ± m,,, mp::i-:: m q et ~ par il)"'" m'o' m',..

On peut simplifier l'expression des coefficients en utilisant les formules d'addition pour
les fonctions hyperboliques et en remarquant que:

cos 11.,.h = (- 1),.+1

k 2 k 2 , 4 k 2
th moh = th m p h = --- th m oh = -----

l11 0g l11"g 111'og

Les calculs ne présentent aucune difficulté. Ils sont d'ailleurs grandement facilités par les
symétries existant entre certains termes qui se déduisent les uns des autres par changement de :

111" en -- 111", m o en 111", etc...

On obtient ainsi les résultats figurant à la planche I. On a pris dans ces formules:

/. () 1 1 ~e d' ", () /:::"elJo = -r 'J--'- l'Jo ou / 1/0 = -J-. le . . le

Le cas du batteur piston s'obtient en prenant ~e == 0 aussi bien dans les formules donnant
0'0' b'o, c',. que dans les fOl'll1ules donnant Ao, A".

Les formules donnant les coefficients a',. et b',. se déduisent des formules donnant 0'0 et
b'a par simple changement de m'o en m',. = - ii/,. et multiplication par i/2.

11 est donc inutile de les écrire.

Dans ces formules, on a posé:

Ce sont des grandeurs sans dimension et l'on reconnaît aisément que I1c',.je 2 , ha'0/e2 et I1b'o/e 2

sont elles-mêmes sans dimensions.
On remarque que les séries numériques donnant les divers coefficients sont rapidement

convergentes. Leur terme général est de l'ordre de :

LI! = ).pll ,...., p7. __._El'- = 0(_1_) ou 'o(~-\
sin ).,,11 p2 , p3 J

Il est donc possible de calculer ces coefficients avec une bonne précision tout en se con­
tentant d'un nombre limité de termes. On peut d'ailleurs trouver facilement une valeur appro­
chée par excès du reste de chaque série, ce qui permet de chiffrer l'erreur commise.

(LO\2 (Lo11=B

FIG. 10
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Pour effectuer le calcul proprement dit, il faut d'abord déterminer la valeur des racines:

L o = moh L p = )'ph

L'o = m'oh L',. = )/,.h

On procède par itération.

On commence les itérations avec la valeur approchée:

k 2h
(LO)l = (m Oh)l = -..-- = B

g
On calcule:

YI = th (Lo)l

On en déduit la nouvelle valeur:

On calcule:

Y = th Lo

Y2 = th (Lo)z

La figure montre clairement que les itérations convergent vers le point d'intersection des
courbes:

B
Y =-L~-

c'est à-dire vers la racine cherchée. On arrête les itérations quand la différence entre deux
valeurs successives de Lo devient inférieure à la précision désirée.

FIG. 11

De même, pour le calcul de LI" on commence les itérations avec la valeur approchée
(Lp)l = p7t.

On calcule:

On en déduit :

Les itérations convergent encore vers le point d'intersection des courhes :

Y = -- cotg Lp et y = Lp/R

L'application des formules donne alors:

ha'o
~'

en fonction de Lo, L'o, L p et B.

he',.--',e2

1w',.
7~'
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Pour construire les abaques, point par point, on prend pour variable indépendante la
profondeur relative h/L (variable sans dimensions), L étant la longueur d'onde de la houle fon­
damentale.

On a d'ailleurs:

g = Lo th Lo = r (-~)
De même, L'o, Lp ne dépendent que de B et donc de h/L.

Il en résulte que ha'o/ez, hb'o/ez... ne dépendent que de h/L et de f::.e/e.

Pour traiter le cas du volet balançoire d'équation el (Yo) = e + (f::.e/h) !Jo avec un rapport
f::.e/c quelconque, il est possible, dans l'approximation du le,. ordre, de décomposer chaque coef­
ficient ([0' ap en deux parties, la première correspondant au batteur piston (f::.e = 0), et la
deuxième au volet simple avec centre de rotation sur le fond (c = 0). Ainsi, pour chaque coeffi­
cient, il suffit de tracer deux abaques seulement.

Au second ordre, par contre, les formules donnant 11a'o/cZ, etc., n'étant pas linéaires par
rapport ù Ao, f\" il n'est pas possible de procéder de la sorte et l'on doit tracer pour chaque coef­
ficient ha'o/e", hb'o/e", etc., un réseau d'abaque dépendant du paramètre f::.e/e.

En fait, nous n'avons calculé que les abaques correspondant à la valeur f::.e/e = 0 (bat­
teur piston). Ceux-ci donnent, en fonction de la profondeur relative h/L, l'amplitude de l'harmo­
nique, soit:

h~'i!J':'.o_± b'"iL
e2

et sa dilTérence de phase CI. avec le terme du 2'" ordre associé ù la houle fondamentale (*), cette
difTérence de phase étant calculée au droit du batteur (;to = 0).

_b~o_
("J. =-= arc tg T:

(['0

On a ninsi le diagrnJl1Jlle :

• Harmonique

emlS~

\
terme du 2° ordre

2kt

FIG. 12

Il est facile d'interpréter la forme de ces abaqnes. Si la profondeur relative est faible,
on est dans le cas des ondes longues en eau peu profonde (ch moh # 1). La houle épouse alors
assez bien le mouvement du büteur piston et l'oscillation loc~lle garde une très petite ampli­
tude. L'harmonique émis par le 1Jatteur sert principalement ù compenser le terme du 2" ordre
de la houle. Ceci explique qu'il soit pratiquement en opposition de phase avec ce dernier. Si 11/L
croît, le mouvement de la houle (;pouse moins bien celui du batteur. L'oscillation locale qui fait
la compensation devient plus importante ct concourt, en même temps que le terme de M. Miche,
ù la formation de l'harmonique. La phase de ce dernier devient donc quelconque par rapport
au premier.

(*) Ce terme a pour abscisse:

_. .n10_a.02_ _,·.-··1 _ 3 ch 2 mo!J_o._-..·..J . (') J n- . . SIll .~ d --.,: moxo)
4 e" shZ 111oh.. 2 sh2 moh .
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Lorsque blL croît au-dessus de 0,5, la profondeur peut être considérée pratiquement
comme infinie. Une augmentation de b/L n'a donc pas d'elfet sensible sur le mouvement. Ceci
explique la présence d'une asymptote pour la phase et pour l'amplitude de l'harmonique (*).

Lorsque blL est faihle, l'amplitude du terme de M. Miche est importante puisqu'elle
croît en raison inverse de la profondeur. L'amplitude de l'harmonique qui est engendrée par le
terme devi0Ilt donc elle aussi importante.

Au-dessous d'une valeur minimale de hlL, la méthode des petits paramètres qui nous
a servi à expliciter la solution cesse d'être valable, car les termes du 2' ordre croissent au-delà
de toute limite et la série qui a servi à représenter le mouvement du fluide:

(x = ;1'0 -i-- eX] + e2X2 + ... )
n'est probablement plus convergente. La partie gauche des abaques dena donc être utilisée avec
précaution.

Des expériences sont en cours au Laboratoire de Mécanique des Fluides de l'Institut Poly­
technique de Grenoble. Elles auront pour but de v(:rifier hl présente théorie et de déterminer
ses limites de validité.

Lorsque le mouvement du batteur n'est pas rigoureusement sinusoïdal, l'harmonique cal­
culé par la présente théorie sc compose avec l'harmonique caJeu lé Jlar 1\1. Apté. Ces deux ter­
mes étant du 2" ordre, on a vu qu'ils s'ajoutent vectoriellement comme si le phénomène était
linéaire, puisque leurs interactions sont d'ordre supérieur au second.

Les expériences demandent une mesure très pr(~cise des phases et des amplitudes, mesure
d'autant plus délicate que les dernières sont de l'ordre de quelques millimètres.

En efret, pour une houle fondamentale ayant une longueur d'onde de 1 mètre, une cam­
brure de 5 %, et pour une profondeur d'eau de ;30 centim<':lres, l'abaque donne une amplitude
de l,f) mm seulement (2 No).

Les mesures sont etrectuées avec l'appareil S.T\L mis au point au Laboratoire de Mécani­
que des Fluides par M. le professeur Santon et par M. Marcou. L'extrême sensibilité de cet
appareil permet de mettre en évidence les phénomènes du second ordre.

CHAPITRE V

VALIDITÉ DE LA SOLUTION FORMELLE

La présente théorie est basée sur la validité de la représentation des petits mouvements
d'un fluide pesant à surface libre, par une série de la forme:

x = X o + eXI (xo, !Jo, t) + ('2 X 2 (ro, lJo' t)

!/ = !Jo + CYl (xo, !Jo, t) + e2 Y2 Cro' !Jo, t) +.. ,
Rappelons que cette représentation est une application de la méthode des petits paramè­

tres de Poincaré et qu'elle a été utilisée par M. Miche et à sa suite par MM. Biesel et Daubert.
A notre connaissance, la convergence de ces séries n'a jamais été démontrée. On peut simple­
ment remarquer que, dans la pratique, l'addition des termes du second ordre améliore nette­
ment la description du mouvement.

La validité de la théorie du batteur dépendra donc essentiellement de la validité de cette
représentation.

Nous avons admis ce fait, au début de notre travail, et nous avons snpposé, en plus, qu'il

(*) Pour déterminer le point à l'infini, il faudrait recommencer les calculs en utilisant les expres­
sions de Xl et YI valables en profondeur infinie (cf. HaveJock). Nous n'avons pas fait ces caleuls étant
donné leur faible intérêt pratique
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était possible de limiter la série à ses termes du 1er et du 2' ordres, pour des valeurs de e « suf­
fisamment petites », mais dont la grandeur n'cst pas susceptible d'être évaluée avec précision.

Bemarquons, en outre, que nous nous sommes limités à l'étude des mouvements yoisins
du mouvement irrotationnel (en raison des hypothèses faites sur le courant de masse). Ces
mouyements correspondent, sans doute, à ceux qui sont observés en pratique dans un canal
à houle. Un rotatiounel arbitraire du 1er ordre aurait fait apparaître des termes séculaires qui
augmentent indéfiniment avec le temps. Dans ces conditions, on aurait pu craindre que le rayon
de convergence soit fonetion du temps et que les séries ci-dessus ne convergent que pour des
intervalles de temps trop petits pour qu'on puisse les utiliser. Cette ohjeetion est d'ailleurs
classique et a été formulée par Poincaré.

La validité de la représentation du mouvement du fluide ayant étC:~ admise, il convient
maintenant de montrer la légitimité~ des opérations fl)rmelles effectuées. Celles-ci nous ont conduit
à exprimer la solution sous la forme d'une somme de séries infinies. Ces dernières ne définis­
sent, en réalité, le mouvement, qu'à la condition d'être uniformément convergentes dans la masse
du fluide, ainsi que leurs deux premières dérivées par rapport aux coordonnées x, y et t. Lorsque
cette condition est réalisée, les séries représentent en effet des fonctions définies et continues
dans tout le domaine ainsi que leurs deux premi(Tes dérivées. Ces fonctions vérifient d'ailleurs,
par construction, les équations du mouvement.

De la même manière, pour que les conditions aux limites soient effectivement satisfaites,
il faut que les séries définissant Y2 sur le fond du canal, o2X,J!"à[2 et oY2/ot ~mr la surface
libre, X2 et Y2 à l'infini, X2 sur le batteur soient uniformément convergentes sur ces frontières.

Or la solution se compose de trois séries distinctes;

Il est facile de montrer que les deux pre nières sont uniformément convergentes ainsi que
leurs dérivées dans la masse, sur le fond, à l'infini et sur la surface libre.

En effet, la solution au l€r ordre, Xl et Y1, est donnée sous la forme de séries infinies
absolument et uniformément convergentes ainsi que leurs dérivées de tous ordres, et cela, dans
toute la masse du fluide, ainsi que sur les frontières (batteur excepté).

II est donc légitime d'effectuer les produits terme à terme des séries dérivées comme on
l'a fait notamment pour calculer les jacobiens figurant aux seconds membres des équations, ou
pour expliciter la condition limite en surfaee. an obtient ainsi des séries qui sont absolument et
uniformément convergentes dans tout le domaine sauf peut-être sur le batteur. A leur tour, les
séries:

sont obtenues en intégrant, t@rme à terme, les séries uniformément convergentes qui constituent
les seconds membres des équations du mouvement ou de la condition de surface. Elles sont donc
absolument et uniformément convergentes dans toute la masse du fluide sauf peut-être sur le
batteur. On peut d'ailleurs le vérifier directement snI' l'expression de X2 et Y2 lorsque l'on a
remplacé les Mp et Mq par leurs valeurs et regroupé les termes. Ceux-ci contiennent en facteur
les termes exponentiels e-\p.'l7o, e-\"xo, qui assurent la convergence des fondions et de leurs déri­
vées de tous ordres quel que soit Xo positif.

Par contre, sur le batteur, Xo = 0, les exponentielles sc réduisent à l'unité et l'on doit
examiner la convergence de plus près.

On fera ci-dessous l'étude de la série :; (0, !Jo, t) à laquelle se réduit l'expression
(oL2/o.rO) + (OI{2/0XO) sur le volet. On verra qu'elle y est uniformément convergente sauf aux
exlTémités et au point milieu (xo = 0, !Jo = 17/2), où la fonction représentée par la série possède
des singularités logarithmiques, de partie principale log zo, log (zo -- ih), log (zo - i17/2).

II reste à étudier la convergence dans la masse et sur les frontières de la troisième
série:

X" _ oJ2
2 - o.ro

Y"., = oJ2

- ÔYo
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Une élude analogue à celle qui a déjà été faite au 1er ordre montrerait que leur conver­
gence dépend de la nature des singularités de la fonction qu'elles représentent sur le batteur,
soit :

, ·X oL, aIL -1 x r (0 t-
..

2 - ---- - ---.''-.... = .i 2 --- ç '!Jo,)
_ OXo OXo _"'0=0 .

On connaît déjà les singularités de ç (0, !Jo, t) et l'on devra rechercher également celles de
la solution au 2° ordre X2 et 1'2' On verra que celles-ci sont situées aux extrémités du batteur et
ont pour partie principale 20 (log z(,)2, le point milieu étant, d'ailleurs, un point ordinaire.

On en conclut que oJ2 /o.l'n étant égide sur le balleur ù une fonction de carré intégrable,
y est uniformément convergente dan:, tout intervalle ne contenant pas les singularités; c'est­
à-dire, dans les intervalles ouverts (0, h/2) et (h /2, h).

En outre, dans la masse, sur le fond, à l'inHni, et snI' la surface libre, on montrerait, COlllme
ponr l'approximation du 1"1' ordre, que les séries (oJ~/oxo)' (oJ2/01/0) ainsi que leurs dérivées de
tous ordres sont absolument et uniformément convergentes. On peut remarquer que la solution
particulière:

oK 2

°Yo

satisfait aux conditions de foncl, à l'infini, et à la surface libre, mais qu'elle prend sur le batteur
des valeurs très partieulières. an aurait pu ohtenir une infinité d'autres solutions particulières,
satisfaisant aux mêmes conditions de fond, de surface, et à l'infini, mais prenant chacune sur le
batteur des valeurs dilférentes et y possédimt éventuellement des singularités arhitraires. Ces
diverses solutions ne différeraient les unes des autres que par le gradient d'une fonction harrno­
nique, vérifiant les Irois premières conditions limites. Ainsi les singularités de :

(oLjoxo) -+ (oK 2/oxO)

ne correspondent pas nécessairement à la nature du problème et dépendent en partie du choix
de la solution particulière. Ces singularités artificielles se retrouvent d'ailleurs avec le signe
contraire dans la série oJ2 /oxo, puisque celle-ci est déterminée de telle manière que pour ·1:0=0 :

ôJo voL, ol{.,
_~ 7 __ ::::=::: .i\.. " ~'- ---,--------~~ -- ----

oXo - oXa oXo

Elles se détruisent donc mutuellement dans le calcul de la solution complète X2 et 1'2- Par con­
tre, les singularités de cette dernière sont parfaitement déterminées et irréductibles, puisqu'clics
sont dans la nature des choses. Elles sont- d'ailleurs plus faibles que les premières puisqu'elles
sont en Zo (log za)2 et (zn -- ih) [log (zn ---- ih) P.

Ainsi, on reconnaît que les déplacements X~, y ~ sont partout finis et continus, milieu et
extrémités du hatteur compris, hien que les séries:

êJL2 _+êJK2 et __oJ2

O.To O.To oXo

y prennent des valeurs infinies (mais de signes contraires).

De plus, la partie principale de X2, Y2 étant Zo (log ZO)2, les senes dérivées (oXdoyo),
(oY2 /oyo) ont des singularités logarithmiques et les séries qui les représentent sont uniformé­
ment convergentes.

Les séries représentant X~ et 1'~, ohtenues par inbSgration des séries précédentes, sont
donc ahsolument convergentes, bien que les séries (oL2/o.To) -+ (oK2/0:ro) d'une part et oJ2/0XO
d'autre part soient simplement uniformément convergentes. Leur somme, après réarrangement des
termes, possède un terme général d'ordre 1/p2. On pourrait profiter de ces remarques pour effec­
tuer plus adroitement le calcul, en évitant de décomposer X2 et 1'~ comme on l'a fait ci-dessus,
en composantes prenant en certains points des valeurs infinies et de signe contraire. On choi­
sirait pour cela, pour solution particulière:
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OÙ 12 est une fonction harmonique sati$faisant aux trois premIeres conditions aux limites et
possédant sur le batteur des singularités égales aux singularités de (oL 2/oxO) + (oK2/oxo) et de
signes contraires. On obtiendrait ainsi pour (oL 2/oxO) + (oI\.2joxo) + (OI2/0XO)' d'une part, et
pour oJ2 /0XO' d'autre part, des séries absolument convergentes, plus agréables à manier dans
les applications numériques.

:Mais Je gain ne serait appréciable que pour le eaJeul de l'oscillation locale du 2e ordre,
à laquelle nous ne nous intéressons pas puisqu'elle devient négligeable à très faible distance du
batteur. Comme nous nous contentons, en fait, du calcul de l'amplitude et de la phase du
terme progressif, nous avons préféré utiliser la solution particulière uniformément convergente.

On peut conclure cette discussion en remarquant que la solution formelle, donnée au
chapitre précédent fournit bien la représentation du mouvement du Huide dans le canal, au
2" ordre d'approximation, les déplacements calculés étant partout finis et continus, tandis que
leurs dérivées présentent des infinis logarithmiques aux extrémités du hatteur comme dans la
solution au 1er ordre.

On procédera maintenant, dans les paragraphes suivanb, à l'étude de la convergence des
séries ~ (0, !Jo, f) et à ln détermination des singularités des fonctions X2 et Y2'

ETUDE DE LA CONVERGE:\CE DE LA S"~RIE ~ (0, !Jo, 0:

Cette série se décompose en plusieurs séries que nous étudierons séparément.

i (1110 -- 111 p) -- fi.o p (111 0 + 111 JJ ) J ch (117 0 + 111 p) !Jo
[(117 0 + m p ) --- !J.op (JJl o ".- JJl p)J ch (117 0 .- 117 JJ ) !Jo

Il est facile de développer les deux expressions complexes conjuguées:

+ .. .J
]

On a donc:

Il = Cio ch 1110!J...Q. f l' - -?:J/!.P~h cos )'p!Jo + 0 (1/p2)]
p e sh 1110h 1 _ e SIn Àp

qui peut s'écrire encore, compte tenu de l'expression développée de Cil/sin ÀJJh (voir théorie au
101' ordre) et de la valeur de ),p = (p",/h) + 0 Cl/p).

IIp = c; ~:: ::::Ko ~ [",;2 i (-1)P [ ;~ f (h) _. t (h) ~J + r (0) ~CO~fCL + 0 (l/p2)]

où l'on a posé !J. = "'!Jo/h.

La série llJJ converge ou diverge en même temps que les séries dont le terme général est de
la forme (-1)i> K1 (cos pCL/p) ou K2 (cos pCL/p). En effet, elle n'en diffère que par une série ahsolu­
ment convergente.

En posant ~ = '" - CL, la première série, dans laquelle les coefficients du cosinus ont des
signes alternés, se ramène à une série à coefficients de même signe. Or, en vertu du théorème
d'Abel, ces séries sont uniformément convergentes sur l'intervalle ouvert:

o< CL < 2 '" soit 0 < !Jo < 2 Il

o< ~ < 2", soit -h < !Jo < + h

En résumé, si la fonction f (!Jo) ne satisfait pas aux conditions limites de fond et de
surface, la série uJJ est uniformément convergente dans l'intervalle (0, Il) extrémités exclues.
Dans le cas contraire, la série IIp est absolument et uniformément convergente dans l'intervalle
(0, Il) extrémités comprises.
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b) On développerait de la même façon les expressions:

. ' . _ 10 Tno (k1- m),2g2) + 2 Tnp (J,:4 - Tn 0
2g 2) + 2 Tnog2 (m1J2 - Tn ( 2 )m o -- 111 - 1.0 (l1l0 + m) - ---.-.------~----.----------------

P P 1J 4 k1 _ g2 (Tn o __ 111
p

)2

'( + ) _. 10111), (k1 -. In 0
2g 2) + 2 l1l 0 (k1 - l1l p2g2) + 2 11! pg2 (l1l 0

2 _-11! v2)
1110 .- lnp Aop 111 0 ln" -- - 4 ]1 <> ( )"

" -g- Ino-m p -

et les quantités complexes conjuguées.

Les autres séries, représentant l'interaction de la houle fondamentale avec l'oscillation
locale, peuvent donc se mettre sous la forme:

_ ~ __._.__ . .ïaùap ._ \ l' (mo -- l1l),) l,op (l1l 0 + l1l1,)] ch (In o l1l p) Yo
1 4 e2 sh moh sh nl),h 1 + [(mo + ml,) --10p (m o --- m p)! ch (ma -- l1l v ) Yo

_ 4 aom o ..f ,-.. a), , ) + 0(1/ ") 1
- ----- --. ,t., .. ----.-.--- cos 'pljo P- .

eth l1l oh 1_ e Slll Àph '

qui est absolument convergente, même si f (!Jo) ne satisfait pas aux conditions aux limites, et :

[(l1l 0 --- In p ) + l,op (mo -1- m,,)': ch (m" + In),) !J"
[(In o + 111),) + ):1))) (In o .._- In p)] ch (mo---- ml') !Jo

qui est uniformément convergente dans l'interyalle 0, Il si f (!Jo) ne satisfait pas aux conditions
aux limites, et absolument convergente dans l'intervalle fermé, dans le cas contraire.

) ".' ~ ~ iapaq (mp + m,,) _ '.[ ( ): 1 1 ( + ) ]c Serre ,t., ,t., ~ h -]-1---]- LCl 1HP -In'i !lo Tf/'VqCl In p 11l q !Jo.
1 1 ~ e- s In p 1 s l ma 1

En utilisant la relation Tnp = - iI,p, on peut écrire cette série sous forme réelle

~ co co ~ __Œ1EaJb. + )'a_)_ : () _') L _1 (': ') '1L L U)Ji) = - L ,t.,? ~ " )] • '] L cos 'p Aq!JO -, [Jo pq cos Al) T Aq !Jo
1 1 1 1 ~ e- sln 'p 1 Slll Aq 1

avec:
À.p2 + ),(,2 - (2 k 4/g2) = 1 -.2 ÀvÀc + (J,:4/g2)

(I.p + )'rY (1,1' + ),~)2

q ; n

V
V

/
/

/
p=n

FIG, 13

On doit sommer dans tout le premier quadrant du plan p, q. On calculera la somme des
termes contenus dans le carré de côté n :

11 fi

L L Uw)
1 1

et l'on vérifiera que cette somme a une limite, lorsque:
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" n
+l:l:

] 1

La première somme se décompose en deux produits de séries simples dont l'une est absolu­
ment convergente et l'autre uniformément convergente, soit:

ct :

La première somme de la série étudiée tend donc vers une limite quel que soit ljo dans
l'intervalle ouvert 0, h. Par contre, pour lju = 0 et !Jo = h, elle devient infinie, à moins que f (!Jo)
ne satisfasse aux conditions aux limites.

La deuxième somme s'étudie en même temps que la série

qui peut se développer sous la forme:

~ f 1-(-l)P _R7' --L t -1 eil~" i ,..-.(- 1 )'j_R7' + r .. j eilJ(t pq + (k(h
2
)/(g2rr2) [1 +OO/p) + 0 (l/q)].

II 1_ 2 g 1 0 _ p2 1.. 2 g 0_ q2 (p + q)

Il suffit d'étudier le terme principal. D'autre part, puisqu'il est symétrique par rapport
aux indices p et q, on peut calculer cette expression en sommant dans la moitié du carré seu­
lement, c'est-à dire en prenant les termes situés sur la diagonale principale d'une part et le
double des termes situés en dessous de la diagonale:

n tz, n 1), p-l

l: L DpI} = l: U pp + 2 l: l: UPf/
] ]'] 2 ]

Il vient finalement:

série absolument convergente,

et :

. ) Rrr(._- J li ---

2g + ro -1
2 .fJ2±- CkLJ!_2)LCrl-r;2) ..

p5

2 ~. JI}:.1Up" = 1~ f r(__ 1)p R7'. + f'o --.1 !l.iPœ Jlï;] r- c- 1)q R7' + f'o -....] eil[:
] l h] l_ 2g. P 1 _ 2 9 _ q (p 1 q)

+ 2:~:h ~ [(-1)P ~~ + t'a] e;~:-l)f L(-1)q ~~ + to] q2 (~q~ (â

La somme:

J'--·1 1- R- J eiqœ
~ _ (--1)

Ij 2I.~ + t'o_ q Cp + q)-

peut se décomposer en deux, car:

1 1 1= -- - -,-----,------:-
p q p (p + q)
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et :

La première série se décompose donc à son tour en :

27t ±1(-- 1)1' R7t. -1- f'o -.1 ei~:' 1~11- (- 1)'1 Ret -1- tO]. e'q'c,w
11 1._ 2 g _ P~ 1 _ 2 g _

2r.
11

La somme;

{( ,- R~ -, eipœ 1'-11- R~ ] eiq(t2: (-1)1' ---'.~. -1- to -2 2: (-l)iJ -" -1- 1'0 _ .
1 _ 2g _ Pl. 2g P-I-q

est la somme des P -- 1, premiers termes d'une sé!'ie uniformément convergente dans l'intervalle
ouvert 0, h. Elle est donc bornée. Soit S sa somme.

La série;

') ~ {( ,-. R"t -1 eijl(t
':;1" ~1 (--1)11 -2-'- -1- 1'0 ·-;2- SI'

.. g _ 1
est majorée par la série absolument convergente:

{'ol ~;p-

En faisant le changement de variable p -+. q = l' dans la somme:

iJ~,,-1 r- R~ '/ éiJœ r~21'-1 1 R~2, (--1)'1-" -1- f'o ._j--- = e-i/I(t '.t. (._1)r-l'~
q~l_ 2 g ... p ,- q r~1'+l_ ~ g

On voit que cette somme tend vers zéro dans l'intervalle ou vert 0, 11.

La série:

]
elr",

-1- 1'0 -r-

est donc elle aussi convergente dans l'intervalle ouvert 0, h. Si la fonction f (!Jo) satisfait aux
conditions limites, elle sera même convergente dans l'intervalle, extrémités comprises.

Quant à la série:

2 k 4h {( ,..... . R7t 1 .. '\ eip ", l'-1 1··'._- 2, i _. 1)l' - + f --- I. (
g27t 1 ,_ . 2 g 0 _. p~ 1 .

on montrerait facilement qu'elle est absolument convergente.

cc ~ co 00

d) Séries 2, 2, VpQ = 2, 2,
1 1 1 1

n "
On calculera comme précédemment la limite de 2, 2, V/l'l"

] 1

Cette série se décompose en deux produits de séries simples déjà étudiées ci-dessus, et en
une somme qui constitue la partie réelle de :

±±~aq (J,v + À"L_ .. 6 )'1')'0 -1- (2 k 4/g2
) é(À,,+Àq)Yo

1 2 e2 sin ),1' sin ),{(h (J,v - ÀQ) 2 + (4 k 4 / g2)
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Comme précédemment, on sommera sur la diagonale principale et dans la moitié du carré situé
en dessous de la diagonale. Enfin on n'étudiera que le terme principal.

'l'l'IUlES SITuÉs sun LA DIAGONALE:

:3 g2 '.' ,,8 ,-. . R" .' -/2 e2
ip!t 1" [ R"-- 2: - (-1)P - +10 - _L - 2: (--l)P - ..

2 Ici 1 17 3 _ 2 g P 1 2 l 2 g

Le deuxième terme converge absolument. Le premier se décompose en :

e-2ip{3

p

où l'on a posé:

2 "!Jo~=,,--- ----
17

Ces sommes ont des limites, sauf si 2 ~ = () ou 2 rJ. = 2 " (Yo = () ou y = 17)
et si ~ = () (1)0 = 17/2). Ainsi le milieu du hatteur est également un point singulier au 2' ordre
d'approximation.

'fERMES SITUÉS EN DESSOUS DE LA DIAGONALE

Le terme prineipal s'écrit :

La fraction :

p + q 6 pq + 2 (k4h2)/(g2,,2)
q2 (p _ q)2 + (4 k 4h2)/(g2,,2)

peut se décomposer en éléments simples:

_ 2 A2p _1 [6 p2 + 2 A2 4 A2p2 ] 1 [6 p2 + 2 A2 4 A2P2]- q
- p2 + 4 A2 q2 + p2 + 4 A2 + (p2 + 4 A2)2 q - p2 + 4 A2 + (p2 + 4 A2)2 Cp _ q)2+ 4 ;\2

1

- 18 p2 + 26 A 2 8 A 2p:l -1 1
-+. p -1)2+-4 A2 + (p2--=-r-=-4A~)2 ... (p q)2 + 4 A2

On en conclut que la somme des termes principaux se décompose en sommes de la forme:

i [(- l)p R" + 1'0 -] él~it l'il [(- 1)" R" + 1'0 --.1 é'}it
., 2 g _ vl 1 2 g _ q2

11- 1- R" .] épit p-1 1- R- Jeiqit
2: (-l)P -,_' + 1'0 -9- 1: (-1)" -" + 1'0 -.--
2 __ 2 g _ p- 1_ 2 g _ q

" [ Il- -1 épit P - 1 r R" ] q éqit1: (--1)1' -.-" + 1'0 ...1- 1: (_l)q_' + l' ----.-----2 2g _ p2 1 _ 2g 0 (p.-q)2+4A2

F[(-1)1J ~; +1'0] e;'" Pf [ (-l)Q :; +1'0] (p _ ;)i:~+ 4 A2-

Dans la troisième et la quatrième sommes, on pose l' = P - q.

[lJ

[2J
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Elles se ramènent alors aux deux formes suivantes:

HI e21
.1''' 1) "1 1 H 1 l'e Ir"1)1' .---2:' + 1"0 _.-;;-- ~ C'- 1) (jJ-l) -~ + f'o -,

2 9 p-] 2 9 1'2 + 4 A:2

Il

LC1.:.,

" [~.,

H~. ..... / e
2i

.
I
'" jJ-1 11)P ". '- [' -- 'Ii:'

1 " l" 4;fi JI ..

It'"'" --] e-ira
O(I,·r) ._." + f'

2 9 "., )':2 + 4 A:2

qui sont équivalentes à :

-1 ('.2 il'" p-l 1- H~ JC-Iraf'o -'--- ~ (__ l)CI,-r) --" + 1'0 -0-

__ Pl.... 2 9 . __ 1'-
[3)

ct: ~ ['(__ 1)1' H'it + f'o'j !!2i
l''' 1'~ll (-l)C1'-I') H'it + f'o -1 C-il'~

2 __ 2 9 __ p2 'Î"' ... 2 9 ,1'

Les sommes [1 J [2J ct 14J sont de la forme:

[41

S1' étant les p -1 premiers termes d'une série absolument convergente [somme (1)] ou d'une
série uniformément convergente [sommes (2) et (4)]. Sp est donc bornée si [Jo # 0 ou [Jo # 11.
Les sommes (1), (2) et (4) peuvent donc être majorées par des séries absolument convergentes.

Quant à la somme (3), elle s'écrit sous la forme:

t.' [' R'it + (-1)1' 1"0 -.. J C
2i

pŒ 1'f H'it. C~I:~~ + ~ 1.'(-1)1' ~h + [lo,'.lc2pil'" If] ]flo C]-",II'''
2 _2g , P 1 2g 1'2 :2" 2g. --

Les sommes:

ou

sont absolument convergentes. On peut donc écrire:

On peut évaluer l'ordre de grandeur du reste:

1
R'it. i: e~irŒ 1 < 1 ~'it 1 /" ± = 1 R'it \ 0 ( J..)
2 9 1,]'2 2 9 _ 1'2 2 9 \ p

• p-1 •

d'olt :

s ---1 R'it 1 0 ( _.1 ) S. S S. s + \H'it 10 (1.)2g1 \P "=,,,,= 2g .P

Les sommes (3) sont donc finalement égales à :

" (l~- \ cipn
S ~ -'--" + (--1)1' 1"0 ;'-'-

" 2g P
qui est uniformément convergente dans l'intervalle ouvert 0, 11, et :

1
R'it 1f ,.. R'it + (-_. l)p /'0 ".1 !:.i~;,
2 9 2 __ 2 9 _ p-

qui est absolument convergente.

En résumé, toutes les séries rencontrées convergent sur le batteur, sauf l'une d'elles qui
diverge au point 11/2 si R # 0 et to # O.

rev35
Rectangle 
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Si la fonction l (!Jo) satisfait aux conditions aux limites de fond et de surface, les séries
sont absolument et uniformément convergentes dans tout l'intervalle fermé 0, h.

Mais dans le cas général où R #' °et ro #' 0, la convergence d'une partie des séries est
simplement uniforme dans les intervalles ouverts (0, h/2) et (h/2, 17).

Ces résultats nous permettent de déterminer la nature des singularités de ~ (0, !Jo, t)
comme l'avait fait M. Biesel pour l'approximation au ] "1' ordre.

En effet, en utilisant les développements en série:

1/0 - lI) = 1 + Il + 11
2 + ... + u!' + ...

112 113 Ill!
- L CI .- Il) = Il + '- + -,- + ... + - + ...

2 3 P
Il

.- / L (1
ô

112 lI3 . Ill!
Il) dll = (1 - Il) L (1 .- Il) = , .. Il + '1 X 2' + 2 X 3 'i' ... + P (p _]) + ...

dans lesquels on remplace Il par e-'NZolh, on obtient, après avoir séparé parties réelles et ima­
ginaires :

, ~_ c-p'NZui 11 ~. cosp'-!Jo/h . .~. sinp,-Ifo/h-- L ~1··- c--,,··,,/ll) = L: .----..- = L: c-1, ,,.L,,1h --_.-.---.. ·-1 L: e-p"·L,,lh ---'--
ppp

(1 Il) L (1 il) Il + " (~-1,·~".·.,,111 cos p'-Yo/h -1·" (~--I)~"-'o/71 sin P.'-!J__o/h .- e-'N.'u 1 ._ e-'NZv 1 = 0--, e-'NZo l ""' . ""'"

p Cp - 1) p (p _. ])

En remplaçant les infiniment petits par des quantités équivalentes, il vient:

. \.~ _)~. Il sin P'-!Jo/hl.t-. e ]l';:{I) t --2----
P

On en conclut que la fonction ~ (:t'o, !Jo, t) i'(j (,1'0' !Jo, t), dont la partie réelle se réduit sur
le hatteur à une comhinaison de séries de la forme:

ou de produits:

L: ~os P'-y.!1/h

P
cos p'-Yo/h

ou L:
p2

possède des singularités de la forme log zo, Zo (log zo), Zo (log zo)2 et des termes d'ordre supérieur.

Ces singularités sont faihles, et ~ (0, !Jo, t) est de carré intégrable sur l'intervalle 0, h.

ETUDE a priori DES SINGULAHITj,S DES FONCTIONS X2 ET Y2-

Les fonctions X2 et Y2 sont solutions d un système d'équations dont les coefficients com­
portent des singularités, puisque les seconds membres s'expriment au moyen des fonctions Xl
et YI'

La solution particulière du système complet possèdera donc des singularités (engendrées
par celles de Xl et YI)' Nous allons tout d'abord rechercher celles-ci.

La solution générale des équations sans second membre vérifie d'autre part des équations
dont les coefficients sont réguliers dans tout le domaine. Mais elle est assujettie à des condi­
tions frontières qui peuvent, comme pour le premier ordre, introduire des singularités que nous
devrons également rechercher. On connaîtra alors toutes les singularités de la solution.
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ETUDE DE LA SOLUTION PARTICllLTI'.:RE.
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Dans le premier c1wpitre, on a étudié les singularités des fonctions Xl (xo' Yo) et YI (;ro' Yo).
Celles-ci sont liées il la solution du 1"" ordre par les équations:

X ) ,~t) .chmoyo ) .
, 1 (xo, Yo, t = .'. sin mo:ro cos kt + Xl (xo, Yo sm kt

e sh mo Il

) ..9..2. sh m oYoYI (xo, Yo, t = cos moxo cos kt + YI (xo, Yo) sin kt
e sh m o 11

Les équations du mouvement peuvent donc s'écrire:

~X:.! + oY:.! _ D [Xdxo, Yo' t), YI (xo, Yo, 01
oX

o
0Yo - - --- ._ .. D (xo, Yo)--' ...._-

D [Xl (xo yo), YI (xo, 110)1 ") J. t (Jo m o ch ma Yo . 2 J, t (OXI OYI )= _. D ( ) . 'SIn-..: _... -)- 1 cos moxa SIn ..: ---:::;-- - ---:::;--
xo, Yo ~ e sh ma 1 uXo u!Jo

ao ma sh m Yo· . ( oX OY) a Zm 2 ) 1 t- --__0__ sm moxa sm 2 kt _~l + __1_ + a 0 (cos 2 moxa + ch 2 maya cosz ..:
2 e sh m o11 0Yo 0:1'0 2 eZ shZ moIl

On peut remplacer d'ailleurs X] et YI par les développements limités valables au pied
du batteur:

XI =-

On obtient ainsi:

H.
.-- (.1'0 log? - 0!J,J + to + Rro _. CYo + Po.! + P:! + ...
g

~~ (Yo log? + OXo) + A .'--. CXo - Byo - Qz - Q:j .....

lTIoao ,- 2 R 1 + 2 RO 1 . '1sin 2 kt.,-- -g log? Cl mo!Jo cos moXa -g- s 1 mo!Jo SIll moxo ,
2 e sh ma Il

oXZ _ oYz = 0
0Yo oXo

Pour établir ces équations, on a tenu compte du fait que Po.! et Q2' P~ et Q~, etc., sont
harmoniques conjugués. On a donc

On a d'ailleurs:

P~ = a3 (.ro3 - :3 Xo Ytn

Q3 = a~ (:3 :L'oz Yo --- Yo:!)

ch maya cos moxo = 1 -(moZ/2) (.1'oz - Yt?)

sh mo yosin mo Xo = moz Xo Yo
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d'où le système d'équations:
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[(X(,2 - Y02) log ~ + 20 xoYol + ...

l-~:' [(Io.g~)2+02l +_2:(~, --'B) log~ 2_~_CO,

OX2 + OY2 = s.'I'n2 J,',f 1 6-:> .. . 4 Ra,) l .) RasoXo uYo 1- --,, (.1'0 og c + 01/0 - -_..g .. ". g

., + 4 ([22 ~2 + 9 ([:J
2 ~4 + ...

111oao " 9 J't ( 2 RI' + R1n02 a:J r(, ° 0) 1 . + 90 l + 1SUl ~ \ . - -- og 0 ---'. i J'o- - lfo~ og 0 ~ . XoYo ... "2 e sh 111
0

/1 1 g < , g' . < , \

+_ ([r,2 In o, . '. ' 9 . + .1 ') ).,2 J·t') ') l 2 -]. (COS ~ InOXO C 1 ~ nlolfo cos ,
~ e- s 1 111 0 1 .

Il est facile de trouver une solution particulière de ce système sous la forme de sommes
de solutions particulières. On obtient ainsi:

XI,) = sin2ktl

- 1

R2 H. (R \
2 g2 [xo (log ~)2 - Xo log ~ + X002--, !JoOl + 2 g ,g - B ) (2 Xo log ~ - x o)

RC (2 0 ) Ha" Cn ') l· 0)-- -- Xl! - 1/0 - ---- L. Xo- 00' c,- c-2 g . ' g b"

-- l~~; (4 XOB log ~ + 2 ?l03 0 + 6 X0
2 !Jo 0 - 3 xoY02 - 3 Xln + 0 (~1 log~) + 0 (?4 0)

+ 4 a~2 xo
3 + 9 a~ xoG

+ R ao111o sin 2 kt
4 ge sh 1110/1 -

1

Y', ~ ,in' kt \

([ 2 cos2 kt .+ 40o l ° ] sm 2 111 0Xoe- Sl- 11101

-J~2 [!Jo (log ?)2 -!Jo log? + !J002 + xoO) ] + 2~ (: -- B ) (2 Yo log ~ - !Jo)

HC (2 ) 2 Ha.,
- 2 g - O!Jo + Xo - -g Y02 0

- ~~; (- 4 Yo:J log? + 2 x03 0 + 6 X02 !Jo 0+ 3 x02 !Jo + 3 !Jo:) + 0 (?4 log ~) + 0 (~40)

+ 4 a2~!JO:) + 9 a~ !Jor; + .....

( a2 (2 Yo log ~ - Yo)+ Rao111o sin 2 kt )
4 ge sh 1110/1 (_mo~ a:J (_ 4 !Jo3 log ~ + 2 xé 0 + 6 Xo Y02 0 + :3 x o2 !Jo + 3 !Ir?) + 0 (?4 log ?) + 0 (~4 0)

a02 cos2 kt+ 4 2 h 2 ] sh 2 1110!Joe s 11101

ETUDE DE LA SOLUTION GÉN1~HALE DE L'ÉQUATION SANS SECOND MEMBHE.

Soit X"2 , Y"2 la solution générale de l'équation sans 2' membre. Comme dans la théo­
rie au l"r ordre X"2 et - Y"2 sont harmoniques conjuguées et la fonction F (zo) = X"2 - iY"2

est analytique dans le domaine étudié.
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La solution du problbne du hatteur est

y" = Y'" ''''1 .)

X2 et Y2 étant assujetties à des conditions limites au fond, en surface, à l'infini et sur le hatteur.

Les trois premières s'expriment par des équations dont les coefficients sont réguliers sur
chacune de ces limites. X"2 et Y"2 ne peuvent donc y avoir de singularités. De même, si f (Yo) est
régulière dans l'intervalle ouvert, 0 < Yo < h, X"" et Y"" sont régulières sur cel intervalle.

Mais aux points d'angle (extrémités du batteur) les fonctions doivent satisfaire simul­
tanément à deux conditions limites diITérentes (en généraI). Elles doivent donc prendre des
valeurs difl'érentes selon le chemin parcouru lorsqu'on approche de ces points (paroi du batteur
d'une part, fonds ou surface libre d'autre part). Ainsi les extrémités du batteur sont des points
critiques.

A) Étude du point situé au pied du batteur

Comme dans la théorie au 1er ordre, on transforme le point d'angle en un point ordinaire
du contour, en prolongeant analytiquement les fonctions X" 2 et Y"2 dans la bande

- h :s; Yo :s; 0

On considère pour cela le mouvement image (*) du mouvement réel, à travers le fond du
canal et l'on supprime la paroi constituant le fond.

La fonction harmonique X"2 est définie dans tout le domaine - h :s; Yo :s; h Xo ~ O.
Elle est déterminée par les conditions de surface (02X2 /0t2 ) + 9 (oXjoyo) = 0 Yo = -{- h), la
condition à l'infini et la condition sur le batteur.

df (Yo)
X"" (0, 'ilo, i) = YI (0, Yo, t) sin kt - X'" (0, !Jo, t)

dyo

soit :

X' " (0 l'r t) -- Go sh moyo dt (Yo) S,)'ll ') l··t·.J Y. «() II) dt (Yo) S'l'Il" ]\",' -"'- xr
.,_, «(), !1,), t)

, " 'JO" - 2 e sh moh dy--;- , ~ h Tl'. 0 dyo- .

La fonction harmonique conjuguée Y"2 se déduit de la fonction X"2 à une constante additive près.
Lorsqu'on p:uconrt l'axe 0, Yo en traversant l'origine, X"2 est continu et s'annule pour Yo = O. Par
contre, OX"2/oyo présente des discontinuités,

On les calculera en remplaçant Y l par le développement limité ualable ail pied dll battellr
lA =: C = 0 (R/g) = 2 Cf'o/7c) l B = (2 t'oiT;) + ao :

(J"",X"~ 1 = 2 ~o-l sin 2 kt 1.-- m o ch moyo df (Yo) +- sh moyo ([21t (~02-.1
uYo "'0=0 e s 1 m o 1 . dyo ( Yo-

( 21' )__.2_ + a o
T;

[
2 f'(J2 ° 4 f'o 6 f'o -1 f' GaIn ;\

-- - 2 + -- G2YO -- -- GaOY02 sin2 kt + 0 fi :3 0 y02 Osin 2 kt
T; 7'C T; __. 2 T; e sh moh

On a des discontinuités de première et deuxième espèces à l'origine:

(""'X" \ (""'XU
\ ( 4 f' 2 ') t' 2 ' f'1 U.i Q u" Q () ~ 0 ) ] GoHlo 0 ." J t

--~, \ --= i --=---) = --log IYol- 2 aoro +-~- sin2 :.t + sm.:: (
\. 0Yo Jy.,--+o \ 0Yo /y.,=-o" "e sh moh

(*) Le prolongement analytique est possible puisque Y"2 = 0 sur le fond.

7
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Dans le voisinage de l'origine, ÔX"2/ôyo se comporte donc comme la partie réelle de la
fonction:

2 if'o (ro ).. 2 , 2 it'02 )0 . 2 J iaomof'o 1 . 2 J tg (zo) = - -- - - ao log Zo sm Id - --- (log Zo - sm d - og Zo sm ,
7t" 7C 7C2 e 7C sh moh

En retranchant la singularité, on obtient:

f dF(z) ['){' (f' \ ')t'2 -1 iaomof'oal l i d 0 + i ~- __0_ - ao ! log Zo + ~ (log ZO)2. sin2kt + log Zo sin2 kt 1\.

\ Zo 7C 7C / 7C _ 7C e shmoh

1- 'l df (Yo) 2 + 6 ad'o 0 Y02 + f' 0 ( 8) -']- ,(13 -d..- Yo --- 0 Yo
Yo 7C

Cette expression se comporte à son tour comme la partie réelle de la fonction:

Qom o sin 2 kt [im 0
2

ro 21' + itoa8m0
2 21 . E 6 2 . fil + j'/1 0 ( 81 .' - ) -.]

2 1 1
Zo og Zo Zo og Zo - z - Zo - ZZo 0 0 Zo og "'0

e S 1 nio 1 7C 7C _

+ 12 i a8t'OZ02 f 0 ( 'J 1 ) "'1----"'---'----''- log Zo +/0 Zo' og Zo
7t"

On a donc le développement limité:

2t' (t' ) 'Jt'2 'J{' r (2t')

1

- __0 0 - ao log Zo _.2..._o_(log ZO)2 _·-=---.Q...-!lzo log Zo + __0 + ao f"o=o
dF (z ) . ') 7C 7C 7C

2
7t" 7-

_--::-,---,,0,- = Sln- kt
dzo 4 f' a Z 12 a f'+ 0 2 0 + 8 0 z0210g Zo + Fo - iHz02 + {'00 (z0810g zo)

7t 7t

a m ( 2 f'o (m02 f'o mo2j"0 a 3 ) n Il 1 '" \- 0 0 sin 2 kt -- log Zo - --- + Zo- log Zo + zof 0 T Eo- zGzo- + 0 (z08 log zo) 1
2 e sh moh 7t" 7C 7C /

En intégrant, il vient :

1 _ 2 t'o (t'o _ Gl
O

) 2 t' 2 4 {' 2(zo log zo - zo) - __,0_ Zo (log zo)2 + -n-
o- (zo log Zo - zo)

1t 7t 7t2 7t...

_2f'0f"o(Z0210gZo_Zo2)+ [ 12 t'0 +aoîf"0+4a2t'0Jz02
7C 2 4.\ 7C 1 7C _ 2

+fl'O( 41 )+F iHzQ:l +1 12Q,,f!o(Z08 1 Z(3)o Zo ogzo OZo- -3- + . - ogzo--
\ r. 3 9

aomo sin 2 kt.(.. 2 t'o ( 1 ) m 02{'O (1 + .) ( Z03 log Zo Z(3) + zo2 fllo- .-- Zo OdZO-ZO - --- a8 -- ---
2 e sh moh 1 r. 0 r. 3 9 2

Pour le batteur plan qui nous intéresse plus spécialement f"o=O. On a donc, en séparant
les parties réelles et imaginaires :
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___ 9'.0_111 0 si n :2 li: t \2 f'0 (". 10"-0') 1 1 .< 0 b 0!Jo oro) --j- EI):l;o
~ e S 1 /Il o 1 1 7C ' ,

0(0:; 10"- 0) 1_1-- K l, b, \

Y:J = -sin:J kt

') t·, (/"1~ _;tl..

f -1- 4 to a:J
7':

\+ ao) (!Jo log ~ + OXo !Jo) ---
2 f/o'2

')
7t-

aomo sin 2 kt [21'0 (1 -1- ) -1- E -1- J -1- 0 ( "1 )J I{-1-- ') 1 h --!Jo og? OXo - !Jo "oYo . :J ?" og? - 2.. e s 1 mo __ 7C

Pour Yo = 0 0 = 0, on a Y2 = 0, d'où 12= 0, K2 = O.

Pour xo = 0 0 = 7':/2, on a X:J = Y l to sin2 kt.

1

-- ( t ) ') t '> ') r ]K l -1- sin2 kt - to _0 -1- (Jo Yo -1-~ Yo log IYol- ~ (f~ 0 Y02 -1-- 1] ...
_ ,,1C 1C 7t _

(Jomo sin2kt[-f'0Ifo-l- J1-1- ... 1 =sin2 kt[-2 t 02 !Jologl!Jol--(2f'0-l-ao)Yo-l- ...J
2 e sh moh .__ 7': \ 7': __

d'ail :

On connaît donc le développement de x.~ et Y 2 au voisinage du pied du batteur.

B) Étude du point situé au sommet du batteur

On transporte à nouveau l'origine des axes au sommet du batteur. On déterminera, comme
pour le point situé au pied du batteur, les singularités de la solution particulière du système ci­
dessous en se limitant au cas du batteur plan :

Lle-l
eh Yo

!

oX2 -1- oY2 = sin2 kt \
oXo oyo 1

R2
- [000' 0)2
g2 b,

') R / l' , ') R '"2 ,'".0
"- ~, l J' - "0-: --( (J1-- log?-I- g2

g \ g

') (Jo~no 1 sin2kt(- :2R 10[[0
~ e s 111 0 1 ! g <J '

oX2 ._ oY:J = 0
0Yo oXo

d'où la solution particulière:

'

1 2R~ [xo Oog ?)2 - Xo log? -1- X 002- YoO] t (~- al) (2 Xo log? - xo)
X I - • 2 kt g g g

2 - SIn

( -1- R:~~h (2 Oxo - Yo) -1- 0 r?2 (log ?)21 -1- ,- k~rh2 -1- : - al) 2JXo

-1-- aom o sin 2 kt \~(2 Xo log 0 - xo) -1- 2 ( .B.. - (JI Xo 0 (?2 log ?)
:2 e sh moh 1 2 g , \ g

-1-- a 02 11102 cos
2

kt rx -1- 0 (03 ) 1
e2 sh2 111

0
h 0 ,
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R(R ) .- - - al (2 [10 lOI:! 9 _.- l'Jo)2 g g ;; <1 •

. R2, (1 . " l 1 0" + 0-'

\

' -'-.- i IJ 0'" 0)- --- IJo Off 0 -- IJO - Xo 1') 2 ,._. (J b ,- • b,. J

. Olt -gY'" = Sln- ;: ..
- J l Rk2 h , . ') r-- k 4 fh 2

( R \2-1
r T 2 g2 (2 0Yo + xo) + 0 [9- (log 9)21 +_g2 + \g -a]) .... !Jo

1 a o111 0 sin 2 kt \ R ('> l )" ( R,- . , . - ~!Jo og 9- Yo + ~ - - a]
2 e sh 111 0/1 ! 2 g g

Lorsqu'on approche du sommet du batteur en suivant l'axe Oxo (surface libre), la partie
réelle de la fonction analytique F (zo) = X" 2 - iY"2 vérifie la condition:

k 2X" L àX"2 _(J.2XI OX'2- .) -r g--- , ,,-g----
- . 0Yo \ - 0Yo

• n J t -1 a()111 ok2
• 2 " JSIn" " - SHl 111 oX o cos- ft

2 e2 sh2 111 0lz

Lorsqu'on approche du point singulier en suivant l'axe 0Yo (position de repos du batteur),
on a au contraire:

J ? X" + oX".) ( 10 X' oX/,,) aolle sin 2 kL 1 (+ 1 ) j," l (+ 1) l- '-.i 2 g~ = J'- 2 -- g--- ------1 111 0g Cl 111 0 Yo l - .,:- S l 1110 lJo l,
uyo < oYo "'0=0 e2 /1 sh 1110/1 - < ,

1

- J" Ile Y -1 Ile oY1J ' ° J t+ - f- - 1 - g--- .. _ SHl- f
_ he • he 0Yo '0-0

En remplaçant X'2 , X]' Y1 par leurs développements limités, on peut expliciter ces deux
conditions limites et déterminer les valeurs de - k 2 X" 2 + g (OX" 2 /oyO) à l'origine.

On trouve ainsi:

1 0
_ k2X",,~ + g oX'/.2 = i.. k

2 Rh 100' IXol _ k21.-.. 3 Rfh_ - ad! + !!o
k2h l (sin2 kt

-1 0Yo 1 g" _ 2 g 1 g \

+ ~o!; [k4
- 111 0

2 g2] sin 2 kt + i 0 [xo (log xo)21 ( sin2 kt

+ 10 [xo log Xo1t sin:2 kt + [0 (:t:o)1cos2 kt

" Il oX"" ( 1. (' k 2fh 7tR2 1 1 )-k-X 2+g oYo- = 1Rfhlog IYol + Rfh + R 2g -tif} -a]gfh+ k2bofh sin2kt

+ ;~;:; [k1
- 111 0

2
g2J sin 2 l.:t + 10 [Yo log Yo)21 t sin2 kt

+ 10 [Yo log Yo) 1( sin 2 kt + 0 (Yo) cos2 kt

Le sommet du batteur est ainsi un point critique de la fonction

-- k 2F (zo) + gi [dF (zo) / dzo1.
Au voisinage de ce point, elle se comporte comme:

- iA [log (zoe i") J2 sin2 kt - iB log (zoé 13 ) sin2 kt - iC log (zoéY ) sin 2 kt
où l'on a posé:

A = _ R (k2fh + gt7J
g-;r;
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hk2" [3 R - 2 (I]g + 2 k2boJB= ._-
(k2h, + gt7J (4 (Ijg) + k 2bo + 4 R) + 4 Rk21'1i .- dl.2

13 = __ (k21'11 + gril) ( 4 à]g + k 2bo -1- 4 R) + 4 Rk21'11 - "R2
2 -rrg

''{ ===

On a donc, en intégrant, ct en développant e-(ik2 /o)zo :

iA (log zoei"F sin2 kt - iB (log zoe i!3) sin2 kt - iC(log zoe;") sin 2 kil

F (zo) = K -- ~ sin2 kt i Zo (log zo) 2+ 2 (h - 1) Zo log Zo + 0 rZ02 (log zo)2] ~.

--- ~ sin2 kt [zo log Zo + 0 (zo2 log zo)] - Cg sin 2 kt [zo log Zo
g

(l'où:

X!/z = K] - ~ sin2kt 1Xo [(log ~)2 --- 02] -2 !JoOlog? - 2 (xo log?) - 2 l'J. (!Jo log ~ + OXo) (

- ~ sin2 kt i Xo log ~ - 0 !Jo l- ~ sin 2 kt ) Xo log ~ - 0!Jo (+ ...

Y!/2 = K2 -- ~ sin2 kt i !Jo [(log ~)2 - 02J + 2 xoO log? + 2 l'J. [xo log ~ - O!Jol - 2 (!Jo log? OXo) (

B . 9 1 t \ l loi c. 2 kt ( l + 0 1- ri Sll1- Ji: i !Jo og? TXO i- ri sm' i Yo og? Xo \

Les fonctions X!/2 (!Jo) et Yl12 (!Jo) sont encore de carré intégrable sur l'intervalle 0, h.
Elles sont d'ailleurs finies et continues aussi bien au sommet qu'au pied du batteur.
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PLANCHE 1

LA HOUILLE BLANCHE N° 2 --- M.\RS-AvHIL 1961

On a posé:

CALCUL NUMERIQUE DE L'HARMONIQUE

Ao = ~Q...
e

On a ainsi :

Ap = -.!.!!'.
e

M,. =!,-,.11 L"=À,,h

2 A,) 2 sin LI) + 2 l1e L" sin Ln + cos Lv - 1
sin Ln = L" + sin L" cos LI) e LI) (I~p + sin L p cos LI.,)

X
2 L,)L" [B2 + (Lv + L a)21-- (B2 + LvLa) [(L" - L Q )2 + L?l

(L,,2 + L a2 + L'02)2 - 4 L p2 L a2

l1e Ao L o L'0 [- L' 4 B2 - L 02 + 1 -]
e L 02_L'02 _~~,o 4B2Lo shLoshL'o.

sh2 L'o + A02 L o 8 L 02 + L'o2
L'o + sh L'o ch U o ) 4 sh2 L o 4 L 02 - U 0

2

, A02 L'o2 1'=00 9 L 02 (B2 + L v2) + (Ln2 + L'(2) (B2 - L (2) - L 02 (Lo2 + L ,,2)
\ - 2 B2 p~l A"Lp (L02 - L p2 - U 0

2 )2 + 4 L 02 L p2

(
211e p~"", AIL' 1 4HZ - 1 2 1 --1-- L p -p 0 L' ~" + ----:---=-.,-----;-::;--

. e 1)=1 L,,2 - L'20 _ 0 4 B2LI) sh L'o sh L p _

Pf 00 A,,2 L" 8 L p2 - L'o2
)~1 sin2 Lv 4 L,,2 + L'o2

sh2 L'o + AoL oU o2 "ï"' A 9 L,,2 (B2 - L (2) + (L02 ~- U (2) (B2 + Ll) + L v2 (L02 + LIn
U o + sh L'o ch L'a l' 2 B2 1'=1 " (L02 - L p2 - L'02)2 + 4 L 02 L ,,2

L' 2 OC! 00- -%-- L L AnAQ (Ln + L Q ) X
. B~ p=l q=l

\
On peut calculer également:

'1'2o~~ g = ( h;:0) X

ou encore:

'1'2 b'o fI
0 0

2

= (h:~o) X B
'1'2 b'0 g = (h.b'0 \ X 4 ')'1;2

e2 e2 ) B
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PLANCHE II

ABAQUES DE L'HARMONIQUE ÉMIS PAR UN BATTEUR·PISTON

(Théorie au 2" ordre)

oL--__-l -L ----,-L----;:-;;-4
~, ~2 ~3 ~4 ~L

FIG. ln

40" _

HarmonIque
linéaire

i r

1 --r-+
l J_

.--·_·-1 Harmonique non linéaire

1 (.,.c::.-+::...2k_t-j-----+--

-/----t------,---,-------t-------+---+-'0·

30·

0,4 h/L0,2 0,3

FIG. 14

Abaque donnant la demi-amplitude
de l'harmonique linéaire

Abaque donnant la phase de l'harmonique
linéaire

1'2 \/a;;q-bo
/2 g

a 0
2

rt. - 180 0 = arc tg (b'o/a /
o)
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