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Théorie de la génération
de la houle cylindrique par un batteur plan

(2¢° ORDRE D’APPROXIMATION)

Theory of the generation of a cylindrical wave
by a straight-fronted wave generator

(Second order of approximation)

rar Preririe FONTANET

ANCIEN ELEVE DR

(Suite et fin) O

La théorie du mouvement engendré par un bat-
teur plan dans un canal indéfini, de profondeur
et de largeur constantes, rempli d’'un fluide par-
fait, pesant et incompressible, a été faite au
premier ordre d’approximation par MM. Have-
lock, Biesel et Kravichenko. Le présent travail
est consacré ¢ 'éfude de la deuxiéme approxi-
mation, ainsi qu’an calcul de Pharmonigue non
linéaire émis par le volet, Les abaques relatifs
au batteur piston ont été tracés et reproduits
dans le texte.

La solution se présente sous la forme d’une
somme de séries uniformément convergentes
dans toute la masse du fluide, ainsi que sur les
frontiéres, sauf aux exirémités du volet, oft la
solution posséde des singularités logarith-
miques.

L’ECOLE POLYTECHNIQUE

The theory of the movement produced by «a
straight-fronted wave generator in an indefinite
canal of constant depth and breadth and con-
taining a perfect ponderable and incompressible
fluid, has been established to « first order of
approximation by Messrs. Havelock, Biesel and
Kravichenko, The present work is concerned
with the sfudy of a second order of approxima-
tion and the calculation of the non-linear har-
monic emitted by the flap. Graphs for a
plunger-type wave generator have been plotted
and are reproduced in the text.

The solution takes the form of a sum of uni-
formly converging series throughout the fluid
mass and at its boundaries, except at the flap
ends, where logarithmic singularities occur.

CHAPITRE IV

CALCUL DE L’HARMONIQUE ET DE L’OSCILLATION LOCALE DE PERIODE T/2

Les équations et conditions aux limites auxquelles doit satisfaire la fonection Jy (2, yo, £
étant linéaires, on peut décomposer cette derniére en trois fonctions, qui vérifient sur le batteur
chacune des conditions aux limites suivantes :

0J’s o7,
oz, oz,

—F,(yo) sin2kt 272 R, (y,) cos 2 ki
ox,

=F, (yo)

1° RECHERCHE DE LA FONCTION J’ (g, yo) :

La fonction J'; (&g, o) ne dépend pas du temps. La condition de surface se réduit donc a :

(") Cf. La Houille Blanche, n° 1-1961, page 3.
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oJ%
Y,

Les solutions & variables séparées de 'équation AJ, = 0, vérifiant les conditions de fonds

et de surface ainsi que les conditions & linfini, appartiennent & un type unique :
2,
32 (@0, o) = ; e €08 bl
avec :
pl = + r=

Ce terme indépendant du temps représente une variation du niveau moyen qui devient
négligeable a faible distance du batteur. On choisira les coefficients A, de maniére i satisfaire &
la condition limite sur le volet, soit :

% ¢y
o S Z v — cos g, = Fy (Ye)

e2

La suite des fonctions cosy,y, est compléte et orthogonale, puisque ce sont les fonctions
propres de 'équation différentielle U” -+ pU = 0 assujetlies aux condilions limites :

U (0) =U"(h) =0.

Par suite, ce développement est possible et I'on a :

I h
’ - f F1 (o) cosy,ydy, — 2 [ Fy (yo) cos u,hody,
0

. [ cos? u,, yody, w.ht 4 sin u,h cos uw,hr

2° RECHERCHE DE LA FONCTION J”, (2%, Yo, 1) :

On forme avec les solutions & variables séparées une combinaison linéaire qui vérifie les
conditions 1, 2 et 4 :

. ~ a ch m’g & 2a, o chmy, .
70 (s Yo ) = —2— S b0 0o (2 kt — migry) - T L e ._—_%1—9— sin 2 kt
m’ye sh m’yh T me? sh m’.h

m’, ¢tant P'unique racine réelle et m’, I'une des racines imaginaires pures de 4 k2 =m’ g th m’h.

On détermine les coefficients @/, et «’, pour satisfaire & la condition (3), d’otr :

ay chm’gy, & a’,
: : ch m,y, = F, (y,)
e?  shm’yh 12 2 sh m’.h Yo 2o
h
@ 2 m'y f F. (yo) ch m’yy,dy, 9 20, {) F, (yo) ch m',y4dy,
AL - — T [
e? sh m’;h ‘m "oh —l— shm’ysh chm’';ch e2sh m’.h m’,h 4+ sh m’.h ch m",h

3° RECHERCHE DE LA FONCTION J”, (X, Yo, 1) :

On aura de méme :

by, chmy & 2V, ... chm'y,
J7 3 (o, Yoy 1) = —— 0_ olo _ —im g 10 2 kt
» (@0 Yoo ) m’ye2 sh m'yh sin (2 kt —m'oz,) + 21" m’,.e? met ¢ sh m’.h cos
b, i 21, ,
— N h b 4 — P il S h . — F:
e? sh m’h iMoo ]2 e2 shm'.h ehmdo s o)
h I
2m'y { Fs () ch m/yyqdy, , 2im’, { Fs(y,) ch m’,y,dy,
b — 0 20, — 0
ez sh m’oh m’oh 4 sh m’sh h ¢ch m’;h e2 shm’,h m’,h + sh m’,hch m’,h

Le calcul des coefficients a,, b, @', b, ¢, se raméne au caleul d’intégrales de la forme :
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X ) » ‘
L= /" chay,ch§ yydy, = o200

[§]

4 sh (o —f) h
2(a B 2 (o —B)

. L . __ ch(+ph |, ch(@—ph *
J = b/ sh oy, ch 8 gody, = 2 (o} B) I 2 (o B) T g2 g

dans lesquelles on remplacera o par mg, 2mg, m,, nmy=m, m, = m, et § par iy, m’y, m’.

On peut simplifier I'expression des coefficients en utilisant les formules d’addition pour
les fonctions hyperboliques et en remarquant que :
cos i = (— D+l sinw i =0
s k2 4 k2

-~ thm, h = - thm'oh = —
1,9 m,g m'eg

th myh =

Les calculs ne présentent aucune difficulté. Iis sont d’ailleurs grandement facilités par les
! 8
symétries existant entre certains termes qui se déduisent les uns des autres par changement de :

m, en —m,, m, en m, ete...

On obtient ainsi les résultats figurant & la planche I. On a pris dans ces formules :
Ae

. . u vA‘e__ s _ Ae
[Wo) =1+ =y, d'olt [ (yo) = 4~

Le cas du batteur piston s’obtient en prenant Ae == 0 aussi bien dans les formules donnant
@'e D'y, ¢, que dans les formules donnant A, A,.

Les formules donnant les coefficients «', et b/, se déduisent des formules donnant «’, et
b’y par simple changement de m’y en m’, = —ix, et multiplication par i/2.

I1 est done inutile de les écrire.

Dans ces formules, on a posé :

a . X
Ay == % A, = ﬂ:ft Ly=mh L/, == m'h M,=wh L,=3h R=-"

Ce sont des grandeurs sans dimension et on reconnait aisément que he’,/e?, ha'y/e* et hb'y/e*
sont elles-mémes sans dimensions.

On remarque que les séries numériques donnant les divers coefficients sont rapidement
convergentes. Leur ferme général est de Pordre de:

I

[)3 ou p"*
1 . N
I_l = A ~ [ '*‘--‘"gp«—»» p— —_——
y=N~p Sin o7 0 <p2 > ou O(\ ])3)

Il est done possible de calculer ces coefficients avec une bonne précision tout en se con-
tentant d’un nombre limité de termes. On peut d’ailleurs trouver facilement une valeur appro-
chée par exces du reste de chaque série, ce qui.permet de chiffrer Perreur commise.

8 8

(Lo (Lo)y=B
Fic. 10
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Pour effectuer le calcul proprement dit, il faut d’abord déterminer la valeur des racines :
L, = myh L, =
Ly = m'sh L, =¥,h

On procéde par itération.

o
joo]

commence les itérations avee la valeur approchée :

k2h —

(Lg); = (moh), = -

On calcule :
yr == th (Ig),

On en déduit la nouvelle valeur :

(L)oo = —

Y1
yo = th (Lo

La figure montre clairement que les itérations convergent vers le point d’intersection des
courbes : '

On caleule :

.l/ = tll L() 'l/ —

c’est a-dire vers la racine cherchée. On arréte les itérations quand la différence entre deux
valeurs successives de L, devient inférieure & la précision désirée.

y ==cofg L, y=

/ / N

Fre. 11

De méme, pour le calcul de L, on commence les itérations avec la valeur approchée
(L]))l = pTC.
On calcule :

gy = 5 (h)y= Qélx_

On en déduit :

1
(L)s = —arctg —
B}
Les itérations convergent encore vers le point d’intersection des courbes :
y =--cotgL, et y=L,/R
L’application des formules donne alors :
ha'y hb’y he', ha', hb’,
e ’ e? ’ et ? e? ’ e*

en fonction de Ly, I/, L, et B.
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Pour construire les abaques, point par point, on prend pour variable indépendante la
profondeur relative /L (variable sans dimensions), L. étant la longueur d’onde de la houle fon-
damentale.

On a d’ailleurs .

2 =h
Lo=mh = - I
B= M L, =g/ ILE >
. \

De méme, L/, L, ne dépendent que de B et donc de h/L.
Il en résulte que ha’y/e?, hb’/et... ne dépendent que de h/L et de Ae/e.

Pour traiter le cas du volet balancoire d’équation ef (y,) = e + (Ae/h) y, avec un rapport
Ae/e quelconque, il est possible, dans Papproximation du 1¢ ordre, de décomposer chaque coef-
ficient ay, a, en deux parties, la premicre correspondant au batteur piston (Ae=0), et la
deuxiéme au volet simple avec centre de rotation sur le fond (e = 0). Ainsi, pour chaque coeffi-
cient, il suffit de tracer deux abaques seulement.

Au second ordre, par contre, les formules donnant ha’y/e?, ete., n’étant pas linéaires par
rapport a Ay, A,, il n’est pas possible de procéder de la sorte et 'on doit tracer pour chaque coef-
ficient ha'y/e?, hl'y/e?, ete., un réseau d’abaque dépendant du paramétre Ae/e.

En fait, nous n’avons calculé que les abaques correspondant a la valeur Ae/e =0 (bat-
teur piston). Ceux-ci donnent, en fonction de la profondeur relative h/L, Pamplitude de I’harmo-
nique, soit :

DAYy R vaR £ Dy

e? e?
et sa différence de phase o avee le terme du 2° ordre associé a la houle fondamentale ("), celte
différence de phase étant calculée au droit du batteur (x, = 0).
b
w=arely —% =

1}

On a ainsi le diagramme :

terme du 2° ordre

. Harmonigue
emis par fe batteur

Fia. 12

Il est facile d’interpréter la forme de ces abaques. Si la profondeur relative est faible,
on est dans le cas des ondes longues en eau peu profonde (ch myh # 1). La houle épouse alors
assez bien le mouvement du hatteur piston et l'oscillation locale garde une trés petile ampli-
tude. L’harmonique émis par le hatteur sert principalement 4 compenser le terme du 2° ovdre
de la houle. Ceci explique qu’il soit pratiquement en opposition de phase avec ce dernier. Si h/L
croit, le mouvenient de la houle épouse moins bien celui du hatteur, L’oscillation locale qui fait
Ia compensalion devient plus importante et concourt, en méme temps que le terme de M. Miche,
a la formation de 'harmonique. La phase de ce dernier devient done quelconque par rapport
au premier.

(") Ce terme a pour abscisse :

— my,t | 3ch2 my, 1 . )
e 090 | §in (2 kt — 2 myx)
4 e*sh?moh | 2 sh2 mgh
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Lorsque h/L croit au-dessus de 0,5, la profondeur peut étre considérée pratiquement
comme infinie. Une augmentation de h/L 1’a donec pas d’effet sensible sur le mouvement. Ceci
explique la présence d’une asymptote pour la phase et pour Plamplitude de T’harmonique (*).

Lorsque h/L est faible, Pamplitude du terme de M. Miche est importante puisqu’clle
croit en raison inverse de la profondeur. L’amplitude de 'harmonique qui est engendrée par le
terme devient donc elle aussi importante.

Au-dessous d’une valeur minimale de h/L, la méthode des petits parameétres qui nous
a servi a expliciter la solution cesse d’étre valable, car les termes du 2° ordre croissent au-dela
de toute limite et la série qui a servi a représenter le mouvement du fluide :

(x=a, +eX; + eXu 4 ...)

n’est probablement plus convergente. La partie gauche des abaques devra done étre utilisée avec
précaution.

Des expériences sont en cours au Laboratoire de Mécanique des Fluides de I'Institut Poly-
technique de Grenoble. Elles auront pour but de vérifier la présente théorie et de déterminer
ses limifes de validité.

Lorsque le mouvement du batteur n’est pas rigoureusement sinusoidal. harmonique cal-
culé par la présente théorie se compose avec 'harmonique caleulé par M. Apté. Ces deux ter-
mes étant du 2° ordre, on a vu qu’ils s’ajoutent vectoriellement comme si le phénomene était
linénire, puisque leurs interactions sont d’ordre supérieur au second.

Les expériences demandent une mesure {rés précise des phases et des amplitudes, mesure
d’autant plus délicate que les dernicres sont de 'ordre de quelques millimetres.

En effet, pour une houle fondamentale ayant une longueur d’onde de 1 metre, une cam-
brure de 5 %, et pour une profondeur d’eau de 30 centimetres, 'abaque donne une amplitude
de 1,9 mm seulement (2 A%).

Les mesures sont effectuées avee Pappareil S.M. mis au point au Laboratoire de Mécani-
que des Fluides par M. le professeur Santon el par M. Marcou. L’extréme sensibilit¢ de cet
appareil permel de mettre en évidence les phénomenes du second ordre.

CHAPITRE V

VALIDITE DE LA SOLUTION FORMELLE

La présente théorie est basée sur la validité de la représentation des petits mouvements
d’un fluide pesant & surface libre, par une série de la forme :

r=x, + eX; @y Yo, 1) + ¢ Xs (o, y,, O+ ...
y=1uy+eY; (X Yos ) 4+ 2 Yy (o Yoo 1) +. ..

Rappelons que cette représentation est une application de la méthode des petits parame-
tres de Poincaré¢ et qu’elle a été utilisée par M. Miche et 4 sa suite par MM. Biesel et Daubert.
A notre connaissance, la convergence de ces séries n’a jamais été démontrée. On peut simple-
ment remarquer que, dans la pratique, I'addition des termes du second ordre améliore nette-
ment la description du mouvement.

La validité de la théorie du batteur dépendra done essentiellement de la validité de cette
représentation.

Nous avons admis ce fait, au début de notre travail, et nous avens supposé, en plus, qu’il

(*) Pour déterminer le point & Pinfini, il faudrait recommencer les calculs en utilisant les expres-
sions de X; et Y, valables en profondeur infinie (cf. Havelock). Nous n’avons pas fait ces calculs étant
donné leur faible intérét pratique
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était possible de limiter Ia série 4 ses termes du 1°r et du 2° ordres, pour des valeurs de e « suf-
fisamment petites », mais dont la grandeur n’est pas susceptible d’étre évaluée avec préeision.

Remarquons, en outre, que nous nous sommes limités a I'étude des mouvements voisins
du mouvement irrotationnel (en raison des hypothéses faites sur le courant de masse). Ces
mouvements correspondent, sans doute, 4 ceux qui sont observés en pratique dans un canal
4 houle. Un rotationnel arbitraire du 1¢ ordre aurait fait apparaitre des termes séeulaires qui
augmentent indéfiniment avec le temps. Dans ces conditions, on aurait pu craindre que le rayon
de convergence soit fonction du temps et que les séries ci-dessus ne convergent que pour des
intervalles de temps trop petits pour qu'on puisse les utiliser. Cette objection est d’ailleurs
classique et a été formulée par Poincaré.

La validité de la représentation du mouvement du fluide ayant éi¢ admise, il convient
maintenant de montrer la 1égitimité des opérations formelles effectudes. Celles-ci nous ont conduit
4 exprimer la solution sous la forme d’une somme de séries infinies. Ces derniéres ne définis-
sent, en réalité, le mouvement, qu’a la condition d’éfre uniformément convergentes dans la masse
du fluide, ainsi que leurs deux premicres dérivées par rapport aux coordonndées x, y et . Lorsque
cette condition esl réalisée, les séries représentent en effet des fonctions définies et continues
dans tout le domaine ainsi que leurs deux premicres dérivées. Ces fonetions vérifient d’ailleurs,
par construction, les équations du mouvement.

De la méme maniére, pour que les conditions aux limites soient effectivement satisfaites,
il faut que les séries définissant Y, sur le fond du canal, 9°X,/0t* et °0Y./0t sur la surface
libre, X, et Y, & l'infini, X, sur le hatteur soient uniformément convergentes sur ces fronticres.

Or la solution se compose de trois séries distinctes :

. oL, oK, oJ.
x., p— = = =
- o, oz, + ox,
oL, oK, ad,

'&70 _

91, Y, (i

II est facile de montrer que les deux preniéres sont uniformément convergentes ainsi que
leurs dérivées dans Ia masse, sur le fond, & Pinfini et sur la surface libre.

En effet, la solution au 1er ordre, X, et Yy, est donnée sous la forme de séries infinies
absolument et uniformément convergentes ainsi que leurs dérivées de tous ordres, ct cela, dans
toute la masse du fluide, ainsi que sur les frontiéres (batteur excepté).

Il est donc légitime d’effectuer les produits terme & terme des séries dérivées comme on
Pa fait notamment pour caleuler les jacobiens figurant aux seconds membres des équations, ou
J 8
pour expliciter la condition limite en surface. On obtient ainsi des séries qui sont absolument et
uniformément convergentes dans tout le domaine sauf peut-étre sur le batteur. A leur tour, .les
séries :
ALy oL, K, 9K,
£ , -, o OB
axo ay() axo a,l]()

sont obtenues en intégrant, terme 4 terme, les séries uniformément convergentes qui constituent
les seconds membres des équations du mouvement ou de la condition de surface. Elles sont donc
absolument et uniformément convergentes dans toute la masse du fluide sauf peut-éire sur le
batteur. On peut d’ailleurs le vérifier directement sur Pexpression de X, et ¥, lorsque 'on a
remplacé les M, et M, par leurs valeurs et regroupé les termes. Ceux-ci contiennent en facteur
les termes exponentiels e—*%, e—*%, qui assurent la convergence des fonctions et de leurs déri-
vées de tous ordres quel que soit x, positif.

Par contre, sur le batteur, x, = 0, les exponentielles se réduisent a l'unité et T'on doit
examiner la convergence de plus prés.

On fera ci-dessous Iétude de la série :(0,y,t) a laquelle se réduit Iexpression
(21.,/0x,) 4 (9K5/0x,) sur le volet. On verra qu'elle y est uniformément convergente sauf aux
extrémités et au point milieu (xy, =0, y, == h/2), ou la fonction représentée par la série posséde
des singularités logarithmiques, de partie principale log z,, log (z, —ih), log (z,— 1h/2).

Il reste 4 étudier la convergence dans la masse et sur les frontiéres de la troisitme
série ;

o an o an
X = 22 Y= 3y,
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Une élude analogue a celle qui a déja été faite au 1°r ordre montrerait que leur conver-
gence dépend de la nature des singularités de la fonction qu’elles représentent sur le batteur,
soit :

= Xg e E (0’ ,l/()’ t)

Agy=0

On connait déja les singularités de £ (0, y,, #) et Von devra rechercher également celles de
la solution au 2¢ ordre X, et Y. On verra que celles-ci sont situées aux extrémités du batteur et
ont pour parlie principale z, (log z,)2, le point milieu étant, d’ailleurs, un point ordinaire.

On en cenclut que 9J./0x, étant égale sur le balteur & une fonction de carré intégrable,
y est uniformément convergente dans tout intervalle ne contenant pas les singularités; cest-
a-dire, dans les intervalles ouverts (0, h/2) et (h/2, h).

En outre, dans la masse, sur le fond, & Iinfini, et sur la surface libre, on montrerait, comme
pour I'approximation du 1¢ ordre, que les séries (9J,/9x,), (9Jo/9y,) ainsi que leurs dérivées de
tous ordres sont absolument et uniformément convergentes. On peut remarquer que la solution
particuliére :
oL, oK.,

JL, oL, |, oK.
ox, o,

a.T/; Yo

X”.) = -

\7/.) [
satisfait aux conditions de fond, & Tinfini, et a la surface libre, mais qu’elle prend sur le batteur
des valeurs trés particuliéres. On aurait pu oblenir une infinité d’autres solutions particulicres,
satisfaisant aux mémes conditions de fond, de surface, et 4 Pinfini, mais prenant chacune sur le
batteur des valeurs différentes et y possédant éventuellement des singularités arbitraires. Ces
diverses solutions ne différeraient les unes des autres que par le gradient d’une fonetion harmo-
nique, vérifiant les trois premieres conditions limites. Ainsi les singularités de

(BL,/?2y) - (3K./D2y)

ne correspondent pas nécessairement a la nature du probléme et dépendent en partie du choix
de la solution particuli¢re. Ces singularités artificiclles se retrouvent d’ailleurs avec le signe
contraire dans la série 9J,/0x,, puisque celle-ci est déterminée de telle maniére que pour 2,=0 :

C) . AL, 2K,

a.’to afl:()

Elles se détruisent donc mutuellement dans le calcul de la solution compléte X, et Yo. Par con-
tre, les singularités de cette derniére sont parfaitement déterminées et irréductibles, puisqu’elles
sont dans la nature des choses. Elles sont d’ailleurs plus faibles que les premicres puisqu’elles
sont en z, (log zy)* et (z, — ih) [log (z, —ih) 12

Ainsi, on reconnait que les déplacements X, Y, sont partout finis ¢t continus, milieu ct
exirémités du batteur compris, bien que les séries :

oL, | K, 8l
21, oxy 2,

y prennent des valeurs infinies (mais de signes confraires).

De plus, la partie principale de X, Y, étant z,(log zp)2, les séries dérivées (9X./dy,),
(0Y,/0y,) ont des singularités logarithmiques et les séries qui les représentent sont uniformé-
ment convergentes.

Les séries représentant X, et Y,, obtenues par intégration des séries précédentes, sont
done absolument convergentes, bien que les séries (0L./9z,) -+ (0K./9xy) d’une part et 3J,/0x,
d’autre part soient simplement uniformément convergentes. Leur somme, apres réarrangement des
termes, posséde un terme général d’ordre 1/p2. On pourrait profiter de ces remarques pour effec-
tuer plus adroitement le calcul, en évitant de décomposer X, et Y, comme on I'a fait ci-dessus,
en composantes prenant en certains points des valeurs infinies et de signe contraire. On choi-
sirait pour cela, pour solution particuliére :

<. OLo | K, oL, g _ Ly , oK, | ol

C ox, oz, ox, ! Yo Yo 91/
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ol I, est une fonction harmonique satisfaisant aux trois premiéres conditions aux limites et
possédant sur le batteur des singularités égales aux singularités de (0L./0xy) -+ (0K,/0x,) et de
signes contraires. On obtiendrait ainsi pour (9L,/0x,) -+ (0K2/2x,) + (2l,/0xy), d’une part, et
pour 9J,/%x, d’autre part, des séries absolument convergentes, plus agréables a manier dans
Ies applications numériques. .

Mais le gain ne serait appréciable que pour le calcul de oscillation locale du 2¢ ordre,
4 laquelle nous ne nous intéressons pas puisqu'elle devient négligeable & tres faible distance du
batteur. Comme nous nous contentons, en fait, du caleul de Tamplitude et de la phase du
terme progressif, nous avons préféré utiliser la solution purticuliére uniformément convergente.

On peut conclure cette discussion en remarquant que la solution formelle, donnée au
chapitre précédent fournit bien la représentation du mouvement du fluide dans le canal, au
2¢ ordre d’approximation, les déplacements calculés étant partout finis et continus, tandis que
leurs dérivées présentent des infinis logarithmiques aux extrémités du batteur comme dans la
solution au 1er ordre.

On procédera maintenant, dans les paragraphes suivants, 4 I'étude de la convergence des
séries £(0, yo, ) et a la détermination des singularités des fonctions X, et Y.

ETUDE DE LA CONVERGENCE DE LA SERIE & (0, 17, 1) 3

Cette série se décompose en plusieurs séries que nous ¢tudierons séparément.

@ Séries : u. — 4, o« a, | [(my —m,,) — By, (M == m,) ] ch (ny + my) yo |
? 4 e2shmyh G shmyh | — [(m, + m,) ——uy, (My~—m,) ] ch (ing-—m,) y, |

11 est facile de développer les deux expressions complexes conjuguées :

A% 2 2 - -
(my 4+ my) — po, My —m,) == — 2 kA gtmp 2m, I 1 - Mo o mol + K + .. J

g% (my — m,) B m, N,

( 1 ¢ kt 2m. 2 - m . m 2 + It —
(mg—m,) — iy (o ) = — 2 IS — —2m, | 1— o o MEEE 4|
On a donce :
ay ch mey, & hty .
u, — ___~_ . 3 O l 5
7 eshmeh 21: e sin ,h cos kg, -+ O (1/p?)

qui peut s’écrire encore, compte tenu de Pexpression développée de a,/sin )k (voir théorie au
ier ordre) et de la valeur de %, = (p=/h) —}— O 1/p).

e sh myh

wy= e $ | o [ — ) [0 2 0w

o1 'on a posé « == =y,/h.

La série u, converge ou diverge en méme temps que les séries dont le terme général est de

la forme (— 1)? K; (cos pz/p) ou K, (cos pa/p). En effet, elle n’en différe que par une série absolu-
ment convergente.

En posant § == = — o, la premiére série, dans laquelle les coefficients du cosinus ont des
signes alternés, se rameéne A une série a coefficients de méme signe. Or, en vertu du théoréme
d’Abel, ces séries sont uniformément convergentes sur lintervalle ouvert :

0 < o< 2% soit O0<yo<2h
0<B<2n s0it —h<y, <+ nh
En résumé, si la fonction f(y,) ne satisfait pas aux conditions limites de fond et de

surface, la séric u, est uniformément convergente dans Pintervalle (o, h) extrémités exclues.

Dans le cas contraire, la série u, est abcolument et uniformément convergente dans T'intervalle
(0, h) extrémités comprises.
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b) On développerait de la méme facon les expressions :

. 10 m, (k* — m 2¢g2 2 m, (k* — my2g> 2 myg® (in,2 — my?
'mo——m.—/‘0,(1110—|—m,): 0(‘ ng)’l'" p(\ Og) “I“ od ( n 0)
b ! ! 4 It — g% (ny — m,)*

K ¥ s o & 2 2 2
my—m, -k, (My + m,) = — 10 m, (k1 — my?¢®) + 2 m, (k* — m,2¢?) + 2 m,9* (my® —m,?)
v op MTT0 ? 4 It — g2 (m, — m,)?
et les quantités complexes conjugudes.

Les autres séries, représentant Vinteraction de la houle fondamentale avec loscillation
locale, peuvent donc se mettre sous la forme :

- i luy, | [(my— m,) — 2y, (my -+ m,) ] eh (my 4+ m,) g, |
£ 4dershmohshmyh | + [(m, 4+ m,) —, (Mg ——-m,) | ch (my—m,) y, |

_ _tagm,

e th myh

a, . 1/p2
s cos Ly, +O0U/p ), ,

1

qui est absolument convergente, méme si f (y,) ne satisfait pas aux conditions aux limites, et :

Z” Ayt K ((my—m,) -+ gy, (my 4- m,) % ch (my +m) y, |
T 4de*shmohshm,h | — [(my 4+ m)) -, (my—m,)] eh (my—m,} y, !

@y

) A,
e2th myh 1

S cos p 0 (1 I

qui est uniformément convergente dans Iintervalle 0, It si f (y,) ne satisfait pas aux conditions
aux limites, et absolument convergenie dans Tintervalle fermé, dans le cas contraire.

s 2 Z daya, (m, 4-m,) :
¢) Série PG - P o Teh (my, — my) y, =+ v/, ch (m m,)t
) 12 ,2 2 e2sh myh shm,h * » i Ho T P p 1) Yol

En utilisant la relation m, = —i,, on peut écrire celte série sous forme réelle
- o L a g aa,0h4 2y ; N = N ;
‘1; ; Uy = ; 21: 2 e? sin ), h sin ),h 1008 Oy == ) Yo | Byq €05 (b + ) Yo
avec :
v Mt 02— QR g Mhe A= (K497
va Oy + 22 Oy 22
Aq=n Y

-l
"
=

Fic. 13

On doit sommer dans tout le premier quadrant du plan p, q. On calculera la somme des
termes contenus dans le carré de coté n :

woon
z XUy
1 1

et Pon vérifiera que cette somme a une limite, lorsque :

n—>ow
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On a donc :

non noon g (h, -+ he)
Uy=— 3, R e COS M,lo  COS Al
12 12 e T 2,: e? sin 3N sin ), h wJo oo

1

f a,d, hphg (Ic4/g2)_ e 5 S
+ Z] Zl 2 sin 2, h sin 3k Oy %) €08 Gy + 2a) Yo

La premiére somme se décompose en deux produits de séries simples dont 'une est absolu-
ment convergente et I'autre uniformément convergente, soit :

e i — ol o5y y i i cos y
™ esin)h P46 sin )l @70
et
Z . i a,h

P oS 2l

a
bl .
- —F COS Apl
% pifo zlesmkh

T esinlh
La premiére somme de la série étudide tend donc vers unc limite quel que soit y, dans

Pintervalle ouvert 0, h. Par contre, pour y, = 0 et y, == h, clle devient infinie, & moins que f (y,)
ne satisfasse aux conditions aux limites.

La deuxiéme somume s’étudic en méme temps que la série

1t 7 5 4 2
Z o 1,a, Mg + (K42 iy 4
~ ¢2 gin Jplr sin 2N Oy, 4+ %)

qui peut se développer sous la forme :

b e B
_I_f/ ) z

‘,,(_ 1)(,‘BL n fo el pg - (kh?) /(g*w*) [1 +LOo1/p) +0 (1/q);l

-
h % g (p+Q

Il suffit d’étudier le terme principal. D’autre part, puisqu’il est symétrique par rapport
aux indices p et ¢, on peut calculer cette expression en sommant dans la moitié du carré seu-
lement, c’est-a dire en prenant les termes situés sur la diagonale principale d’une part et le
double des termes situés en dessous de la diagonale :

noon ' n nop—1
21 5]_. qu = IZ U,y + 2 Z ‘]/:. Uy

Il vient finalement :

7 P X , 12 ‘l)ll _‘__ (l\lh.!)/(q.‘ﬁ.i) 2 ina
Z Umr - 2"1'7 2': ' 1) ! pfi e
série absolument convergente,
et :
vl 2 '/T Ru - e”’“ e B Rw B 8’”"
2% 'S0, = 3 (— 1 5 e { e Re g
Z % U= 5" ( g T ? eyt g e
2 kth ) Rx e”’ﬂ "*‘ N elaa
(— 12 - —l ’ (— 1)0 o | ———
* mrg{ ag 10 ) gT“_¢@+W

La somme :
R= elqe

PSRl b =y

peut se décomposer en deux, car :
.t 1 _ 1
qp+o  pe PP+ O
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La premiére série se décompose done & son tour en :

2 4 n N Rlv - 6”"‘ n1f R": e”‘“
(— 1yr 25 { (— D= &
h 21 H P? b _ 29 /Oh q

et :

ezpa b—

iR TR Il R e

La somme :

e ol

s,,=’§|| <—-1>a—— +fo

est la somme des p — 1, premiers lermes d’'une séric uniformément convergente dans Pintervalle
ouvert 0, h. Elle est donc bornée. Soit § sa somme.

La série :

2 P " R 11)a
G S| e | s,
h 7 1 p?
est majorée par la série absolument con\'ergenle :
27 & Rz L S
TG S I NI
h 1 2 q ( 1').2

En faisant le changement de variable p -}- ¢ = r dans la sonune :

g=n—11[" eu]a . r=2p—1 " Ru. e”“
3 (— 1)’1 - + [0 pg =e~i Y (- 1)"1’ + T
g=1 - . T q re=p41l L
On voit que cette somme tend vers zéro dans lintervalle ouvert o, h.
La série :
2 T N etve p1 |7 R= , ei’l“
'Z. L(—— 1)" 5 +f — =D A ffy [
A d 2g " dp+g

est donc elle aussi convergente dans Pintervalle ouvert 0, h. Si la fonction f (y,) satisfait aux
conditions limites, elle sera méme convergente dans Vintervalle, extrémités comprises.

Quant a la série :

2 Lkth x|, 1 etva pz1 |7 etaa
= {(— 1)p — (o —]W'-*— —_—
e L v O el | 1o lee+p

on montrerait facilement qu’elle est absolument convergento.

- R fa,a, (m, + m,) ol —m — 2, ch(m m,) 1
d) Séries 12 ?:.\77(1““ 12 ?‘ 2 e2 sh m,h sh m,h Leh (m, o) Yo Do €8 (Tt - ) o]

e Op =224 6,0, £ B RYg) P (2 kt/g?)
e O\n T "a)q _+‘ (4 ]\1/(] ) O‘n - )‘(/)2 + (4 k4/gg>

7 11
On calculera comme précédemment la limite de ¥ T V,,.
. 1 1

Cette série se décompose en deux produits de séries simples déja étudiées ci-dessus, et en
une somme qui constitue la partie réelle de :

oIS Ayl O‘p + )‘r/) 6 7‘71)‘(1 + (2 k4/92) ety A Vo

% 21 2eXsind, sinih O, — 2?2+ (4 kt/g?)
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Comme précédemment, on sommera sur la diagonale principale et dans la moitié du carré situé
en dessous de la diagonale. Enfin on n’étudiera que le terme principal.

TERMES SITUES SUR LA DIAGONALE :

3 g° Rz 2 @2 iy 1 g Rz 2 g2
.

i ( D 5 RE S S DI s
21\“*;]1 +f0 D ! 2§ 249 +/) P
Le deuxiéme terme converge absolument. Le premier se décompose en :

o
3g° w8 1_{ =2 i l'” i ﬁ etina 4 SgrtRfy & e—2inB
Okt B3 "1 2 kih? p
oli Pon a posé :
o Yo
o mmm — = T £
h B h
Ces sommes ont des limites, sauf si 2o =0 ou 2¢ =2= (Jo=0 ou y=nh)

et si =10 (y,= h/2). Ainsi le milicu du batteur est également un point singulier au 2° ordre
d’approximation.

TERMES SITUES EN DESSOUS DE LA DIAGONALE :
Le terme principal s’écrit :

el 1 Rm Tl (P q) 6 pg 42 (kth®)/(gea2)
e (— 1 q == iqa _
i I | (g o p e PR BRI ki) /(gP®)

Ru

h p_a

La fraction :

p-tq  6pq+ 2Kh%)/(g*r?)
7 (p—? + @ kR /(g

peut se décomposer en éléments simples :

2 A2p +pr~+2A- 2p? ]___'fs,uurzAzJr 4 A2p? J q ‘
TPt 4AT PP+ 4 A2 (p*+4A%2 | ¢ P44 A (p* + 4 A% |(p—q)* - 4 A?

G| 8pid-204s 0 8Apt L
P A (P* + AN [ (p—)* 4 A2
oll 'on a posé : A= l‘,,;h:)
g°r®

On en conclut que la somme des termes principaux se décompose en sommes de la forme :

n 7 1 eira p—1 7 igo

S0 4 |55 [<~—1>f RE 1% [1]
S0 gt 4r, e 7’21 (—1>fl‘i ) e—; 2]
" - - , I{“ ez‘pa p—1 - _.B‘l , - q eiqa’ .

; L( ])I +f0 pg 21 [( 1)029 +f0“ (])_q)2+4A2

n ) R’FL‘ , . eina p—=11 - R“ lqt!

D [(-1)1 TR Rt Cl ke oy

Dans la troisieme et la quatri¢ime sommes, on pose r = p —gq.
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Elles se raménent alors aux deux formes suivantes :

qui sont équivalentes 4 :
S o gt 1 1578 | o 57 [3)
ot : z [:(_-m l;% —{—f(,h .%”11 (1)) f;q +ro e”_”‘f (4]

Les sommes {1] [2] et 4] sont de la forme :

» 8§, eire o b 811’“
X —t=— ou Z —
pe= p-

S, étant les p— 1 premiers termes d’une série absolument convergente [somme (1)] ou d’une
série uniformément convergente [sommes (2) et (4)]. S, est donc hornée si y,=0 ou y,s= h.
Les sommes (1), (2) et (4) peuvent donc étre majorées par des séries absolument convergentes.

Quant a la somme (8), elle s’éerit sous la forme :

’ R= 7] e2ire 1 Rp e—ire L Rz 2 ipe 11—1 C_”"‘
5o (=P el Y G DL Sy
?__q ! 1 p T 29 FZ 29 +fk,
Les sommes :
p—1 RTC ()—*ii‘w »—1 (;——z'ra
S, = ¥ —— =~ ou S, == [ t—
i 12‘ 9 g 72 » ; fﬁ 72

sont absolument convergentes. On peut done derire :

S,=S— ¥ Rz ez

y 29 1°

On peut évaluer 'ordre de grandeur du reste :

& e—ire R= S odr Rx 1
||| T Be g (LY
29 ,Z /29 S 29’ \p
d’oli:
R= | /1 > . ( 1 > . < 1 >
S — 0(—)<8§,<8 10— S,=8 -+ O(—
ag) Olp)SHSST P ’ " \p,
Les sommes (3) sont donc finalement égales a :

SE (32 4 e

qui est uniformément convergente dans Pintervalle ouvert 0, h, et :

Re |2 | R L e
2_!7;_‘)0 (Ml)l/o p*

qui est absolument convergente.

En résumé, toutes les séries rencontrées convergent sur le batteur, sauf I'une d’elles qui
diverge au point h/2 si R 0 et /£ 0.


rev35
Rectangle 
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Si la fonction [ (y,) satisfait aux conditions aux limites de fond et de surface, les séries
sont absolument et uniformément convergentes dans tout lintervalle fermé o, h.

Mais dans le cas général ot Rs40 et [4=%0, la convergence d’'une partie des séries est
simplement uniforme dans les intervalles ouverts (0, 2/2) et (1/2, h).

Ces résultats nous permettent de déterminer Ja nature des singularités de £ (0, y,, 1)
comme l'avait fait M. Biesel pour lapproximation au 1* ordre.

En effet, en ulilisanl les développemenls en série :

1/—wy=14u+u>+ ... Fu -4 ...

u?

—L(l»«n):u.-k»l;—g—}—l—‘l;-—{—. —}———}—

2 ud ur

— b/" Ld—wdi=0—)L{1-—u) =—u-d —%= _ . +m 4o

1X 2 ‘>><37

dans lesquels on remplace u par e—7%/% on obtient, aprés avoir séparé parties réelles et ima-
ginaires :

— &g/ AOQ Ty a1 P
— L (] —— P ~—ﬁ.‘:“/h> — Z ,9__1)__“/_’_ J— Z e—nEEy/h ﬂs_lj‘_ll_oﬂ} —1 Z e—pTXy/h _EI_I_I‘MJ_O_/_{I_
p P p

e=7a/h) L (1 —— e=7u/l) == e p=7a/l |- Y =7/ cos pryo/lt . T e—rra/n sin pryo/h

1
( pp—1 p(p—1

En remplacant les infiniment petits par des quantités équivalentes, il vient :

1 T% Cpmagn COS PR/N oy SiD pRye/h
L ~%e o/ I3 e—r7

h p p
w7, h . sin pry,/h
14 LI Gl s iy ) cos anO/ e I N e pma/ R ,_._[___J..Q__
T h 11 ze P? txe p?

On en conclut que la fonction £ (xy, y,, £) i1 (2, gy, 1), dont la partie réelle se réduit sur
le batteur 4 une combinaison de séries de la forme :

~cos pryy/h ou Y cos pr;yo/h
p p
ou de produits :
{ co_s_p_wigﬂz cos pryo/h N |
¢( )(2 p? >\'

posséde des singularités de la forme log zy, z, (log z,), z, (log z,)? et des termes d’ordre supérieur.

Ces singularités sont faibles, et £ (0, y,, ) est de carré intégrable sur lintervalle 0, h.

ETupE a priori DES SINGULARITES DES FONCTIONS X, ET Y..

Les fonclions X, et Y, sont solutions dun systéme d’équations dont les coefficients com-
portent des singularités, puisque les seconds membres s’expriment au moyen des fonctions X;
et Y,.

La solution particuliere du systéme complet possédera donc des singularités (engendrées
par celles de X, et Y,). Nous allons tout d’abord rechercher celles-ci.

La solution générale des équations sans second membre vérifie d’autre part des équations
dont les coeifiments sont réguliers dans tout le domaine. Mais elle est assujettie 4 des condi-
tions fronti¢res qui peuvent, comme pour le premier ordre, introduire des singularités que nous
devrons également rechercher. On connaitra alors toutes les singularités de la solution.
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ETUDE DE LA SOLUTION PARTICULIERE,

Dans le premier chapitre, on a étudié les singularités des fonctions X, (x,, yo) et Y, (29, yo)-
Celles-ci sont lides & la solution du 1< ordre par les équations :

Xy (@ yo, ) = —- —%’. 5?;;—?00;{-0— sin myx, cos kt -+ X, (x, yo) sin ki
Y, (@ gou 1) = % 51‘11}—1%100—;{0— cos myx, cos kit -+ Yy (v, yo) sin kit

Les équations du mouvement peuvent done s’écrire :

oXo | Yy . DXy @Yo 8, Y1 (@Yo )]
o, 2 D (o, yo)
D [Xy @ yo), Yy (o Yo) ] . ay m, ch mq g, . 29X, 8Y1>
- L inz g - QoMo ehmoyo oo, I —
D (xos o) sin® &t 2e¢ shmyh cos Mo, sin 2 kt < o, Y,

_ aymyshmyy, . . o/ 9X, oY, ao’m,® 9 4 ch?2 cos? kt
5. Shim mo I sin myx, sin 2 ]..t< e -+ 5%, >—1— 5 2% she mgh (cos 2 mgxy + ch 2 myy,) 5

On peut remplacer d’ailleurs X, et Y, par les développements limités valables au pied
du hatteur :

R
Xy=— g (xg log o —0yy) + fo + Bay— Cyy -+ Pa + Py 4+ ...
R .
Y, = o (ologo + 0xg) + A—Caxy—Byy —Qo—Qy .....

On obtient ainsi :

R2 - 2R /R 2 RCo
- [Oogo2+ @]+ 25 (L B logg— 220
gz o8 4 0% A 7 \g g 7
R 1 op, 20Q, oP, 9Q, l
e e OO 6 = = : T T v
_a‘r’ oY, sin? Lt g9 v I. ox, A 2 ez Yo +

oP, 2Q, 9P, 2Q, , ®P, 2Q, 9P, 2Q,

|
|

aw, oy, | . RO[BPy  2Q. , 2Py 2Qu
/. e e Ty T T
ey

ox, 9y, dy, O, ox, 9y, oy, oTy

mea . - 2 R 2 R . ’
—_— 00 §in2ki | — log ¢ ch myy, cos myx, -+~ sh mgy, sin mya,
2e shmyh B q ' )

a,% my? 9 2 I
—0 0 (cos 2 myxy-- ch 2 my,) cos? kt
2 e2sh2myh :

X, oY,
2 = ()
Y, 9%
Pour établir ces équations, on a tenu compte du fait que P, et Q. P3; et Qs etc, sont

harmoniques conjugués. On a donc

ob,  9Q. _ 0 OPy Qs _ 0
oy Yy Y, 21,
On a d’ailleurs :
Py = ay (@e® — 4o*) Py=as(x® — 32y
Q=2a 20y, Q; =as B a2y, — yo®)

ch myy, cos myxy = 1 —(m,2/2) (22 — y?)

sh my yysin my xy = my® 2 Y
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d’onr le systéme d’équations :
oXo agﬁ S

e 22,
R 2R / R \ 2 RCo
~—= [(log ¢)2 627 - ——- <—— - — B 1()?‘ g ——
0X Y > | o 7 I a 7
2 =2 = sin? &kt 9 .
o, oy, _ ARay Ty 1og ¢ + byyg) — —Iqiqs [(@o* —yo®) log o + 2020yo] + ...
;A+4“2292+9“3294+
- Moty gt 2R Rmg?ay .., 94 ]
————2 ¢ shmh sin 2 kt | g log e + g (10 Yo 2) ]O e +2 Oloyo] + ... \

(l(, m”

— (¢cos 2 myx ch 2 mgyy,) cos? kt
2 e? sh? m,h 2myzy + olJo

+

I est facile de trouver une solution particuliére de ce systéme sous la forme de sommes
de solutions particuliéres. On obtient ainsi :

R> R /R \ ‘ ‘
b [10 (100 o)~ — log o —|— 100 I]U(ﬂ -+ W (7 —B ) (2 Ty 10g ¢ Zy)
— *R—C(Q by — 1) — >I~{ga—) (2 2g* log ¢ -— ¢%)

X’y = sin? kt | 2
/ 13“" (4ayloge + 2y 0 + 6225y — 3 aue — 3 2%) + O (¢ log e) + O (¢ 0)

4 a,? x,® 9 ag? x,°
+ 3 + 5

Cay (2 log o — )
R aym, sin 2 kt \
4geshmh ) ’”“ T Gyt log o - 2y 0+ 6 g? go 0 By — 32, + O (¢t log ¢) + O (%)

ay? cos? kt

Mgm COST KT - 0 o .
4 o2 sh? mgh S 2 T

+

| R )2 ) /R «
L ogr [ og el —yglog o o gl 4 240 ] 71)1 g B > (2 o log e — yo)

2 Ra,

+ @) — Yo* 0

Y, =sin? It

- f;ag (—4ye®log o4 22604 6 20250 0 3 26® Yo + 3 yo® + 0 (o log ¢) + 0 (5*0)

4 a,? y,* 9 a? y,°
s e
(@3 (2Y,log o —yp)
+ Raym, sin 2 ki 00 ° !
dgeshmeh ) M0 (—dyiloge + 22,70 4+ 6 ys? 0 + B2 yo 30+ O (¢ loge) + O (4 0)

A

ay? cos? kt
+ B i e sh 2 my
4 ¢2 sh?2 myh Moo

ETUDE DE LA SOLUTION GENERALE DE L’EQUATION SANS SECOND MEMBRE.

Soit X7, Y”, la solution générale de Péqualion sans 2° membre. Comme dans la théo-
rie au 1¢r ordre X", et — Y”, sont harmoniques conjuguées et la fonction F (zy) = X", —iY",

est analytique dans le domaine étudié.
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La solution du probléme du batteur est :
Xo= Xy + X" Yo=Y"+Y"

X, et Y, étant assujetties 4 des conditions limites au fond, en surface, a I'infini et sur le hatteur.

r

Les trois premitres s’expriment par des équations dont les coefficients sont réguliers sur
chacune de ces limites. X", et Y”; ne peuvent donc y avoir de singularités. De méme, si f (y,) est
réguliére dans lintervalle ouvert, 0 <y, < N, X7, et Y”, sont réguliéres sur cet intervalle.

Mais aux points d’angle (extrémités du batteur) les fonctions doivent salisfaire simul-
tanément & deux conditions limites différentes (en général). Elles doivent donc prendre des
valeurs différentes selon le chemin parcouru lorsqu’on approche de ces points (paroi du batteur
d’une part, fonds ou surface libre d’autre part). Ainsi les extrémités du batteur sont des points
critiques.

A) Ftude du point situé au pied du batteur

Comme dans la théorie au 1 ordre, on transforme le point d’angle en un point ordinaire
du contour, en prolongeant analytiquement les fonctions X7, et Y, dans la bande

—h<y, <0 x, = 0.

On considére pour cela le mouvement image (*) du mouvement réel, & travers le fond du
canal et l'on supprime la paroi constituant le fond.

La fonction harmonique X”, est définie dans tout le domaine —h <y, <+h x,20.
Elle est déterminée par les conditions de surface (02X2/0i2) - ¢ (9X.,/9yy) =0 y,====h), la

condition & Pinfini et la condition sur le batteur.
X7 (0,9, 1) =Y, (0, yo, 1) %{;m“ sin fet — X (0, /0, )
Jgo

soit :

% py = Qo shmeyo df (o) o df Wo) e gt X
X7 (0, 17, 1) == 5¢ shm.h dy(: sin 2 kt 4 Y, (0, yo) . sin? kt —- X' (0, gy, 1)

La fonction harmonique conjuguée Y”, se déduit de la fonction X7, & une constante additive prés.
£ S - . o
Lorsqu’on parcourt 'axe 0, y, en traversant origine, X”, est continu et s’annule pour y, = 0. Par
] AU bel 2 Jo
conire, 9X”,/0y, présente des discontinuités.

On les calculera en remplacant Y, par le développement limité valable au pied du battenr

[A=C=0 ([R/@)=2("/m)] B=(Q2fs/7) + a,:

ox7, = 20 §in 2kt | m,eh my, A W)y mly, [ Wo)
olf dl] Y
Yo

3y | a0 2 e sh myh ) dyy?
g -

4 1 2[00 log ly,| —ay, + 3 ayy,2 ... IEM sin2 kf
. ® o dy,
e -

+ ’ "—7{”‘ yolog |y, - <”—/*0'- ~+- (10> Yo + @Bye® - ay & df](l]O) sin? kit

['o @p azmey®

I
sin &t +- 2w eshmyh

1y,° dsin 2 ki

7' T ™

_L 21 + _Lj/o aolo — G,f/o iy,

On a des discontinuités de premiére et deuxiéme espéces a Torigine :

/OXo\ [ 0X"5 N\ 41 216*N o agmol’y .
Ny £y — oo .l — 2 a.f’ 0 >31112 ket 4 —200 in 2 Kt
\ oy, /w.“+0 \ 9y, o < = & 190l of o+ = 1 eshmeh

(*) Le prolongement analytique est possible puisque Y”, = 0 sur le fond.
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Dans le voisinage de l'origine, 9X”,/9y, se comporte donc comme la partie réelle de la
fonction :

20 (T o 7. sin? k 2 if’y? °gin? Ik Lagmof’y _
q (Z()> = — T <—;‘— — a0> 100 Zy sin? kt — -—;5— (log Zo) sin? kt — m IOg Zy Sin 2 It

En retranchant la singularité, on obtient :

dF (zo) 27 2 f2 ST lagmgf’ i

R % +1 ,: < — }10 zy + 7;20 (log Zo)“m sin? kt + o sh 211 (;n:jh log z, sin? I\t
_agmgsin 2kt |7 d2f (yy) mg2y,? df (i,) foasme? ., 1
2 e sh myh I»!/o dye2 + 9 dy, + < Jo 64170 O (o )_J

+ sin? kt ( f() Yo 100 11/] dof(JO) <2£IO +a0) Yo dodfl(!!t)) 4fi(’)a2 Yo +

4 2 ]
+ 3y AL g g B0 ———° 9 4140 i) |
0 T _

Cette expression se comporte 4 son tour comme la partie réelle de la fonction :

agmg sin 2 kt [[im? 'y _ if oasme® . o s " ) -
zy? log z, 4230 zl2logz,—i E 2—1iz O (z42 log zy)
2 e Sh lnoh = 0 O *0 —{— . S 40 Of 0 +7 0 0 D <0

L 44 74 s £7
+-gn2kt[——glggiﬁzomgzo4-i<2£° +w%>fﬁﬂo+—éilfﬂfi—%iFo+—Hw2

12§ a3f’0202
ki

4+ log zo + [0 (z4° log zy)

On a donc le développement limité :

4 7 f) 7 92

__?_f_g(f_o_ a0>10gz0 2/

M = sin? kt K " K
dz,

20000 gz, 4 (2L tay ),

[+ : f,oﬂ;a2 L 4 L i?flo 2 log zo + Fo — tHz? + [/40 (20° log z,)

Aoy

V1 ™

En intégrant, il vient :

’_m<l’i

1

fo

Zy (10‘7 ZO> +

(z9 log zg — zy)

- ao> zo log z,
‘) i 2 2 R 24 0y
F (z,) =sin? kt{ — 2000 f 0 (—2~—Iog zo—%) + [(3%+ a, )f”o + %1%)

+ 760 (2o 10g 2,) -+ Fozog — IHZ" i g 12(1;f <z§ log zo— E_>

___agmgsin 2 ki 27,
2eshmh | =

9
2 f lo 3 2 f
(zologzo—zo)—_m:t_fﬂ(l,i_ as) <20_?rﬁ__%>+ 02fo

iGzy3

. +J+o<z04lorrz0>f+1<

+ Eozg —

Pour le batteur plan qui nous intéresse plus spécialement f”y==0. On a donc, en séparant
les parties réelles et imaginaires :

s 2 fr 2 7
sin 2 kt( 2£ 2 log zy — <m° I'o L) [0 a3)zoﬁ 1og zg + zof "o + Eo — iGze2 + O (203 log z,)

N~
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w

21
\ 2/ <f—0 e (70) (o log o — 0o — ) — fgo [, (l0g 0)2 — x, 02 -— 2 0y, log ¢]
J

9 fr Y R

/ + ;7.7.;& (22— o) + I, + Forg + O log o)
ity Sin 2 Ki(2 7y . 3o {

TS shomh ooy (v logg - Oy - xo) -+ By - Iy -+ O (63 log o) | + K,

2f N 272 . .
I“ < L. -} ao) {7y 108 0 - 0y - 19) — L2 Ty, (log 0)2 — 182 4 2 6y log o]

7 ,—-

T

Y, = —sin2? ki

/_I_ 4f0(’ oo + Foyo -+ In + O (¢ log o)

| Qgmysin 2 ki [ 2, g o - s3log —
I“)e shmyh | = (yo log o + by Yo) -+ Eoyo + J2 + O (ePlog 0) K

Pour yo=06=0, on a Yo =20, d’otit I,=0, K, =0,

" Pour z=0 0 =n/2, on a X, =Y, [, sin2 kL.

__f ( "{‘(’0) Yo -+ = fO Yo 10°|1/01—‘—‘—j‘,‘0‘!}02+11-~-;]

Ky - sin? kit

52O sin 9 kit [— [y + Iy + ... ] = sin2 kt f' 1/010“i'loi“—/ f°+ao>Jo+ 1

2 e sh myh

d’ol1 :
I,=0 Jl;O Ki=0

On connait donc le développement de X, et Y, au voisinage du pied du batteur.

B) Etude du point situé au sommet du batteur

On transporte 4 nouveau l'origine des axes au sommet du batteur. On déterminera, comme
pour le point situé an pied du batteur, les singularités de la solution particuliére du systéme ci-
dessous en se limitant au cas du batteur plan :

Lf (o) =1 + =2y, }

/ 2 R / 2 2 f
X - ' %—[(log 0)? L 2] — TR (11~——) loge + :E;%—fﬁ
8;2 8y2 = sin? kt : ,
Co 0 Lef.2 g 3
, +—§i+<a1—~~ﬁ) 10 [¢ (log 2] \
g . g . :
L AN, 9 { 2R - ¢ ay,® my? cos? kt 2
2 esh ITth sin k[ g IOG e —.{ O {9 log ?—|\ + ¢2 sh2 moh I—] + O (9 )-I
oXy 9Y, 0
Yo N
d’olt la solution particuliére :
2 2 R /R
S —'2‘[930 (log 0)2 — o log o ~+ @02 — yo0] -+ 2—g<7 - a1> (22, log o — )
X/Q = sin? kit

o2
/ + %IL (2 029 — yo) 4 O [¢* (log ¢)2] +

i

(R )

—Lr = x
7 -+ g 1) | %o
QmMy o0 R . N W A L B R N2 R Py

5o shmh 5111_‘1\1(29(2 xylogo—uay) + 2 K? ‘11/,1 xy -~ O (¢ log ?)\

+

ay? my? cos? kit
e? sh> myh

+ 20+ 0 ()]
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. R? . . : . . R/R A
|2 g7 W (10g 2)* — Yo 108 ¢ ~ Yob* + 20 ] + ;2—5(7 — <11> (2 yo log e -—yo)

Y’, = sin? ki«
1 Rk2 fh (
LY g?

20y, 4 2) + O l¢2 og 2] +| 5 (2 —a )" | wo

. QMg sin 2 ki, R ) R ,
Yeshmyh 12¢g 24ologe—yo) + 2 <—g— - (‘1 l]o + O (¢ log u)

+ ay® my? cos? kt
e? sh? mgh

(g0 + 0 (M1

Lorsqu’on approche du sommet du batfeur en suivant Paxe Ox, (surface libre), la partie
réelle de la fonction analytique F (z5) = X"y — {Y”, vérifie la condition :

; 8\” oX% oX oY . agmyk® .
— k2X”, - —(]\ 2X, = -4 k2 X L =1 sin? kt 4 —2-02 __sin 2 myx, cos? ki
= k9 g o /Un*“ { ( 19, +Y oy Jro=0 O L 2 e2 sh? myh 0% COSTH
12 ,
_ Qme*g sin 2 kt ‘ X, cos myx, —}— 7 Y, sin myx, ymt
Ny %=

a,’m . T oX, . k2 2Y B
4 LM F Gin o kt| — 228 sin mga, - L cos myx, (
2e o, myg ox, Yo==0

Lorsqu’on approche du point singulier en suivant 'axe oy, (position de repos du batteur),
on a au contraire :

4 ‘< 9
kX7, gaX <Ic X7y — a\ >& . apsAe sin 2 Ict! myg ch mg (yo + I)

k2 st )1

%o T3y, 2T shmyh sh m, (o + A1
Ae Y .

| —re 2 £ % 2 ki
+ ] Yit 94 20, J”}F“ sin

En remplacant X, X;, Y; par leurs développements limités, on peut expliciter ces deux
conditions limites et déterminer les valeurs de — k2X”, -+ g (0X”,/9y,) 4 Vorigine.

On trouve ainsi :

° — kX" a_-xl,g—‘,. k2 Rf/, _J2 «3th b k2 fh in2 k
1 kX" 4+ g il = log |xo| — k e —afy + ; ]‘/Sm »

+ ;0;; [kt —my? ¢?] sin 2 kt 4 {0 [x, (log xy)2] } sin? ki

+ {0 [xy log ap] + sin'2 kt + [O (ay) ] cos? kt

So oNrrs aXﬂo i , . , ]’C2 3 uR“ , . , ] o5 7,
2 — K4 g S — | Rplog ] + <th LR ‘3%— Ty — ol R ,>: sin? kt

+ ;‘;’;’L [k*— mgy2 g?] sin 2 kt 4 {0 [y, log yo)?]} sin® kt
+ {0 [y, log yo) 1} sin 2 kt + O (y,) cos? kt

Le sommet du batteur est ainsi un point critique de la fonction :

— k?F (zo) + g1 [dF (zy)/dz,].
Au voisinage de ce point, elle se comporte comme :
— 1A [log (z,e™) ]2 sin? kt — iB log (z,¢8) sin? ki — iC log (zee™) sin 2 kt
ol T'on a posé :
A= E (k2fy, + gf'w 0 = = k%fy,
gw 2 (lﬁ“fh -+ gf w
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5 — fi.l27 [3 R — 2 a;9 + 2 k2D,
J2f + 9f ) (4 aug) + kb, + 4 R) + 4 RE?f), -— =R?
B2y A i) (4 ayg - by -+ 4 R) 4 4 RE2[, — nR?

\—‘.
B = T

0 . k2,
It m.2 g2 VAN N
2 e gk® ( mo* g%) ' R

. Ra,

On a done, en intégrant, et en développant e~ (/9% ;

F (z,) = K (z,) e~ (/0%

gi ((jzh = e /0% [ A (log z,ei)? sin? kt — iB (log zqe) sin? kt — iC(log z,e?) sin 2 kt] -+ ...
0
F (z) == K - ; sin? kt {z, (10g 2)? 4 2 (e — 1) z, log 75 & O [2% (log )21 !
B 22O Ta P . C . -~ D .
— — sin? ki [z, logzy + O (2,2 log z) ] — ? sin 2 ki [z, log zy - O (z4% log z4)

d’ol1 :
Xy =K, — % sin? kt g 2o [Jog )2 —02] —2ys0logo— 2 (xylog o) — 2 a(y, log ¢ + Oxn)(

—_— ~];_ sin? Lt ;molog@»«OyOS»«%siant) o log o — 0y, :~{—
Y7, = Ky — ~§— sin? It E Yo [(log 02 —02] 4+ 2240 log o + 2« [y log o — O] — 2 (y, log ¢ - 0xy) (

|

i

— —I;- sin? kt : Yy, log ¢ 4 0z, - % sin 2 Lt: 7o log ¢ -+ bxg :

Les fonctions X5 (y,) et Y”, (y,) sont encore de carré intégrable sur l'intervalle 0, h.
Elles sont d’ailleurs finies et continues aussi bien au sommet qu’au pied du batteur.
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PLANCHE 1

On a posé :

a
A0: =0
e

— LA HOUILLE BLANCHE

e N° 2 - Mars-Avrin 1961

CALCUL NUMERIQUE DE L'HARMONIQUE

B = %ﬁ == myh th myh

A, = M, =p,h L, = Ah
(4

Lo ==m,h L7y =m'h
On a ainsi :
Ay, 2sh L, + 2Ae LyshLyg—chL, -+ 1
shL, =~ L,-+shLychL, e T, (L, -+ shLschLy)
2A, 2sinL, + 2Ae L,sinL, +cosL,—1
sinL, L, -F sin L,cosL e L,(L, -+ sinL,cos L,)
[ Al ¢ ALy  Dre
\ T E Ly sing, [ Dees Ly 1]
ﬁﬁ — ‘) + (_;‘ ]), AOIJO P iw *Ap (B2 - :Lpz) (L02 + LD2 + I\I7~2)
o2 7 (17 , 2 L — L2+ M22 + 4L2 L2
_ <-_~1>L P e M2 (B2 —L,L,) — (L, —L)*(B2 + L,L,)
B ,El q§=:1 Asfha (Lo 1+ L) (L% + L2 —M,2)2 — 4 L,2L2
_Ae ALy ‘L’ 4B°—Ly® 1 N
e L2—L2 |’ 4B, shL,shI/
ha'y sh? 1/, \ AL, 8L, + L’(,
e? L'y 4 shLych 1, ) 4sh?l, 41L,2—172
- Ag? L2 )iw AL, 9L 2 B2+ L) 4 (L2 L2 B2—L2) — L2 (L2 + LD
JRR (L — L7 — 17?2 + £ Lo L,?
/ 28e roe ALY | g, 4B —Lp2 . 1 -
e p=1 LD2 Ia/?‘() _ 0 4 leJ” Sh L’O Sll Lp _
g ARL, 8L 12
o=y osin?L, 4L2 4 172
ht', sh2 17 AgLlr2r rzw A 9L,2 B2 — L% 4 (L2 — 17 B2 + L2 4 L2 (Le? + L2
¢ T Lo shl,chils, | T apz % L — L —L/ @2 L 4L2 L2
— e S S AA @ +L) X
B2 pe=1 g=1

I

s¢ 2Lyl [B? 4 (L, L)) — (B2 4 L)L) [(L, — L)? 4 1]
. L2+ L2+ 12 —4L2L2

On peut calculer également :

T2ayg [ hay > 4 =2 T2byg (hb’o ) % 4 =2
a2 < e2 BA,? a2\ e2 BA,2
ou encore :
Teayg [ hag\ . 4 Tebog (Db, 47
ez < e? ) X B e\ e? > X B
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PLANCHE 1I

P. FONTANET

ABAQUES DE I’HARMONIQUE EMIS PAR UN BATTEUR-PISTON

(Théorie au 2¢ ordre)

T2 A'o 9
a2
2,10z [T e -
1,100
K\“—-—_——_‘.
° 5
T CH 0.3 04  h/L T
Fic. 14

Abaque donnant la demi-amplitude
de Tharmonique linéaire

T NG T Vad T
2 2

(10‘“ (10

197
4. ig0e
40°
30%
Harmonique non Iin%'
o
/ 2kt
\ ¥
\
Harmonique
linéaire
“ /
10 /
5
00,1 0,2 03 04 hiL T

Fie. 15

Abaque donnant la phase de TI’harmonique
linéaire

o — 180° == arc tg (b'y/a’y)
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